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Tout   exemplaire  qui   ne  sera   pas  revêtu  des  trois  signatures 
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ELEMENTS 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


PREMIÈRE  PARTIE 


DU  POINT,  DE  LA  DROITE  ET  DU  PLAN 


CHAPITRE  I 


NOTIONS    PRELIMINAIRES 


§  I.  —  Introduction. 

1.  Définition.  La  Géométrie  descriptive  est  la  partie  des  ma- 
hématiques  appliquées  qui  a  pour  but  de  représenter  sur  un 
ilan  les  figures  de  l'espace,  de  manière  à 
louvoir  résoudre,   à  l'aide  de  la  géométrie  s. 

(lane,   les  problèmes  oîi  l'on  considère  les 
rois  dimensions. 

Remarque.  Les  dessins  ordinaires  dé- 
orment  plus  ou  moins  les  figures  à  trois  di- 
nensions  :  ainsi  le  dessin  d'une  pyramide  ne 
lonne  ni  la  grandeur  de  la  base  ni  celle  des 
mgles;  mais  la  géométrie  descriptive  permet 
le  déterminer  la  vraie  grandeur  des  lignes 
t  celle  des  faces  de  la  pyramide. 


Fig.  1. 


2.  Projection  d'un  point.  La  projection  d'un  point  sur  un 
ylan  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur 
EL.  1 


ELEMENTS   DE   GEOMETRIE   DESCRIPTIVE 

le  plan.  Ainsi  a  est  la  projection  du  point  A 
sur  le  plan  M. 

Plan  de  projection  et  projetante.  On  ap- 
pelle plan  de  projection  le  plan  sur  lequel 
on  projette  la  figure  à  étudier. 

La  projetante  d'un  point  est  la  perpendi- 
Fig.  2.  culaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan  de 

projection  :  Aa  est  la  projetante  de  A. 

Un  point  n'est  pas  complètement  déterminé  par  une  seule 
projection. 

En  efifet,  si  6  est  la  projection  donnée,  le 
point  projeté  peut  être  un  point  quelconque 
de  la  perpendiculaire  illimitée  zz'. 

3.    Détermination    du   point.    PoUf  fixer    la 

position  d'un  point,  on  peut  employer,  en 
géométrie  descriptive,  deux  méthodes  diffé- 
rentes : 

La  méthode  des  projections ,  qui  utilise 
deux  plans  de  projection; 

La  méthode  des  plans  cotés,  qui  n'exige 
Iju'un  seul  plan  de  projection,  mais  avec  la  cote  du  point  (n°5). 

4.  Méthode  des  projections.  Dans  la  méthode  des  projections, 
on  donne  les  deux  projections  a  et  a'  du 
point  A  sur  deux  plans  rectangulaires  H 
et  V.  Le  point  est  déterminé,  car  il  se 
trouve  à  l'intersection  des  perpendicu- 
laires az,  a'z'. 

^  Les  deux  premières  parties  de  nos 
Éléments  de  Géométrie  descriptive  sont 
consacrées  à  l'exposition  de  la  méthode 
des  projections. 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


iî.  Méthode  des  plans  cotés.  Dans  la  méthode  des  plans  cotés, 
^  on  donne  la  projection  a  du  point  et  la  cote 

de  ce  point. 

Cote.  La  cote  d'un  point  est  la  longueur  de 
la  projetante  Aa. 

L'ensemble  des  principes  relatifs  à  ce  mode 

de  représentation  est  exposé  dans  la  troisième 

Fig.  5.  partie  (n"»  426  à  494). 
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6.  Plans  de  projection.  Dans  la  méthode  des  projections,  on 
emploie  deux  plans  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre  :  l'un  d'eux  est  nommé 
plan  horizontal,  et  l'autre  flan  ver- 
tical. 

Les  deux  plans  de  projection  sont 
illimités  dans  tous  les  sens. 

Ligne  de  terre.  On  appelle  ligne 
de  terre  l'intersection  des  deux  plans 
de  projection. 

La  ligne  de  terre  est  désignée  par 
xy  ou  par  LT, 

Relativement  à  l'observateur,  supposé  placé  à  droite ,  vers  le 
haut  de  la  figure,  AH  est  la  partie  antérieure  du  plan  horizon- 
tal, PH  la  partie  postérieure  du  même  plan,  SV  la  partie  supé* 
rieure  du  plan  vertical,  et  IV  la  partie  inférieure. 

RemarqxLes.  I.  Pour  remplacer  les  mots  plan  horizon' 
tal,  plan  vertical,  on  peut  se  borner  à  écrire  :  plan  H, 
plan  V. 

IL  Les  quatre  portions  de  plans,  ou  demi-plans,  peuvent  être 
appelés  brièvement  :  vertical  supérieur,  vertical  inférieur, 
horizontal  antérieur  et  horizontal  postérieur. 

7.  Angles  dièdres.  Les  deux  plans  forment  quatre  angles  dièdres 
droits,  désignés  parles  noms  di' antérieur-supérieur,  postérieur- 
supérieur,  postérieur-inférieur  et  antérieur-inférieur,  ou  plus 
simplement  par  les  numéros  1,2,  3,  4. 

Remarque.  L'observateur  est  toujours  supposé  placé  dans  le 
premier  dièdre,  ayant  œ  à  sa  gauche  et  y  à  sa  droite;  générale- 
ment on  place  aussi  dans  le  premier  dièdre  la  figure  à  étudier, 
de  sorte  que  les  projections  se  trouvent  sur  la  partie  antérieure 
du  plan  H  et  sur  la  partie  supérieure  du  plan  V;  mais  les  con- 
structions à  effectuer  pour  résoudre  une  question,  ou  les  données 
parfois  imposées,  conduisent  fréquemment  à  la  considération 
des  autres  dièdres. 

8.  Rabattement  du  plan  vertical.  Pour  ramener  l'étude  des 
Ogures  à  trois  dimensions  à  des  problèmes  de  géométrie  plane, 
on  fait  tourner  le  plan  vertical  autour  de  la  ligne  de  terre  (fig.  7), 
de  manière  que  sa  partie  supérieure  SV  vienne  se  placer  sur  la 
partie  postérieure  PH  du  plan  horizontal:  alors  la  partie  infé- 
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rieure  IV  du  plan  vertical  s'applique  sous  la  partie  antérieure 
AH  du  plan  horizontal. 


(in) 


Ciy) 


y- 


Fig.  8. 

Disposition  du  dessin.  Pour  la  résolution  des  problèmes,  le 
rabattement  est  supposé  effectué;  par  suite,  on  se  borne  à  tracer 
la  ligne  de  terre  sur  la  surface  plane  où  l'on  veut  dessiner  (  flg.  8). 

9.  Épure.  On  nomme  épure  la  représentation  d'une  figure  de 
l'espace  par  ses  projections ,  le  plan  vertical  étant  rabattu  sur 
le  plan  horizontal. 

Lire  une  épure,  c'est  ramener  par  la  pensée  les  deux  plans 
de  projection  à  être  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  et  se  rendre 
compte  de  la  figure  de  l'espace  représentée  par  le  dessin. 

Remarque.  L'épure  peut  être  placée  verticalement  sous  les 
yeux  de  l'observateur;  c'est  ce  qui  arrive  pour  les  figures  tracées 
sur  le  tableau  noir;  on  suppose  alors  que  le  plan  horizontal  a 
tourné  autour  de  xy ,  et  que  sa  partie  antérieure  recouvre  la 
partie  inférieure  du  plan  vertical. 

Lorsque  l'épure  est  placée  verticalement,  le  plan  vertical- 
supérieur  et  le  plan  horizontal-postérieur  sont  au-dessus  de  xy. 

10.  Plan  de  profil.  Deux  plans  de  pro- 
jection suffisent  généralement  pour  étu- 
dier les  figures  de  l'espace;  néanmoins, 
dans  certains  cas,  on  a  recours  à  un 
troisième  plan  P,  perpendiculaire  aux 
deux  premiers;  on  le  nomme  plan  de 
profil;  on  peut  le  rabattre  sur  le  plan 
horizontal,  en  le  faisant  tourner  autour 
de  Im,  ou  sur  le  plan  vertical,  en  le  fai- 
eanl  tourner  autour  de  In. 


r«   PARTIE. 


DU    POINT,    DE   LA   DROITE   ET   DU   PLAN 


H.  Conventions  pour  le  dessin.  Les  plans  de  projectioa  sont 
considérés  comme  opaques;  par  suite,  les  figures  situées  dans 
le  premier  dièdre  peuvent  seules  être  visibles. 

La  ligne  de  terre ,   les  projections 

des  données  et  celles  des  résultais      "■ 

obtenus    sont   représentés  en    noir,      * • 

par  un  trait  plein  lorsque  les  lignes      a 

projetées  sont  visibles  (a),  et  par  un      ^ 

pointillé  rond  lorsqu'elles  sont  in- 
visibles (6);  le  trait  qui  indique  la 
réponse  est  plus  fort  que  celui  des  données. 

Les  lignes  auxiliaires  sont  au  carmin  ;  les  projetantes  peuvent 
être  représentées  par  un  trait  bleu  ;  dans  la  gravure,  les  couleurs 
sont  remplacées  par  des  lignes  discontinues  formées  de  petits 
traits  (c).  Les  lignes  auxiliaires  les  plus  importantes  sont  par- 
fois représentées  par  une  ligne  mixte,  composée  de  points  et  de 
traits  (d). 


Fig.  10. 


§  II.  —  Du  point. 

Représentation  du  point.  Pouf  déterminer  la  position  d'un 
point  donné  A,  on  le  projette  sur  deux  plans  rectangulaires 
(n°  4).  La  projection  horizontale  est  désignée  par  a,  et  la  pro- 
jection verticale  par  a'. 

Théorème. 

12.  Après  le  rabattement  du  plan  vertical,  les  projections 
d'un  même  point  sont  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre. 

En  effet,  la  projetante  Aa.  est 
perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal, Aa'  Test  au  plan  ver- 
tical; donc  le  plan  Aa'ma  de 
ces  droites  est  perpendiculaire 
à  chaque  plan  de  projection 
(G.,  n"  400*);  par  suite,  ce 
plan  Aa'ma ,  perpendiculaire 
au  plan  horizontal  et  au  plan 
vertical,  est  perpendiculaire  à 


Fig.  n. 


*  Voir  Éléments  de  Géométrie,  par  F.  J.,  6«  édit.  Lea  renvois  à  cet  ouvrage 
seront  indiqués  par  (G.,  n»  m.). 
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leur  intersection  xi/ (G.,  n°  40o);  donc  xy  est  perpendiculaire 
aux  droites  ma,  mu!  menées  par  son  pied  dans  le  plan  wjA; 
dans  le  rabattement  du  plan  vertical  autour  de  la  ligne  déterre, 
ma'  restant  perpendiculaire  à  xy,  vient  donc  se  placer  en  ma\ 
dans  le  prolongement  de  am. 

13.  Ordonnée,  éloignement.  Vordonnée  d'un  point  est  la 
distance  de  ce  point  au  plan  horizontal  de  projection  *. 

L'ordonnée  est  la  longueur  de  la  projetante  ka  de  ce  point; 
cette  ligne  est  égale  à  la  distance  de  la  projection  verticale  à  la 
ligne  de  terre.  En  effet,  la  figure  Aama'  est  un  rectangle;  donc 
A  a  =  a'm. 

Véloignement  d'un  point  est  la  distance  de  ce  point  au  plan 
vertical  de  projection. 

L'éloignementest  la  longueur  de  la  projetante  Aa'  de  ce  point; 
celte  ligne  est  égale  à  la  distance  de  la  projection  horizontale 
à  la  ligne  de  terre;  car  Aa'  :=  am. 


Théorème  réciproque. 

14.  Deux  points  situés  sur  une  mêm£  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre,  après  le  rabattement  du  plan  vertical,  sont  les 
projections  d'un  point  déterminé  de  l'espace. 

Soient  les  projections  h  et  h' 
situées  sur  une  même  perpen- 
diculaire à  xy. 

Relevons  le  plan  vertical; 
mh'  reste  constamment  perpen- 
diculaire à  la  ligne  de  terre  et 
devient  mh\. 

Le  plan  déterminé  par  les 
perpendiculaires  mh ,  mh\  est 
lui-même  perpendiculaire  à 
xy ,  et  par  suite  à  chaque  plan 
de  projection,  donc  il  contient  les  projetantes  6c,  6'id(G.,no403); 
or  ces  lignes  hc,  h\d,  situées  dans  un  même  plan,  se  coupent 
en  un  point  B,  dont  les  projections  sur  l'épure  sont  h  et  h';  ainsi 
h  et  h'  sont  les  projections  d'un  même  point  B  de  l'espace. 

Conséquence.  Les  théorèmes  précédents  (n»*  12  et  14)  con- 
duisent à  la  conclusion  suivante  : 


*  On  emploie  fréquemment  le  mot  cote  pour  ordonnée,  même  dans  la  méthode 
des  deux  projections. 
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Deux  points  non  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre  ne  peuvent  être  les  projections  d'un  tnême  point 
de  l'espace. 

iS.  Ligne  de  rappel.  On  nomme  ligne  de  rappel  toute  droite 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  et  qui  joint  l'une  à  l'autre 
les  deux  projections  d'un  même  point. 

16.  Positions  du  point.  Le  point  peut  occuper  neuf  positions 
principales  par  rapport  aux  plans  de  projection. 

Il  peut  être  dans  un  des  quatre  dièdres,  ou  sur  l'un  des 
quatre  demi-plans  de  projection,  ou  enfin  sur  la  ligne  de  terre. 

lo  Le  point  appartient  au  premier  dièdre. 


to/* 


Fig.  13. 


la 


Fia:.  14. 


Le  point  A  du  premier  dièdre  (fig.  13)  a  ses  projections  de 
part  et  d'autre  de  la  ligne  de  terre ,  et  sa  projection  verticale 
au-dessus  de  xy  (fig.  14). 

2o  Le  point  appartient  au  deuxième  dièdre. 


f 


Fig.  15.  Fig.  16. 

Si  le  point  donné  B  appartient  au  deuxième  dièdre  (fig.  15), 
la  projection  horizontale  6  se  trouve  sur  la  partie  postérieure  du 
plan  horizontal,  et,  après  le  rabattement  du  plan  vertical,  les 
projections  h,  h\  sont  au-dessus  de  la  ligne  de  terre. 

Sur  l'épure  (fig.  16),  le  point  B  serait  indiqué  par  (&,  &'). 
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3<»  Le  point  appartient  au  troisième  dièdre. 

Lorsqu'un  point  C  appartient  au  troisième  dièdre  (fig.  17),  sa 
projection  horizontale  tombe  sur  la  partie  postérieure  du  plan  H, 
et  sa  projection  verticale  sur  la  partie  inférieure  du  plan  V. 


Fig.  17.  Flg.  18. 

Dans  le  rabattement  du  plan  vertical,  c*  vient  en  c\. 

Sur  Tèpure  (fig.  18),  le  point  Gest  représenté  par  (c,  c');  les 
projections  sont  de  part  et  d'autre  de  xy ,  mais  la  projection 
verticale  est  au-dessous  de  la  ligne  de  terre. 

4**  Le  point  appartient  au  quatrième  dièdre. 


/ 

V 

/ 

/T"i  7  y 

JC/ 

> 

Fig.  19.  Fig.  20. 

Si  le  point  D  appartient  au  quatrième  dièdre  (fig.  19),  d  tombe 
sur  la  partie  antérieure  du  plan  H,  d!  sur  la  partie  inférieure 
du  plan  V. 

Dans  répure  (fig. 20),  det  à'  sont  au-dessous  de  xy. 

Remarque.  En  résumant  ce  qui  précède  (1»,  2°,  3°,  4°),  on 
peut  dire  : 

Un  point  appartient  au  premier  ou  au  troisième  dièdre, 
lorsque  ses  projections  sont  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  de  terre. 
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Un  point  appartient  au  deuxième  ou  au  quatrième  dièdre, 
lorsque  ses  projections  sont  d'un  même  côté  de  xy. 

i7.  Point  situé  sur  un  des  plans  de  projection. 
50  et  6°  Le  point  se  trouve  sur  le  plan  horizontal. 
Lorsqu'un  point  appartient  au  plan  horizontal,  il  est  lui-même 
sa  projection  horizontale,  et  sa  projection  verticale  est  sur  xy. 


r 


e  I 


•^  ^ 


Fig.  21.  Fig.  22. 

Le  point  E  (fig.  21)  se  trouve  sur  le  plan  horizontal  antérieur 
(6.  R.  II),  et  le  point  F  sur  le  plan  horizontal  postérieur. 

Sur  l'épure  (fig.  22),  on  reconnaît  que  les  points  {e,  e'), 
(f,  f)  sont  sur  le  plan  horizontal  parce  que  la  projection  verti- 
cale de  chacun  d'eux  est  sur  la  ligne  de  terre. 

7°  et  8°  Le  point  se  trouve  sur  le  plan  vertical. 

Lorsqu'un  point  appartient  au  plan  vertical,  il  est  lui-même  sa 
projection  verticale,  et  sa  projection  horizontale  est  sur  la  ligne 
de  terre. 
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Fig.  23. 


Fig.  24. 


Le  point  G  (fig.  23)  se  trouve  sur  le  plan  vertical  supérieur, 
et  le  point  H  sur  le  plan  vertical  inférieur. 
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Sur  l'épure  (flg.  24),  on  reconnaît  que  les  points  appartiennent 
au  plan  vertical,  parce  que  la  projection  horizontale  de  chacun 
d'eux  est  sur  xy. 

9°  Le  point  se  trouve  sur  la  ligne  de  terre. 

Lorsqu'un  point  appartient  à  xy,  il  se  trouve  sur  chaque  plan 
de  projection;  il  est  donc  lui-même  sa  projection  horizontale 
et  sa  projection  verticale. 

18.  Résumé ".  D'après  les  remarques  précédentes,  la  simple  in- 
spection de  répure  (fig.  25)  fait  connaître  la  position  des  points  A,  B.,. 


1 
1 

61 

c 
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1 

sr 
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// 

Fig.  25. 

10  A  est  situé  dans  le  premier  dièdre,  car  a  se  trouve  sur  le  plan 
horizontal  antérieur,  et  a'  sur  le  plan  vertical  supérieur; 

2°  B  est  dans  le  deuxième,  car  b  est  sur  PH,  et  h'  sur  SV  (n»  6); 

3°  C  est  dans  le  troisième  dièdre; 

4°  D,  dans  le  quatrième; 

5»  E  se  trouve  sur  le  plan  horizontal  antérieur,  car  é  est  sur  x\i , 
et  e  sur  AH; 

6»  F  est  sur  le  plan  horizontal  postérieur; 

7»  G,  sur  le  plan  vertical  supérieur; 

8"  H,  sur  le  plan  vertical  inférieur; 

9»  1 ,  sur  la  ligne  de  terre. 

19.  Plans  bissecteura.  On  nomme  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre 
le  plan  qui  divise  ce  dièdre  en  deux  parties  égales;  ce  plan  passe  par 
l'arête  du  dièdre. 

Les  deux  plans  de  projection  donnent  lieu  à  deux  plans  bissecteurs; 


*  Nous  mettons  en  petits  caractères  :  les  résumés,  la  plupart  des  cas  particu- 
liers des  problèmes,  les  questions  qui  n'appartiennent  pas  an  programme  da 
bbccalaurèat  moderne ,  et  tout  ce  qui  peut  être  culs  U  une  première  lectunt. 
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l'un  d'eux  est  relatif  aux  dièdres  1  et  3,  on  le  nomme  premier  hisseo- 
teur;  le  second  bissecteur  divise  les  dièdres  2  et  4. 

20.  Point     d'un    plan     bissecteur'     Un 

point  qui  appartient  au  plan  bissecteur 
de  l'un  des  quatre  dièdres  que  forment 
les  plans  de  projection  est  également 
éloigné  du  plan  vertical  et  du  plan 
horizontal.  Sur  l'épure  (fig.  26),  tout  point 
A ,  C ,  du  premier  bissecteur,  a  ses  pro- 
jections symétriques  l'une  de  l'autre  par 
rapport  à  xy  :  ma'  =  ma,  md^mc; 
tout  point  B ,  D ,  du  second  bissecteur, 
a  ses  projections  confondues. 

21.  Point  donné,  point  cherché.  Dowwfir  OU  chercher  un  point, 
c'est  donner  ou  chercher  les  projections  de  ce  point. 

Pour  désigner  le  point  dont  les  projections  sont  a  et  a',  on 
écrit  :  le  point  A;  ou  bien,  le  point  [a,  a!). 

§  III.  —  De  la  droite. 


jn.         ]jn.      \ni 


Fig.  26. 


22.  Projection  d'une  ligne.  La  projec- 
tion d'une  ligne  sur  un  plan  est  le  lieu 
des  projections  de  ses  points  sur  ce  plan. 

Ainsi  abc  est  la  projection  de  la  ligne 
ABC. 

Les  projetantes  Aa,  Bb,  Ce,  etc.,  sont 
parallèles  entre  elles,  comme  perpendi- 
culaires à  un  même  plan  (G.,  n°  393); 
elles  forment  nne  surface  projetante  cylin- 
drique, dont  le  plan  est  un  cas  particulier. 

Théorème. 


Fig.  27. 


23,  La  projection  d'une  droite  sur  un  plan  est  une  droite. 

En  effet,  le  plan  mené  par  AD  et 
une  projetante  quelconque  B&  est  per- 
pendiculaire au  plan  M  (G.,  n»  400),  et 
contient  toutes  les  autres  projetantes, 
puisqu'elles  sont  perpendiculaires  au 
plan  (G.,  n»  403);  donc  l'intersection  ad 
est  la  projection  de  AD. 

24.  Remarques,  l.  Le  plan  ADad  se 
nomme  le  plan  projetant  de  la  droite.  ^'2-  ^- 
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II.  Dans  la  Méthode  des  projections  (n"  4),  une  droite  a  deux 
plans  projetants. 

III.  Cas  particulier.  Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à 
un  plan,  sa  projection  sur  ce  plan  se  réduit  à  un  point. 

En  effet,  la  droite  donnée  est  elle-même  la  projetante  de 
chacun  de  ses  points. 

Verticale  et  droite  de  bout.  Toute  droite  perpendiculaire  au 
plan  horizontal  est  une  verticale;  toute  droite  perpendiculaire 
au  plan  vertical  se  nomme  droite  de  bout. 


Théorème. 

28.  La  position  d'une  droite  dans  l'espace  est  déterminée 
lorsqu'on  connaît  les  projections  de  cette  droite  sur  deux  plans 
qui  se  coupent. 

Il  n'y  a  d'exception  que  pour  les  droites  situées  dans  un  plan 
de  profil. 

Supposons  le  plan  vertical  relevé, 
et  soient  ab,  a'b'  les  projections  de 
la  droite. 

Menons  par  ab  un  plan  perpen- 
diculaire au  plan  H ,  et  par  a'b'  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  V'; 
chacun  de  ces  plans  doit  contenir 
la  droite  de  Tespace,  par  suite  celle 
droite  est  leur  intersection;  mais 
ces  plans  se  coupent  suivant  une 
droite  AB,  et  cette  ligne  est  la  seule 
^'^'  ^"  qui  ait  pour  projections  ab  et  a'b' ; 

donc  la  ligne  de  l'espace  est  déterminée. 

26.  Remarques.  I.  Une  droite  est  déterminée  lorsqu'on  connaît 
les  projections  de  deux  quelconques  de  ses  points. 

II.  Cas  particulier.  Lorsque  les  projections  d'une  droite  sont 
sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  les  deux 
plans  projetants  de  cette  droite  se  confondent. 

Dans  ce  cas,  la  droite  appartient  à  un  plan  de  profil  (n<'10),et 
elle  ne  peut  être  déterminée  que  par  des  conditions  particulières; 
par  exemple,  par  les  projections  de  deux  de  ses  points. 

Droite  de  profil.  Toute  droite  contenue  dans  un  plan  de  profil 
se  nomme  droite  de  profil. 
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Fig.  30. 


Droite  donnée,    droite  cherchée.   Donner    OU   chercher   une 
[droite,  c'est  donner  ou  chercher  les  projections  de  cette  droite. 
Pour  désigner  la  droite  dont  les  projections  sont  ab,  a'b',  on 
écrit  :  la  droite  AB,  ou  la  droite  {ab,  a'b'). 

Théorème. 

27.  Un  point  appartient  à  une  droite  lorsque  les  projections 
de  ce  point  sont  sur  les  projections  correspondantes  de  la 
droite. 

Soient  c  et  c'  les  projections  d'un  point,  situées  respectivement 
sur  les  projections  ab,  a'b'  d'une  droite 
(fig.  30).  Il  faut  prouver  que  le  point  G 
de  l'espace  se  trouve  sur  la  droite  AB. 

En  effet,  en  remettant  à  angle  droit 
les  plans  de  projection  (fig.  29),  on 
reconnaît  que  la  projetante  qui  donne  c 
se  trouve  dans  le  plan  projetant  ABab  ; 
de  même,  la  projetante  qui  donne  c' 
se  trouve  dans  le  plan  ABa'b';  donc 
l'intersection  G  des  deux  projetantes 
est  un  point  de  l'intersection  AB  des 
deux  plans  projetants. 

Remarque.  Le  théorème  est  en  défaut  lorsque  la  droite  est  de 
profil  (no  26,  II). 

Théorème. 

28.  Deux  droites  se  coupent  : 

lo  Lorsque  le  point  d'intersection  des  projections  verticales 
et  celui  des  projections  horizontales  se  trouvent  sur  une  même 
ligne  de  rappel; 

2°  Lorsque  deux  projections  de  même        ^^  _^ 

nom.  se  confondent  et  que  les  deux  autres 
se  coupent; 

3°  Lorsque  l'une  des  projections  se  ré- 
duit à  un  point  situé  sur  la  projection  de 
même  nom.  de  l'autre  droite. 

l»  Soient  {ad,  a'd'),  {ce,  e'e')  les  droites 
données.  Les  points  6  et  b',  étant  sur 
une  même  perpendiculaire  à  xy,  sont  les 
projections  d'un  même  point  B  de  l'es- 
pace (n»  15);  d'ailleurs,  ce  point  appartient 

1* 


Fig.  31. 
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à  chacune  des  lignes  considérées,  car  ses  projections  sont  sur  les 
projections  correspondantes  de  chaque  droite  (n"  27);  donc  AB 
et  CD  se  coupent  au  point  B. 
2°  Les  deux  droites  {ab,  a'b')  et  {cb,  c'b')  (fig.  32)  ont  même 


Fig.  32. 

plan  projetant  par  rapport  au  plan  horizontal ,  et  le  point  (  b,  b') 
appartient  à  chacune  d'elles;  donc  les  droites  se  coupent  au 
point  B. 

3o  La  droite  {ab,  a'b')  et  la  verticale  {b,  b'c')  (fig,  33)  ont  (b,  b') 
pour  point  commun. 

Remarque.  Deux  droites  situées  dans  un  même  plan  de  profil 
Bont  concourantes  ou  parallèles;  mais  l'épure  n'indique  pas 
directement  quel  est  le  cas  qui  se  présente. 

Théorème. 


/- 


29.  Si  deux  droites  sont  parallèles,  leurs  projections  sur  un 
plan  quelconque  sont  parallèles. 

A  Soient   AB,    CD,  les  parallèles 

données,  eta6,  cd,  leurs  projections 
sur  un  plan  P. 
Les  projetantes  Aa,  Ce  perpendi- 
-y  culaires  à  un  même  plan  sont  pa- 
/  rallèles,  elles  sont  contenues  dans 
les  plans  projetants  (G.,  no408); 
donc  ces  deux  plans  sont  parallèles, 
car  les  angles  aAB,  cCD  ont  leurs 
côtés  respectivement  parallèles  (G.,  n<»  391);  donc  ab  et  cd  sont 
parallèles  comme  intersections  des  deux  plans  parallèles  par  un 
troisième. 


/> 

Fig.  34. 
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l  Remarque.  La  réciproque  de  ce  théorème  n'est  pas  vraie, 
;ar  le  parallélisme  des  projections  sur  un  seul  plan  indique 
I simplement  que  les  plans  projetants  sont  parallèles. 

Théorème. 

30.  Dexix  droites  sont  parallèles  : 

1°  Lorsque  leurs  'projections  de  même  nom,  sur  deux  plans 
qui  se  coupent,  sont  elles-mêmes  parallèles  ; 

2*  Lorsque  deux  projections  de  m,ême  nom  se  confondent  et 
que  les  deux  autres  sont  parallèles  ; 

3°  Lorsque  leurs  projections  sur  un  même  plan  se  réduisent 
chacune  à  un  point. 

1°  Soient  les  droites  AB  et  CD,  telles 
que  ab  et  cd  soient  parallèles,  et  qu'on 
ait  aussi  a'b'  parallèle  à  c'd'. 

Les  projections  a'b'  et  c'd'  restent 
parallèles  quand  on  relève  le  plan  verti- 
cal ;  or  les  plans  projetants  qui  détermi- 
nent a'b',  c'd'  sont  parallèles,  puisque 
les  angles  Aa'b',  Cc'd'  ont  leurs  côtés 
respectivement  parallèles;  de  même 
les  plans  qui  déterminent  a&  et  cd  sont 
parallèles.  Dès  lors ,  AB  est  parallèle 
à  CD;  car,  étant  parallèle  aux  deux 
plans  GDd',  GDd  (G.,  no376),  elle  est  parallèle  à  leur  intersec- 
tion (G.,  no  381). 

2°  Si  les  deux  droites  ont  même  projection  horizontale,  par 
exemple,  et  que  les  projections  verticales  soient  parallèles,  les 
droites  sont  parallèles  comme  intersections  des  deux  plans  paral- 
lèles qui  les  projettent  sur  le  plan  vertical,  par  le  plan  unique 
qui  les  projette  sur  le  plan  horizontal. 

3°  Deux  droites  perpendiculaires  à  un  même  plan  sont  paral- 
lèles (G.,  n»  393). 

Remarque.  Deux  droites  de  profil  ne  sont  pas  nécessairement 
parallèles  (no28.  iî.). 

31.  Traces  d'une  droite.  On  appelle  traces  d'une  droite  les 
points  oîi  cette  droite  perce  les  plans  de  projection. 

Le  point  H(flg.36)  est  la  trace  horizontale  /i,  et  le  point  V  est 
la  trace  verticale  v'  de  la  droite.  Cherchons  les  projections  h'  et  v  : 


/dr- 

B 

(J 

J 

al- 

bf  1 

/     \Ji    A 

/                       CL                      / 

Fig.  35. 
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Le  point  h  est  sur  le  plan  horizontal,  donc  sa  projection  verti- 
cale /i'  est  sur  CCI/  (n"  17,  5°,  6°);  de  même  la  projection  horizon- 


vy 


Fig.  36. 


Fig.  37. 


taie  V  de  la  trace  verticale  v'  se  trouve  sur  xy,  car  le  point  projeté 
appartient  au  plan  vertical  (n°  17,  7°  et  S"). 
L'épure  offre  la  disposition  E  (fig.  37). 

32.  Positions  diverses  d'une  droite.  Par  rapport  aux  plans  de 
projection,  une  droite  peut  avoir  les  positions  suivantes  : 

1°  La  droite  rencontre  les  deux  plans  de  projection. 

Dans  ce  cas,  chaque  projection  rencontre  xy;  la  droite  a  deux 
traces  (fig.  37). 

2°  La  droite  est  parallèle  au  plan  horizontal. 

La  projection  horizontale  ab  peut  être  quelconque  (fig.  38),  * 
mais  la  projection  verticale  a'b'  est  parallèle  àxy.  En  effet,  tous 
les  points  de  la  ligne  sont  à  égale  distance  du  plan  horizontal: 
donc  les  projections  a',  h' ,  v'  sont  éi<alenient  éloignées  de  xy. 

Une  droite  horizontale  n'a  pas  de  trace  horizontale,  mais  elle 
peut  avoir  une  trace  verticale. 

L'horizontale  [ab,  a'b')  (fig.  38)  est  au-dessus  du  plan  horizontal, 

■v'  n.' }>_ 


Fig.  38. 


Fig.  39. 


et  sa  distance  à  ce  plan  est  indiquée  par  ru'  (n°  13.  Ordonnée). 
La  droite  est  sur  le  plan  horizontal  lorsque  a'b'  est  sur  xy 
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(voir  8°);  elle  est  au-dessous  du  plan  horizontal  (fig.  39)  lorsque 
la  projection  verticale  est  au-dessous  de  la  ligne  de  terre. 

3°  La  droite  est  parallèle  au  plan  vertical. 

Lorsqu'une  droite  {gh,  g'h'){ûg.  40)  est  parsiiële  au  plan  ver- 
tical, sa  projection  horizontale  gh  est  parallèle  à  xy,  car  tous 
ses  points  sont  à  égale  distance  du  plan  V(n°  i3.  Éloignement). 

Ligne  de  front.  Toute  droite  parallèle  au  plan  vertical  est  nom- 
mée ligne  de  front  ou  droite  frontale. 


a' 

_I_ 

V  .A 

y 

X 

3 

a, 

Fig.  41. 

h 

Fig.  40. 

4*»  La  droite  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Lorsqu'une  droite  est  parallèle  aux  deux  plans  HetV  (fig.  41), 
chaque  projection  de  la  droite  est  parallèle  à  xy. 

5°  La  droite  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de 
projection. 

Si  la  droite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal  (fig.  42), 
sa  projection  horizontale  a  se  réduit  à  un 
point  (n°  24.  Cas  particulier),  sa  projection  >>■ 

verticale  a'b'  est  perpendiculaire  à  xy. 

La  droite  AB,  ou  {a,  a'b'),  est  verticale. 

Lorsqu'une  droite  CD  est  perpendiculaire     ^ 

au  plan  vertical,  sa  projection  verticale  se 
réduit  à  un  point  c',  et  sa  projection  hori- 
zontale cd  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre. 

La  droite  CD,  ou.  {cd,  c')  perpendiculaire  Pj^  ^ 

au  plan  V,  est  dite  de  bout  (n°  24,  III). 

6°  La  droite  est  contenue  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
la  ligne  de  terre. 

Lorsque  la  droite  est  de  profil  (n»  26,  II],  les  projections, 
perpendiculaires  à  xy,  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  cette 
droite,  car  elles  conviennent  à  toutes  les  droites  du  plan;  par 
suite,  il  faut  donner  d'autres  conditions  (n°*26  et  49). 
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7»  La  droite  rencontre  la  ligne  de  terre. 

Lorsqu'une  droite  rencontre  la  ligne  de  terre,  ses  deux  projec- 
tions ont  un  point  commun  surxi/;  ce  point  est  à  la  fois  la  trace 
horizontale  et  la  trace  verticale  de  la  droite  donnée. 

8°  La  droite  est  contenue  dans  l'un  des  plans  de  projection. 


ti-'i^ -•-   J 


Fig.  43. 


Cette  droite  est  elle-même  sa  projection  de  môme  nom  que  le 
plan  qui  la  contient,  et  la  projection  de  nom  contraire  est  sur  la 
ligne  de  terre.  Cette  droite  est  une  ligne  horizontale  {ab,  a'b'), 
ou  une  ligne  de  front  {cd,  c'd')  {n°  32,  2°  et  3°). 

9"  La  droite  coïncide  avec  la  ligne  de  terre. 

Dans  ce  cas,  les  deux  projections  sont  sur  xy. 

§  IV.  —  Du  plan. 

33.  Traces  et  représentations  d'un  plan.  On  appelle  traces  d'un 

plan  les  intersections  de  ce  plan  avec  les  plans  de  projection. 
On  distingue  la  trace  horizontale  et  la  trace  verticale*. 

Un  plan  se  représente  souvent  par  ses  traces. 

On  peut  aussi  employer  deux  droites  courantes  ou  parallèles 
quelconques  de  ce  plan. 

Théorème. 

34.  Les  traces  d'un  plan  concourent  en  un  même  point  de 
la  ligne  de  terre,  ou  elles  sont  parallèles  à  cette  ligne. 

En  effet ,  le  plan  coupe  xy  ou  lui  est  parallèle.  Dans  le  premier 
cas  (fig.  45),  le  point  a  oii  la  ligne  de  terre  rencontre  le  plan 
appartient  aux  deux  traces  du  plan. 

Lorsque  le  plan  est  parallèle  à  xy  (fig.  44),  chaque  plan  de 
projection  contenant  une  parallèle  au  plan  donné  ne  peut  couper 
ce  plan  que  suivant  une  parallèle  à  xy  (G.,  n°379). 

*  La  trace  horizontale  est  elle-môme  ea  projection  horizontale,  tandis  que  sa 
projection  verticale  est  eur  xy;  remarque  analogue  pour  la  trace  verticale. 
(  Voir  ci •  après  n*  57,  Hemarque). 


I 
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Exemples.  !<>  Le  plan  PaP'(fig.45)  rencontre  xy  en  un  point  a, 
qui  appartient  aux  deux  traces  aP  et  aP'. 

2°  Le  plan  QQ'  parallèle  à  xy  (fig.  44)  coupe  les  deux  plans  de 
projection  suivant  deux  traces  Q  et  Q'  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

3°  Le  plan  parallèle  à  xy  peut  être  aussi  parallèle  à  l'un  des 
plans  de  projection,  au  plan  horizontal,  par  exemple  (fig.  46)  ; 
alors  il  n'a  que  la  trace  de  nom  contraire  R',  et  cette  trace  est 
parallèle  à  xy. 

Tout  plan  parallèle  au  plan  horizontal.est  lui-même  horizontal. 


Fig.  44.  Fig.  45.  Fig.  46. 

i°Plan  de  front.Tout  plan  parallèle  au  plan  vertical  se  nomme 
plan  de  front  ou  plan  frontal;  il  n'a  que  la  trace  horizontale. 

Désignation  d'un  plan.  Un  plan  se  désigne  par  le  nom  de  ses 
traces  ou  par  une  seule  lettre;  ainsi  on  dit  :  le  plan  PaP'  ou 
le  plan  P(fig.  45).  Parfois  on  se  borne  à  indiquer  le  point  où  il 
coupe  xy;  on  peut  dire  :  le  plan  a. 

3S.  Point  sur  une  trace.  Un  point  appartient  à  la  trace  hori- 
zontale d'un  plan  lorsque  la  projection  horizontale  de  ce  point 
est  sur  la  trace  de  même  nom,  et  que  la  projection  verticale  est 
sur  la  ligne  de  terre. 

En  effet,  ac  a  pour  projection  ver- 
ticale xy  (n»  32,  S»);  donc  c  et  c' 
étant  situés  sur  les  projections  d'une 
droite  ac,  le  point  G  appartient  à 
cette  droite  (no  27). 

D'ailleurs,  le  point  (c,  c')  est  sur  le 
plan  horizontal,  puisque  c'  est  sur  xy 
(n»  17,  50). 

De  même,  le  point  (6,  b')  appar- 
tient à  la  trace  verticale  du  plan  c%&'. 


Fig.  47. 
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36.  Positions  diverses  d'un  plan.  Un  plan  peut  occuper  les  posi- 
tions suivantes  : 

1<»  Ze  plan  coupe  la  ligne  de  terre. 
Les  deux  traces  rencontrent  xij  au  même  point  (fig.  45). 
2°  Le   plan  est  parallèle   à    l'un   des  plans    de  projection 
(fig-  46). 
Alors  le  plan  n'a  qu'une  trace,  et  elle  est  parallèle  à  xy. 

Exemples  (fig,  48).  P'  est  un  plan  horizontal  situé  au-dessus 
du  plan  horizontal  de  projection,  dans  les  dièdres  1  et  2. 


Fig.  48. 

R'  est  un  plan  horizontal  situé  au-dessous  du  plan  H.  Il  se 
trouve  dans  les  dièdres  3  et  4. 

S  est  un  plan  parallèle  au  plan  vertical  de  projection ,  c'est 
un  plan  de  front  {nP  34,  4o).  11  est  situé  en  avant  du  plan 
vertical  de  projection,  dans  les  dièdres  1  et  4. 

T  est  un  plan  de  front  situé  derrière  le  plan  V.  11  est  dans 
les  dièdres  2  et  3. 

3o  Le  plan  est  parallèle  à  la  ligne  de  tei^e  et  rencontre  les 
deux  plans  de  projection. 

^  Dans  ce  cas ,  les  traces  sont  pa- 

— e! .      ■  rallèles  a  xy  (n»  34,  2o). 

^ Le  plan  P,  P'  coupe  la  partie  an- 

p térieure  du  plan  horizontal,  et  la 

j.j    ^g  partie  supérieure  du  plan  vertical. 

Le  plan  R,  R'  coupe  le  plan  hori- 
zontal postérieur  et  le  plan  vertical  supérieur. 

4°  Le  plan  passe  par  la  ligne  de  terre. 

Alors  ses  traces  se  confondent  avec  xy.  Pour  que  le  plan  soit 
déterminé,  il  faut  connaître  les  projections  de  l'un  de  ses  points 
ou  quelque  autre  condition;  par  exemple,  l'angle  qu'il  forme 
avec  le  plan  horizontal. 

5°  Le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

C'est  un  plan  de  profil  (n°  10);  ses  deux  traces  sont  perpendi- 
culaires à  xy. 
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6°  Le  plan  est  perpendiculaire  à  un  seul  des  plans  de  pro- 
jection. 

La  trace  sur  ce  plan  est  quelconque,  et  l'autre  trace  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 
Cela  résulte  des  théorèmes  suivants  : 


Théorèmes. 

37.  1°  Lorsqu'un  plan  est  perpendiculaire  au  plan  horizon- 
tal, sa  trace  verticale  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

En  effet,  si  le  plan  PaP'  est  per- 
pendiculaire au  plan  horizontal,  son 
intersection  aP'  avec  le  plan  vertical 
est  perpendiculaire  au  plan  horizontal 
comme  intersection  de  deux  plans  P 
et  V  perpendiculaires  à  un  troisième 
H  (G.,  no405);  donc  aP'  est  perpen- 
diculaire à  xy,  puisque  cette  ligne 
passe  par  son  pied  dans  le  plan  hori- 
zontal (  G.,  no  365,  II). 


Fig.  50. 


Remarques.  I.  Le  plan  horizontal  étant  perpendiculaire  au 
plan  PaP'  et  au  plan  V,  l'angle  Paj/  mesure  le  dièdre  formé  par 
le  plan  PaP'  avec  le  plan  vertical  (G.,  n»  398). 

II.  Tout  plan  perpendiculaire  au  plan  horizontal  est  un  plan 
vertical. 

38.  2"  Lorsqu'un  plan  R  est  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical, sa  trace  horizontale  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre. 

La  démonstration  est  analogue  à  la  précédente. 

Remarquas.  I.  Le  plan  vertical  est  perpendiculaire  au  plan 
R^R'  et  au  plan  horizontal;  donc  l'angle  R'|3y  mesure  le  dièdre 
formé  par  le  plan  R^R'  avec  le  plan  H. 

II.  Plan  de  bout.  On  peut  nommer  plan  de  bout  tout  plan 
perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection. 

Théorèmes  réciproques. 

39.  1°  Pour  qu'un  plan  soit  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal, il  suffit  que  sa  trace  verticale  soit  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre. 
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Soit  PaP'  tel  que  a  P'  soit  perpendiculaire  à  xy. 

Il  faut  prouver  que  le  plan  P  est  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal. 

En  effet,  la  droite  aP'  est  perpendiculaire  au  plan  H,  car  cette 
droite,  située  dans  le  plan  vertical,  est  perpendiculaire  à  l'in- 
tersection xy  des  deux  plans;  donc  le  plan  P  qui  contient 
cette  droite  aP'  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  horizontal 
(G.,  n»  402);  donc... 

Remarque.  Le  plan  de  front  est  per- 
pendiculaire au  plan  horizontal;  mais 
comme  sa  trace  horizontale  est  paral- 
lèle à  xy,  le  point  a  est  rejeté  à  l'in- 
fini, et,  au  point  de  vue  du  dessin, 
le  plan  n'a  pas  de  trace  verticale. 

,  2°  Théorème.  Pour  qu'un  plan  soit 

perpendiculaire  au  plan  vertical,  il 
suffit  qtce  sa  trace  horizontale  soit  perpendiculaire  à  xy. 

Théorèmes. 

40.  1°  Toute  figure  contenue  dans  un  plan  vertical  a  sa 
projection  horizontale  sur  la  trace  horizontale  de  ce  ptlan. 

Car  le  plan  vertical  qui  contient  la  figure  plane  donnée 
contient  aussi  toutes  les  projetantes  des  points  de  cette  figure 
(G.,  n°403);  par  suite,  les  traces  horizontales  de  ces  projetantes 
sont  sur  la  trace  horizontale  du  plan  même  de  la  figure  donnée. 

4i.  2°  Toute  figure  contenue  dans  un  plan  de  bout  a  sa  pro- 
jection verticale  sur  la  trace  verticale  de  ce  plan. 


§  V.  —  Résumé. 

42.  Point.  Les  deux  projections  d'un  point  sont  sur  une  tnênie  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  terre. 

Deux  points  non  situés  sur  une  même  ligne  de  rappel  ne  peuvent 
être  les  projections  d'un  même  point. 

La  distance  d'un  point  à  l'un  des  plans  de  projection  est  indiquée 
par  la  distance  de  sa  projection  sur  l'autre  plan,  à  la  ligne  de  terre. 

Un  point  est  sur  le  plan  horizontal  lorsque  sa  projection  verticale 
est  sur  la  ligne  de  terre. 

Un  point  est  sur  le  plan  vertical  lorsque  sa  projection  horizontale 
est  sur  la  ligne  de  terre. 
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Un  point  appartient  au  premier  dièdre  lorsque  sa  projection  hori- 
zontale est  au-dessous  de  la  ligne  de  terre,  et  que  sa  projection  ver- 
ticale est  au-dessus. 

Lorsque  les  projections  d'un  point  sont  de  part  et  d'autre  de  la 
ligne  de  terre,  le  point  appartient  au  premier  ou  au  troisième  dièdre. 

Lorsque  les  projections  d'un  point  sont  d'un  même  côté  de  la  ligne 
de  terre,  le  point  appartient  au  deuxième  ou  au  quatrième  dièdre. 

Un  point  appartient  à  une  droite  lorsque  ses  projections  sont  sur 
les  projections  de  même  nom  de  la  droite. 

43.  Droite.  Une  droite  est  horizontale  lorsque  sa  projection  verti- 
eale  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Une  droite  est  parallèle  au  plan  vertical  lorsque  sa  projection  hori- 
zontale est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Une  droite  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection  lorsque 
sa  projection  sur  ce  plan  se  réduit  à  un  point,  alors  l'autre  projection 
est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Deux  droites  se  coupent  lorsque  le  point  d'intersection  des  pro' 
jections  horizontales  et  celui  des  projections  verticales  se  trouvent  sur 
une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  ou  lorsque  deux  pro- 
jections de  même  nom  se  coupent  et  que  les  deux  autres  se  confondent. 

Deux  droites  sont  parallèles  lorsque ,  sur  chaque  plan ,  leurs  pro- 
jections sont  parallèles,  ou  que  deux  projections  de  même  nom  sont 
parallèles  et  que  les  deux  autres  se  confondent. 

44.  Plan.  Un  plan  est  horizontal  lorsqu'il  n'a  que  la  trace  verti^ 
cale;  alors  cette  trace  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Un  plan  est  de  front  lorsqu'il  n'a  que  la  trace  horizontale;  alors 
cette  trace  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Un  plan  est  vertical  lorsque  sa  trace  verticale  est  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre. 

Un  plan  est  de  bout  lorsque  sa  trace  horizontale  est  perpendicu- 
laire à  la  ligne  de  terre. 

En  un  mot ,  un  plan  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  pro- 
jection lorsque  sa  trace  de  nom,  contraire  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre. 

Lorsqu'un  plan  est  vertical,  la  projection  horizontale  d'une  figure 
quelconque  tracée  dans  ce  plan  est  située  sur  la  trace  horizontale  de 
ce  plan. 

Lorsqu'un  plan  est  de  bout,  la  projection  verticale  d'une  figure 
quelconque  tracée  dans  ce  plan  est  située  sur  la  trace  verticale  de  ce 
plan. 


EXERCICES 


Du  point,   de  la  droite  et  du  plan. 

1.  Déterminer  nn  point  dont  l'ordonnée  et  l'éloignement  aient  une  même 
longueur  donnée  l. 

2.  Déterminer  un  point  dont  l'ordonnée  égale  l,  et  dont  l'éloignement  égale  l'. 

3.  Sur  une  même  ligne  de  rappel,  on  a  deus  points  équidistants  de  xy.  Quelle 
est  la  position  du  segment  rectiligne  qui  joint  les  deux  points  de  l'espace  : 

1"  Lorsque  la  projection  située  au-dessus  de  xy  est  marquée  a,  b,  et  que  la 
projection  au-dessous  est  marquée  a,  b' ; 

2°  Lorsque  la  projection  au-dessus  de  xy  est  marquée  e,  d,  et  que  celle  au- 
dessous  est  marquée  d,  d', 

4.  Sur  une  même  ligne  de  rappel,  on  a  deux  points  équidistants  de  xy, 
quelle  est  la  position  du  segment  rectiligne  qui  joint  ces  deux  points,  lorsque 
la  projection  située  au-dessus  de  xy  est  marquée  e',  et  que  celle  qui  est  au- 
dessous  est  marquée  e,  f,  f't 

5.  Sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  à  des  distances  égales 
de  cette  droite,  on  prend  deux  points;  celui  qui  est  au-dessus  est  désigné  par 
ej ,  /';  celui  qui  est  au-dessous,  par  gy,  h' ;  les  autres  projections  se  trouvent 
sur  xy  ;  quelle  ligure  forment  les  droites  qui,  dans  l'espace,  joignent  deux  à 
deux  les  points  correspondants  ? 

6.  Un  carré,  situé  dans  un  plan  de  profil,  a  ses  sommets  dans  les  plans  bissec- 
teurs des  angles  dièdres  formés  par  les  plans  H  et  V.  Quelles  sont  les  projec- 
tions de  ses  sommets  ? 

7.  Deux  points,  non  situés  dans  un  plan  de  profil,  ont  même  éloignement  I 
et  même  ordonnée  J'  ;  quelle  est  la  position  de  la  droite  qui  Joint  ces  denx 
points,  lors-que  les  projections  ont  la  disposition  suivante  : 

l"  a,  b  au-dessous  de  xy  et  a',  b'  au-dessus; 

2»  c,  d,  c',  d'  au-dessous; 

3""  e ,  e' ,  /  au  -  dessous  et  /  au  -  dessus  ; 

4°  g  au-dessous  ei  g',  h,  h'  au-dessus. 

8.  Sur  une  môme  ligne  de  rappel,  on  a  les  projections  de  deux  points,  quelle 
est  la  position  de  la  droite  qui  Joint  ces  deux  points,  lorsque  les  projections  ont 
les  dispositions  suivactes  : 

1»  a  et  b  coïncident  et  sont  au-dessous  de  xy; 
2»  c  et  d         —         et  sont  sur  xy; 
3*  e  et  /         —         et  sont  au-dessus  de  xy. 

Les  deux  autres  projections  sont  distinctes  l'une  de  l'autre  ;  remarqua  ana- 
logue pour  les  cas  suivants  : 

40  a'  et  b'  coïncident  et  sont  au-dessus  de  xys 

6'  e'  et  d'         —  et  sont  sur  xy  ; 

6»  e'  et  /'         —         et  sont  au  •  dessous  de  ey. 
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9.  T.  1°  Deux  droites  perpendiculaires  à  sey  en  des  points  différents  ;  2*  une 
perpendicnlalre  k  xy  et  une  oblique;  3*  une  oblique  et  un  point  ne  peuvent 
être  les  projections  d'une  même  droite. 

10.  T.  Lorsque  les  projections  d'un  point  sont  sur  les  projections  d'une  droite 
de  profil,  on  ne  peut  pas  en  conclure  que  le  point  appartient  à  la  droite. 

11.  Comment  reconnaître  qu'un  point  appartient  à  une  droite  de  profil  donnée 
par  les  projections  de  deux  de  ces  points  ? 

12.  Dans  quel  cas  une  droite  donnée  par  ses  projections  appartient-elle  à  l'un 
des  plans  bissecteurs  des  dièdres  que  forment  les  plans  de  projection  î 

18.  Quand  est-ce  qu'une  droite  de  profil,  donnée  par  les  projections  de  deux 
de  ses  points ,  appartient  à  l'un  des  plans  bissecteurs  ? 

H.  T.  Un  point  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  pro- 
jection n'est  pas  déterminé  par  sa  projection  de  même  nom. 

15.  T.  Dans  certains  cas,  deux  projections  ne  suffisent  paa  pour  caractériser 
la  figure  de  l'espace  ;  indiquer,  par  exemple,  les  figures  qui  peuvent  avoir  pour 
projections  horizontale  et  verticale  des  carrés  égaux. 

16.  Quelles  sont  les  figures  qui  peuvent  avoir  pour  projections  deux  cercles 
égaux  ayan'^  <eB  centres  sur  une  même  ligne  de  rappel  ? 


CHAPITRE  II 

INTERSECTIONS  DES   DROITES  ET  DES   PLANS 


§  I.  —  Traces  des  droites. 


Problème. 

45.  Déterminer  les  traces  d'une  droite  donnée  par  ses  pro- 
jections. 

La  trace  horizontale  est  le  point  commun  à  la  droite  et  au 
plan  horizontal,  donc  sa  projection  verticale  est  sur  la  ligne  de 
terre;  cette  projection  est  le  point  commun  à  la  projection  verti- 
cale de  la  droite  et  à  la  ligne  de  terre.  On  élève  de  ce  point  une 
perpendiculaire  à  xy  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  projection 
horizontale. 
Soit  la  droite  {ab,  a'b'). 
Pour  avoir  la  trace  horizontale,  pro- 
longeons a'b'  jusqu'à  xy,  élevons  la 
perpendiculaire  h'h,  et  le  point  h  est 
la  trace  cherchée;  ses  projections  sont 
h  et  h'. 

De  même,  pour  avoir  la  trace  ver- 
ticale,  prolongeons    ab  jusqu'à   xy, 
menons  la  ligne  de  rappel  vu'  (n»  15), 
et  le  point  v'  est  la  trace  cherchée;  ses  projections  sont  v  et  v'. 

46.  Règle  pratique.  Le  point  commun  à  la  ligne  de  ten'e  et 
à  la  projection  verticale  est  la  projection  verticale  de  la  trace 
horizontale  :  une  ligne  de  rappel  donne  cette  trace  elle-même. 

On  peut  formuler  une  règle  analogue  pour  déterminer  la  trace 
verticale;  d'ailleurs,  cette  construction  peut  encore  être  justi- 
fiée comme  il  suit  : 

Le  point  {v,  v')  est  la  trace  verticale,  car  !<>  il  appartient  à  la 
droite,  puisque  ses  projections  sont  sur  les  projections  de  même 
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Qom  de  cette  ligne  ;  2»  il  appartient  au  plan  vertical ,  car  sa 
projection  horizontale  v  est  sur  la  ligne  de  terre. 

47.  Remarque.  En  appliquant  la  règle  ci -dessus  à  diverses 
droites,  on  obtient  les  résultats  suivants  : 

1°  La  droite  CD  ou  [cd,  c'd')  (fig.  53]  rencontre  le  plan  ver- 
[tical  supérieur  au  point  (v,v');  le  point  {d,d')  appartient  au 
premier  dièdre  ;  donc  (vd,  vd'  )  est  la  partie  visible  de  la  ligne 
donnée. 

La  droite  CD  rencontre  la  partie  postérieure  du  plan  horizontal 
en  (h,  h')  ;  donc  la  partie  {hv,  h'v']  est  dans  le  second  dièdre,  et 
le  reste  {hc,  h'd)  appartient  au  troisième  (n^s  6  et  16). 
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Fig. 

54. 

Fig.  53. 

2o  La  droite  EF  (fig.  54)  est  complètement  invisible,  car  elle 
traverse  les  dièdres  2,  3  el  4.  En  effet,  sa  trace  horizontale 
{h,  h')  est  sur  le  plan  horizontal  postérieur,  et  {v,  v')  sur  le 
plan  vertical  inférieur;  donc  la  partie  [hv,  h'v')  appartient  au 
troisième  dièdre.  Les  prolongements  se  trouvent  dans  le  deuxième 
et  le  quatrième. 


Ilg.  55.  Fig. '56. 

3°  La  droite  IJ  (fig.  55)  rencontre  le  plan  horizontal  antérieur 
en  {h,  h'),  puis  le  plan  vertical  inférieur  en  (v,  v').  Ainsi  {hv, 
h'v')esl  dans  le  quatrième  dièdre,  et  [ht,  h'i')  dans  le  premier. 

48.  Horizontale.  Une  horizontale  BV  (fig.  56^  n'a  que  la 
trace  verticale  v'  (n°  32,  1°);  l'application  de  la  règle  générale 
conduit  à  la  même  remarque,  car  a'h'  ne  peut  rencontrer  xy.  La 
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partie  [vb,  v'b')  est  visible,  car  tout  point  tel  que  (6,  b']  appar- 
tient au  premier  dièdre. 

Ligne  de  front.  La  ligne  de  front  n'a  point  de  trace  verticale. 

La  ligne  parallèle  à  xy  est  à  la  fois  horizontale  et  ligne  de 
front;  elle  n'a  point  de  trace. 

49.  Caa  particulier.  Déterminer  les  traces  d'une  droite  de  profil. 

On  sait  que  les  traces  du  plan  de  profil,  situées  sur  une  même 
perpendiculaire  à  xy,  sont  les  projections  de  toutes  les  lignes  de  ce 
plan  (n»  26).  Pour  déterminer  une  droite  de  profil,  il  faut  donner  les 
projections  de  deux  de  ses  points,  ou  d'autres  conditions  qui  en 
tiennent  lieu. 
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Fig.  57. 
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Fig.  58. 


!•'  Exemple.  Soit  à  trouver  Iss  traces  de  la  droite  {ab,  a'V) 
(fig.  58).  Avant  de  traiter  la  question  sur  l'épure,  il  convient  de 
l'étudier  dans  l'espace  (fig.  57). 

Soit  AB  la  droite  donnée,  v'  sa  trace  verticale,  h  sa  trace  horizon- 
tale, et  Iwv'  le  plan  de  profil;  si  l'on  rabat  le  triangle  hovf  à  droite 
sur  le  plan  vertical  en  le  faisant  tourner  autour  de  ov' ,  l'ordonnée  Ao 
conserve  une  longueur  invariable.  Le  point  A  décrit  dans  l'espace 
un  arc  de  cercle  horizontal,  de  rayon  a'A,  et  vient  se  placer  en  Ai 
sur  une  droite  a'd,  menée  dans  le  plan  vertical  V,  parallèlement 
àHH'. 

Sur  le  plan  horizontal,  le  point  a  décrit  un  arc  de  rayon  oa  et 
vient  en  a,;  par  suite,  il  faut  mener  Ojcii  parallèle  à  ov' ;  on  déter- 
mine ainsi  la  position  A|  qu'occupe  le  point  A  après  le  rabattement; 
on  obtient  de  même  Bj. 

Sur  lépure  (Cg.  38),  pour  avoir  A,,  on  décrit  du  centre  o  l'arc  oa^; 
par  a'  et  Cj  on  mène  des  parallèles  à  xj/  et  à  or;  de  même  pour  Bj. 
La  droite  A,Bi  rencontre  le  pian  vertical  en  v',  et  ce  point,  situé  sur 
l'axe,  reste  fixe;  elle  coupe  le  plan  horizontal  au  point  H,  qui  devieot 
h  -^uand  ou  remet  le  plan  de  profil  dans  sa  position  primitive. 
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Fig.  59. 


50.  2«  Exemple  (fig.  59).  Soit  une  droite  donnée  par  les  points  {c,  c') 
(d,  d').  Par  le  rabattement  de  la  partie  antérieure  du  plan  de  profil  sur 
le  plan  vertical,  vers  la  droite  de  l'épure, 
le  point  C  de  l'espace  devient  Cj. 

Le  point  D  appartient  au  deuxième 
dièdre;  d,  étant  sur  le  plan  horizontal 
postérieur,  se  rabat  en  di  sur  ox,  et  l'on 
trouve  Di  pour  rabattement  du  point  D 
de  l'espace. 

La  droite  CiDj  rencontre  le  plan  ver- 
tical supérieur  en  v',  et  le  plan  horizontal 
postérieur  en  H.  Il  faut  donc  porter  la 
distance  OH  de  o  en  h,  au-dessus  de  xy. 
Les  traces  de  la  droite  sont  h  et  v'. 

51.  Remarques.  1.  Dans  la  plupart  des  dessins  d'application,  par 
exemple  en  architecture,  dans  les  dessins  de  machines,  etc.,  le  plan 
de  profil,  pour  les  coupes  verticales  et  pour  les  élévations  latérales, 
est  toujours  rabattu  sur  le  plan  vertical  de  projection. 

II.  On  peut  rabattre  le  plan  de  profil  sur  le  plan  horizontal;  dans 
ce  cas,  on  rabat  la  partie  supérieure  du  plan  de  profil  vers  la  droite 
de  l'épure. 

III.  Lorsqu'on  rabat  le  plan  de  profil  sur  le  plan  vertical,  la  portion 
antérieure  vers  la  droite  de  l'épure,  l'angle  yoh  représente  le  premier 
dièdre,  hox  le  deuxième ,  etc. ;  de  même  qu'en  trigonométrie,  yoh 
correspond  au  premier  quadrant,  hoy  au  deuxième,  etc.  {Trigono- 
métrie, n"  10*). 

Problème  réciproque. 

52.  Déterminer  les  projections  d'une  droite  dont  on  cannait 
les  traces. 

Pour  avoir  les  projections  d'une 
droite  dont  on  connaît  deux  poinls,  il 
suffit  de  joindre  par  une  droite  les  pro- 
jections de  même  nom;  car  la  projec- 
tion horizontale  de  la  droite  doit  con- 
tenir les  projections  horizontales  des 
deux  points  donnés,  et  la  projection 
verticale  doit  contenir  les  projections 
verticales  des  deux  points  (n°  27). 

Soient  h  et  v'  les  traces  données; 
projetons  ces  points  sur  xy  afin  de  dé- 
terminer h'  et  u;  joignons  les  projec- 


Fig.  60. 


tions  horizontales  /i  et  v ,  et  menons  /îV  ;  (Xv,  /iV)  est  la 
droite  demandée,  car  Bile  contient  les  deux  points  donnés. 


*  Voir  Èlémants  de  Trigoiométrie ,  par  F.-J.,  4«  édition. 
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S3.  Remarques.  I.  Entre  ses  deux  traces,  la  droite  est  visible, 
car  un  point  quelconque  A  de  ce  segment  est  dans  le  premier 
dièdre;  le  reste  est  invisible;  B,  par  exemple,  appartient  au 
quatrième  dièdre  (n°*  7  et  16)  (fig.  60), 

II.  Lorsque  h  et  v'  sont  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  (fig.  61), 
la  partie  CV  est  visible  ;  la  droite  rencontre  le  plan  vertical  en 
v',  passe  dans  le  deuxième  dièdre,  et  en  sort  au  point  h  pour 
passer  dans  le  troisième. 


Y" 

Fig.  61.  Fig.  62. 

III.  Lorsque  h  et  v'  sont  sur  une  même  perpendiculaire  à  xy 
(fig.  62),  la  droite  est  dans  un  plan  de  profil  ;  en  rabattant  ca 
plan  sur  le  plan  vertical,  v'  ne  change  pas,  h  devient  /if,  et  sur 
la  ligne  v'/ij  on  peut  déterminer  autant  de  points  que  Ton  veut: 
Dj,  par  exemple,  a  pour  projections  d  et  d'. 

IV.  Visibilité.  Résumé  :  Une  droite  qui  rencontre  les  deux 
plans  de  projection  est  divisée  par  ses  traces  en  trois  parties  : 
l'une  finie,  comprise  entre  les  t"aces;  les  deux  autres  illimitées, 
extérieures  aux  traces. 

lo  Si  Tune  des  traces  est  cachée,  les  deux  parties  adjacentes 
sont  cachées; 

2°  Dès  qu'une  trace  est  vue ,  l'une  des  parties  adjacentes  est 
vue  aussi  ; 

3°  Si  les  deux  traces  sont  vues,  c'est  le  segment  compris 
entre  elles  qui  est  vu; 

4°  Enfin,  si  les  deux  traces  sont  cachées,  il  en  est  de  même 
de  toute  la  droite. 


§  II.  —  Droites  contenues  dans  un  plan. 

Théorème. 

S4.  Lorsqu'une  droite  appartient  à  un  plan,  ses  traces  se 
trouvent  sw  les  traces  correspondantes  du  plan. 
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Soit  un  plan  PicP'  et  une  droite  HV  de  ce  plan  (flg.  63)  ;  il 
faut  prouver  que  les  traces  H  et  V  de  la  droite  se  trouvent 
respectivement  sur  xP  et  œP'. 

En  effet,  chaque  trace  de  la  droite  appartenant  au  plan  donné 
et  à  l'un  des  plans  de  projection,  se  trouve  sur  l'intersection  de 
ces  plans  (n»  31). 


Fig.  63. 


Fig.  64. 


Étant  données  la  trace  horizontale  h  de  la  droite  et  la  trace 
verticale  v',  on  obtient  les  projections  de  la  droite  HV  en  abais- 
sant des  perpendiculaires  hh',  v'v  sur  xy  (fig.  63).  L'épure 
(fig.  64)  indique  les  projections  hv  et  h'v'  de  la  droite. 

55.  Conséquence  du  théorème  réciproque.  Pour  mener  une 
droite  quelconque  dans  un  plan  PaP'  (fig.  64),  il  suffit  de 
prendre  arbitrairement  ses  traces  h  et  v'  sur  les  traces  du  plan, 
puis  de  déterminer  h'  et  v,  et  de  mener  hv,  h'v'. 

56.  Horizontale   et  ligne   de  ftont    d'un   plan.  1»    On    appelle 

honzontale  d'un  plan  toute  parallèle  au  plan  horizontal 
contenue  dans  le  plan  donné. 

Tout  plan  horizontal  coupe  un  plan  quelconque  suivant  une 
horizontale  (fig.  63). 

Toute  horizontale  d'un  plan  peut  être  regardée  comme  l'inter- 
section de  ce  plan  et  d'un  plan  horizontal. 

Les  horizontales  d'un  plan  sont  parallèle^  entre  elles  et  à  la 
trace  horizontale  de  ce  plan. 

2°  On  nomme  ligne  de  front  ou  frontale  dun  plan  toute  pa- 
rallèle au  plan  vertical  contenue  dans  le  plan  donné. 

Tout  plan  de  front  (n»  34,  4°)  coupe  un  plan  quelconque 
suivant  une  ligne  de  front. 

Les  lignes  de  front  d'un  plan  sont  parallèles  \^ntre  elles  et 
à  la  trace  verticale  de  ce  plan. 


32 


ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 


Théorèniea. 

S7.  1°  La  trace  verticale  d'une  horizontale  d'un  plan  est  sur 
la  trace  verticale  de  ce  plan,  et  sa  projection  horizontale  est 
parallèle  à  la  trace  horizontale  du  même  plan. 

En  effet,  une  droite  horizontale  VA,  contenue  dans  le  plan 
PaP'  (fig.  60),  a  sa  trace  verticale  v'  sur  aP'  (no  54)  ;  et  puisque 
cette  droite  VA  est  parallèle  à  la  trace  aP,  sa  projection  hori- 
zontale va  est  elle-même  parallèle  à  aP  (n°  29). 


Fig.  65.  Fig.  66. 

Dans  l'épure  (ûg.  66),  va  est  parallèle  à  aP,  et  v'a'  à  xy. 

Conséquence.  Pour  mener  une  horizontale  VA  dans  un  plan 
donné  P  (fig.  67),  on  prend  v'  sur  aP',  on  détermine  v,  puis  l'on 
mène  v'a!  parallèle  à  xy  et  va  parallèle  à  aP. 


A\7    S 

Fig.  67.  Fig.  68. 

2°  La  trace  horizontale  d'une  ligne  de  front  d'un  plan  est 
sur  la  trace  horizontale  de  ce  plan,  et  sa  projection  verticale 
est  parallèle  à  la  trace  verticale  du  même  plan. 

La  démonstration  est  analogue  à  la  précédente  (no57,  1°). 

Conséquence.  Pour  mener  une  ligne  de  front  dans  un  plan  donné 
Q/Q'  (fig-  68)'  '^"  prend  h  sur  ^Q,  on  détermine  h\  puis  l'on 
mène  hg  parallèle  à  sn/  et  h'g'  parallèle  à  ^Q'. 
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Remarque.  Un  plan  donné  par  ses  traces  est  donné,  en  réalité, 
par  une  horizontale  et  une  frontale  qui  se  coupent  sur  xy.  La 
projection  verticale  de  la  trace  horizontale  et  la  projection 
horizontale  de  la  trace  verticale  sont  sur  la  ligne  de  terre. 

^.  Ligne  de  pente  d'un  plan.  On  appelle  ligne  de  plus  grande 
pente  d'un  plan,  par  rappiort  au  plan  horizontal,  toute  droite 
du  plan  donné,  qui  forme  avec  sa  projection  horizontale  le  plus 
grand  angle  possible  *. 

\°  Les  lignes  de  pente  d'un  plan  sont  perpendiculaires  aux 
honzontales  de  ce  plan  (G,  n°^  412 
et  413)  ;  ainsi  la  projection  horizon-  ^.^f 

taie  ah  de  la  ligne  de  pente  est  per-  ,^^^^/^i 

pendiculaire  à  la  trace  horizontale  aP  ^^      /l 

et  à  toute  autre  horizontale  du  plan     Ç^^;^ Y    /^      - 

donné.  /\^        j   /        ^ 

2°  Une  ligne  de  pente  suffit  pour  ^vj/ 

caractériser  un  plan;  car  on  peut  ^^\^ 

en  déduire  les  traces  du  plan  :  par  .     „  ^ 

sa  trace  horizontale  b,  on  peut  me- 
ner aP  perpendiculaire  à  ab,  puis  joindre  a  à  la  trace  verti- 
cale a'. 

S»  Une  ligne  de  pente  et  sa  projection  horizontale  déterminent 
un  angle  plan  qui  mesure  le  dièdre  formé  par  le  plan  donné  et 
par  le  plan  H;  on  peut  les  considérer  comme  les  intersections 
des  faces  de  ce  dièdre  avec  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  aP, 

Remarque.  Lorsque  le  plan  est  donné  par  une  ligne  de  pente, 
on  détermine  très  facilement  des  horizontales  de  ce  plan  :  il  suffit 
de  prendre  un  point  {c,c')  sur  la  ligne  de  pente,  au  moyen  d'une 
ligne  de  rappel  quelconque;  puis  de  mener  par  c'  une  parallèle 
à  xy,  et  par  c  une  perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  de 
la  ligne  de  pente. 

Problème. 

S9.  Étant  donnés  un  plan  et  une  des  projections  d'une 
droite  de  ce  plan,  trouver  l'autre  projection  de  cette  droite. 

\^^  Cas.  Le  plan  est  donné  par  ses  traces. 


*  La  pente  d'une  droite  est  le  rapport  de  la  distance  verticale  à  la  distance 
horizontale  de  deux  de  ses  points  (n»  434),  ou  la  tangente  trlgonométrique  de 
l'angle  que  la  droite  forme  avec  le  plan  horizontal  (n»  435).  La  pevte  d'un  plan 
est  la  pente  d'une  droite  de  ce  plan  qui  fait ,  avec  sa  projection  horizontale  le 
plus  grand  angle  possible  (n»  468  et  459). 

EL.  2 
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Une  droite  appartient  à  un  plan  lorsque  ses  traces  sont  sur 
les  traces  correspondantes  du  plan  (n»  54);  il  suffit  donc  de 
déterminer  les  traces  de  la  droite.  Or,  si  l'on  donne  la  projection 
horizontale,  par  exemple,  l'intersection  de  cette  ligne  et  de  la 
trace  horizontale  du  plan  est  la  trace  horizontale  de  la  droite  : 
tandis  que  le  point  où  la  même  projection  rencontre  la  ligne  de 
terre  est  la  projection  horizontale  de  sa  trace  verticale. 

Exemples  :  1°  Soit  donc  un  plan  P  donné  par  ses  traces  aP,  aP' 
(fig.  69),  et  la  projection  horizontale  ab  d'une  droite  de  ce  plan. 

La  projection  ab  coupe  aP  au  point  h  et  xy  au  point  v.  La 
trace  horizontale  h  a  pour  projection  verticale  h'  ;  v  est  la  pro- 


Fig.  69.  Fig.  70. 

jection  horizontale  de  la  trace  verticale  «';  donc  il  faut  élever  les 
perpendiculaires  hh',  w',  et  mener  h'v' ;  (hv,  h'v')  est  la  droite 
demandée. 

2°  On  procède  d'une  manière  analogue  lorsque  la  projection 
horizontale  donnée  cd  rencontre  le  prolongement  de  aP  (fig.  70). 

3°  La  projection  donnée  est  parallèle  à  aP  (fig.  71). 

Dans  ce  cas,  la  ligne  est  une  horizontale  du  plan  (n"**  56  eti 
57,  1°)  ;  par  le  point  v'  il  faut  mener  une  parallèle  à  xy. 


Fig.  71.  Fig.  72. 

4"  La  projection  horizotitale  est  parallèle  à  xy  (6g.  72). 
Alors  la  droite  est  une  frontale  du  plan  ,  et  sa  projection  ver 
ticale  h' g'  doit  être  parallèle  à  aP'  (n»*  56  et  57,  2"). 
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60.  a*  Cas.  Le  plan  est  donné  par  deux  droites  concourantes  ou 
parallèles. 

Admettons  qu'on  donne  la  projection  verticale  de  la  droite. 

Soit  le  plan  déterminé  par  les  droites  qui  se  coupent  au  point  A, 
et  6'c'  la  projection  verticale  donnée. 

Par  &'  et  c'  menons  des  lignes  de  rappel 
(n»  15),  afin  de  déterminer  6  et  c  (n»  27)  ; 
la  droite  BC  appartient  au  plan,  puisque 
deux  de  ses  points  sont  sur  ce  plan. 


61.  Remarques.  I.  On  procède  de  la 
même  manière  lorsque  les  droites  données 
sont  parallèles. 

II.  La  construction  précédente  (fig.  73), 
ainsi  que  plusieurs  autres  que  nous  indi- 
querons successivement  (n»»  63, 65, 83,  etc.), 
montre  qu'il  est  parfois  aussi  rapide  de  ré-  Pig  73, 

soudre   directement  les  problèmes  lorsque 

le  plan  est  représenté  par  deux  quelconques  de  ses  droites ,  que  lors- 
qu'il est  donné  par  ses  traces.  On  peut  formuler  la  règle  suivante  : 

Il  est  utile  de  cherche^'  à  résoudre  les  problèmes  relatifs  aux 
plans  en  employant  directement  les  données,  au  lieu  de  s'assujettir 
à  déterminer  chaque  fois  les  traces  du  plan. 

Problème. 

62.  Dans  un  plan  donné,  m,ener  une  horizontale  qui  soit 
à  une  distance  donnée  du  plan  horizontal. 

Tous  les  points  d'une  horizontale  sont 
équidistants  du  plan  horizontal,  et  cette 
distance  est  celle  de  la  projection  verti- 
cale à  la  ligne  de  terre. 

Il  faut  donc  mener  à  xy  une  parallèle 
v'a'  telle  que  l'ordonnée  vv'  égale  la  dis- 
tance voulue,  et  l'on  est  ramené  à  un 
problème  connu  (n»  59). 

Il  suffit  de  mener  va  parallèle  à  aP. 

Ligne  de  front.  Pour  avoir  une  fron- 
tale du  plan,  on  procède  d'une  manière  analogue.  On  mène  la 
parallèle  hh  à  une  distance  hh'  égale  à  celle  qui  est  donnée, 
et  l'on  mène  ensuite  h'h'  parallèle  à  aP'. 

Remarque.  On  peut  prendre  vv'  au-dessous  de  xy,  ce  qui 
donne  une  deuxième  solution.  De  même,  on  obtient  deux  lignes 
de  front  à  une  distance  donnée. 
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63.  Le  plan  est  donné  par  deux  droites. 

Pour  mener  une  liorizontale  à  une  cote  donnée  (fig.  75),  il  faut 
prendre  une  projection  verticale  h'd  qui  soit  éloignée  de  xy  de  la 
longueur  donnée;  puis  déterminer  b  et  c,  en  recourant  à  des  lignes 
de  rappel  [\x°  15),  et  mener  hc. 


Fîg.  75.  Fig.  76. 

Pour  avoir  une  ligne  de  front  (fig.  76),  on  prend  une  projection 
horizontale  de  parallèle  à  xy,  et  l'on  en  déduit  d'é. 

Problème. 

64.  Étant  donnés  un  plan  et  l'une  des  projections  d'un  point 
de  ce  plan,  trouver  l'autre  projection  de  ce  point. 

Par  la  projection  donnée,  projection  horizontale,  par  exemple, 
on  mène  une  droite  que  Ton  considère  comme  étant  la  projection 
horizontale  d'une  droite  du  plan;  on  détermine  la  seconde  pro- 
jection de  cette  droite  (n»  59),  et  une  ligne  de  rappel  détermine 
la  projection  demandée. 

Le  2)lan  PaP'  est  donné  par  ses  traces  (fig.  77). 


Fig.  77.  Fig.  78. 

Soit  a  la  projection  donnée;  menons  une  projection  liorizoï 
taie  quelconque  hv  ;  déterminons  h'v'  ;  la  droite  HV  est  conlenuj 
dans  le  plan  (n"  54);  donc  a'  se  trouve  à  l'inlerseclion  de  /t'i| 
et  de  la  ligne  de  rappel  aa'. 
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Lorsqu'on  donne  la  projection  horizontale  du  point,  on  peut 
employer  avec  avantage  une  horizontale  du  plan  :  on  mène  ab 
parallèle  à  aP,  puis  b'a'  parallèle  à  xy.  Le  point  a'  est  mieux 
déterminé  par  des  lignes  aa',  b'a'  qui  se  coupent  à  angle  droit. 
Lorsqu'on  donne  la  projection  verticale  du  point,  on  peut  recou- 
rir à  une  frontale. 

65.  Le  plan  est  donné  par  deux  droites  concourantes  ou  parallèles. 
Soit  un  plan  donné  par  deux  droites  parallèles  (fig.  78). 

Si  l'on  donne  a',  on  mène  h'c'  quelconque,  puis  on  en  déduit  bc;  la 
droite  BC  appartient  au  plan,  et  la  ligne  de  rappel  a'a  détermine  le 
point  demandé. 

§  III.  —  Intersections. 

Problème. 

66.  Par  une  droite  donnée,  faire  passer  un  plan.  (Problème 
indéterminé.) 

Par  une  droite  donnée,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de 
plans;  pour  qu'un  plan  contienne 
une  droite  donnée,  il  suffit  que 
ses  traces  passent  par  celles  de 
la  droite  (n°54);  donc,  par  les 
traces  de  la  droite  donnée,  il  faut 
mener  deux  droites  qui  se  cou- 
pent sur  xy  ou  soient  parallèles 
à  cette  ligne  (n»  34,  2°). 

Soit  {hv,  h'v')  la  droite  donnée; 
il  suffit  de  joindre  un  point  quel- 
conque a  de  la  ligne  de  terre  aux 
traces  h  et  v'  de  la  droite  ;  le  plan  P  contient  la  droite  HV,  puis- 
qu'il contient  deux  de  ses  points. 

67.  Remarques.  I.  Pour  déterminer  un  plan  passant  par  une 
droite,  il  faut  une  autre  condition,  par  exemple  que  le  plan 
contienne  un  point  donné  hors  de  la  droite  (n°  68),  ou  bien  soit 
parallèle  à  une  droite  donnée  (n»  99),  ou  perpendiculaire  à  un 
plan  donné  (n»  107). 

II.  Parmi  les  plans  que  l'on  peut  mener  par  une  droite  VH, 
les  plus  fréquemment  utilisés  sont  les  plans  projetants  de  cette 
droite  :  le  plan  vertical  v'vh,  et  le  plan  de  bout  hh'v'.  On  dis- 
tingue encore  le  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  ayant  pour 
traces  les  parallèles  à  xy  menées  par  h  et  v' ;  et  le  plan  à  traces 
confondues,  dont  les  traces,  sur  l'épure,  coïncident  avec  la 
droite  hv'. 


Fig.  79. 
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Problème. 

08.  Déterminer  les  traces  du  plan  qui  passe  : 

\°  Par  deux  droites  parallèles  ou  concourantes; 

2°  Par  un  point  et  une  droite  ; 

3*>  Par  trois  points  non  en  ligne  droite. 

Pour  qu'un  plan  contienne  deux  droites  concourantes  ou  paral- 
lèles, il  suffit  que  la  trace  horizontale  de  ce  plan  passe  par  les 
traces  horizontales  des  deux  droites,  et  que  sa  trace  verticale 
passe  par  les  traces  verticales  de  ces  mênaes  lignes  (n°  54), 


^<y 

IN 

\; 

te  a' 

a?S 

^h- 

ij' 

Fig.  80.  Fig.  M. 

4°  Soient  données  deux  droites  parallèles  (fig.  80),  ou  deux 
droites  concourantes  (he,  h'e'),  (ce,  c'e')  (fig.  81). 

Il  faut  mener  la  trace  horizontale  ac,  et  la  trace  verticale 
h'd\ 

En  effet,  les  droites  AB,  CD  appartiennent  au  plan  ca6',  puis- 
que les  traces  de  chacune  d'elles  sont  sur  les  traces  de  même  nom 
du  plan. 

Vérification.  Les  traces  aP  et  aP'  doi 
vent  être  parallèles  à  xy,  ou  couper  cette 
ligne  au  même  point  (n»  34). 

2°  On  donne  un  point  B  et  la  droite  AG 
(fig.  82).  Par  le  point  B  on  mène  unt;  droite 
qui  rencontre  la  droite  AC  ou  lui  soit  pa 
rallèle,  et  l'on  retombe  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

"Vérification.  La  droite  BC   aurait  ses 
traces  sur  celles  du  plan  obtenu. 
3°  On  donne  les  trois  points  A ,  B,  C. 
On  joint  un  des  points  donnés,  A  par  exemple,  à  chacun  des 
deux  autres,  et  l'on  est  ramené  au  cas  précédent. 


Fig.  82. 
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69.  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans. 
L'intersection  de  deux  plans  étant  une  ligne  droite,  il  suffit 

de  déterminer  deux  points  de  cette  intersection,   ou  bien  un 
point  et  la  direction  de  la  droite  (G.,  n°  363). 

Chaque  plan  est  donné  par  ses  traces. 

Lorsque  chaque  plan  est  donné  par  ses  traces ,  on  détermine 
les  traces  de  l'intersection.  La  trace  horizontale  de  cette  droite 
est  le  point  de  concours  des  traces  horizontales  des  plans 
donnés,  et  la  trace  verticale  est  le  point  de  concours  des  traces 
verticales  de  ces  mêmes  plans  (n°  54). 

Le  problème  revient  alors  à  construire 
une  droite  dont  on  connaît  les  traces 
(n»  52). 

Soient  P  et  Q  les  plans  donnés  (fig.  83). 

Les  traces  horizontales  aP,  pQ  se 
coupent  au  point  h,  qui  est  la  trace 
horizontale  de  l'intersection  ;  on  en 
déduit  h'. 

De  même  aP'  et  PQ'  donnent  t/,  et 
par  suite  v.  Il  suffit  de  joindre  hv,  h'v'. 

La  droite  HV  est  l'intersection  demandée. 

Remarquas,  l.  S'il  est  nécessaire,  on  prolonge  les  traces  de 
même  nom  jusqu'à  leur  point  de  rencontre  h  ou  v'  (fig.  84). 

IL  L'intersection  de  deux  plans  est  parfois  nommée  trace  de 
l'un  sur  l'autre. 

70.  Point  commun  à  trois  plans. 
Trois  plans  non  parallèles  ont  gé- 
néralement un  point  commun ,  car 
les  traces  de  deux  de  ces  plans  sur 
le  troisième  sont  ordinairement 
concourantes,  et  leur  point  com- 
mun appartient  aux  trois  plans. 

Plusieurs  cas  particuliers  de  l'in- 
tersection de  deux  plans  exigent  que 
l'on  détermine  le  point  commun  à 
trois  plans;  on  est  ainsi  conduit  à  résoudre  d'abord  le  problème 
suivant  : 

Problème. 

71.  Trouver  le  point  d'intersection  de  trois  plans. 

On  cherche  les  intersections  d'un  des  trois  plans  avec  chacun 


Fig.  84. 
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des  deux  autres.  Le  point  commun   à  ces  deux  intersections 

appartient  aux  trois  plans  donnés. 
Soient  les  plans  P,  Q,  R. 
Déterminons  Tintersection  des 
plans  P  et  Q,  puis  celle  des  plans 
P  et  R.  Ces  droites  se  coupent  en 
(a,  a'),  point  commun  aux  trois 
plans. 

Remarque.  Lorsque  les  traces 
des  deux  premiers  plans  sur  le 
troisième  sont  parallèles,  les  trois 
plans  se  coupent  deux  à  deux  sui- 
vant trois  droites  parallèles  et 
n'ont  aucun  point  commun. 

Si  ces  deux  traces  se  confondent, 

les  trois  plans   passent  par  une 

même  droite  et  ont  une  infinité 

de  points  communs. 

Pour  que  trois  plans  aient  un  point  commun,  et  un  seul,  il 

faut  et  il  suffit  que  ces  trois  plans  ne  soient  pas  parallèles  à 

une  même  droite. 


72.  Méthode  générale  pour  déterminer  l'intersection  de  deux 
plans. 

Pour  déterminer  un  point  de  cette  intersection,  ou  coupe  les 
plans  donnés  P  et  Q  par  un  plan  auxiliaire  R,  et  l'on  cherche 
les  intersections  de  ce  plan  auxiliaire  avec  chacun  des  plans 
donnés.  Le  point  commun  à  ces  deux  droites  appartient  à  l'in- 
tersection cherchée. 

Lorsque  le  plan  auxiliaire  peut  être  choisi  arbitrairement,  on 
prend  le  plan  qui  donne  lieu  aux  constructions  les  plus 
simples. 

Dans  bien  des  cas,  c'est  un  plan  horizontal,  un  plan  de  front, 
ou  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection.  On 
peut  employer  aussi  un  plan  de  profil,  quoique  celui-ci  exige 
toujours  un  rabattement. 

Remarque.  La  méthode  exposée  précédemment  (n°  69)  n'est 
qu'un  cas  particulier  de  la  méthode  générale  :  ce  sont  les  plana 
de  projection  qui  servent  de  pians  auxiliaires. 
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73.  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  dans  les  cas 
particuliers  suivants  : 

l»  Deua;  traces  de  même  nom,  sont  parallèles. 

Admettons  que  les  traces  horizontales  des  deux  plans  soient 
parallèles;  dans  ce  cas,  rintersection  est  horizontale,  car  deux 
plans  menés  par  des  droites  parallèles  se  coupent  suivant  une 
parallèle  à  ces  droites  (G.,  n°  38!2). 

Puisqu'on  connaît  la  direction  de  l'intersection,  il  suffit  d'en 
iéterminer  un  point,  par  exemple 
la  trace  verticale. 

Soient  les  plans  P  et  Q  dont  les 
traces  aP  et  pQ  sont  parallèles. 
L'intersection  v'  des  traces  verti- 
:ales  est  la  trace  verticale  de  l'in- 
tersection des  plans. 

Après  avoir  abaissé  la  perpendi- 
îulaire  v'v,  on  mène  va  parallèle  à 
xP  et  v'a'  parallèle  à  ocy. 

La  droite  {av,  a'v')  est  l'intersection  demandée. 

74.  2°  Intersection  d'un  plan  quelconque  et  d'un  plan 
ïorizontal. 

Cette  intersection  est  horizontale 
n»  56),  Il  faut  en  déterminer  un  point 
ît  mener  par  ce  point  une  horizontale 
lu  plan  donné. 

Soient  PaP'  un  plan  quelconque  et  Q' 
e  plan  horizontal  donné. 

v'  est  la  trace  verticale  de  l'intersec- 
,ion;  on  en  déduit  v  et  l'on  mène  vb 
larallèle  à  aP. 

La  droite  {vb,  v'b')  est  l'intersection 
iemandée. 

Remarque.  Tout  plan   de  front  coupe  un  plan   quelconque 
5l|juivant  une  ligne  de  front  (n°  56,  2°). 

75.  3°  Deux  traces  de  même  nom  ne  se  coupent  pas  dans  les 
imites  de  l'épure. 

Les  traces  qui  se  coupeat  font  connaître  une  des  traces  de 
'intersection  ;  il  suffit  donc  de  déterminer  la  direction  de  cette 
igné,  ou  bien  un  second  de  ses  points. 
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Pour  avoir  la  direction  de  l'intersection,  il  faut  couper  l'un 
des  plans  donnés  par  un  plan  parallèle  à  l'autre;  la  droite 
commune  au  premier  plan  et  au  plan  auxiliaire  est  parallèle  à 
rintersection  demandée,   car  les  intersections  de  deux  plans 

parallèles  par  un  troisième  sont 
parallèles  (G.,  n°  383)*. 
Soient  les  plans  P  et  Q. 
Les  traces  horizontales  aP,  fjQ 
déterminent  la  trace  horizontale 
/i  de  l'intersection,  et  par  suite  h'. 
Menons  un  plan  auxiliaire  R  pa- 
rallèle au  plan  Q.  Les  plans  P,  R 
se   coupent    suivant    {ab,    a'b'); 
//C\  donc  il  faut  mener  hv  parallèle  à 

j^    gg  ab,  et  h'v'  parallèle  à  a'b'. 

La  droite  (hv,  h'v')  est  l'inter- 
section des  deux  plans  P  et  Q. 

Remarque.  Il  est  préférable  de  recourir  à  la  solution  sui- 
vante (no  76). 


76.  4°  Les  traces  des  deux  plans  ne  se  coupent  pas  do'ns  les 
limites  de  l'épure. 

Un  premier  plan  auxiliaire,  coupant  chacun  des  plans  donnés 
dans  les  limites  de  l'épure,  fait  connaître  un  point  de  l'intersec- 

section  demandée  (n°  72). 
Un  second  plan  auxiliaire 
donne  un  second  point. 

Soient  P  et  Q  les  plans 
donnés. 
Prenons  deux  plans  auxi 
y  Maires  horizontaux. 

Le  plan  R'  coupe  le  plar 
P  suivant  l'horizontale  (ab 
a'b'),  et  le  plan  Q  suivan 
l'horizontale  (  cb  ,  c'b'  ) 
donc  le  point  (b,  b')  ap' 
partient  à  rinfersectio? 
des  plans  donnés. 


*  Cette  solution  exiRe  la  connaissance  d'un  théorème  bien  connu  (n*  90  )l 
mais  non  encore  démontré  dans  nos  Étémetits;  néanmoins  nous  la  donnons  ii 
parce  qu'elle  se  trouve  dans  la  plupart  dei  traitée  classiques  de  Géométrt 
dMcriptlva, 
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Un  secoHd  plan  horizontal  donne  le  point  {d,  d')\  par  suite 
BD  est  l'intersection  cherchée. 


77.  5"  Les  deux  plans  sont 
parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

Les  plans  étant  parallèles 
à  xy ,  leur  intersection  est 
aussi  parallèle  à  cette  droite 
(G.,  n»  382);  il  suffit  d'en  dé- 
terminer un  point. 

1"  Construction.  Prenons 
un  plan  auxiliaire  quelconque 
RaR'  (fig.  90). 

Le  plan  P,  P'  est  coupé  sui- 
vant la  droite  AB ,  et  le  plan 
Q,  Q',  suivant  CD. 

Le  point  [e,  é)  commun  à 


Vf 


<ib  Y 


\d/ 


\ef''f 


B.^ 


Fig.  90. 


ces  deux  droites  appartient  à  l'intersection  cherchée.  Il  faut  mener 
ef,  éf  parallèles  à  asj/. 

Bemarques.  1.  Si  les  droites  obtenues  AB  et  CD  se  trouvent  pa- 
rallèles, c'est  que  les  plans  P  et  Q  sont  eux-mêmes  parallèles. 

IL  Les  constructions  sont  plus  simples  lorsqu'on  fait  choix  d'un 
plan  auxiliaire  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection. 

78.  2«  Construction.  Comme  plan 
auxiliaire,  prenons  un  plan  de  pro- 
fil, aod!. 

Le  plan  P,  P'  est  coupé  suivant  la 
droite  AB.  Par  le  rabattement  du 
plan  de  profil  sur  le  plan  vertical, 
le  point  a  vient  en  aj.  Le  point  h' 
n'ayant  pas  bougé,  l'intersection  se 
rabat  en  Va^. 

De  même  c^d^  est  le  rabattement 
de  l'intersection  des  plans  (  Q ,  Q'  )  et 
aod' .  Le  point  Ej ,  commun  à  ces 
deux  rabattements  est  le  rabatte- 
ment d'un  point  de  l'intersection  B'ig'  91> 
cherchée;  il  détermine  e',  ej,  puis  e; 
par  le  point  (e,  é)  on  mène  une  parallèle  à  xy. 

79.  6°  Vn  plan  est  quelconque,  et  l'autre  passe  par  la  ligne  de 
terre  et  un  point  donné. 

Le  point  où  le  plan  quelconque  rencontre  xy  appartient  à  Tinter- 
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section  demandée;  il  suiBt  donc  de  déterminer  un  second  point  de 
celte  droite. 

Soient  le  plan  PaF^'  et  le  plan 
mené  par  xy  et  par  le  point 
donné  {a,  a'). 

Par  le  point  A  de  l'espace, 
menons  un  plan  horizontal.  Ce 
plan ,  étant  parallèle  à  xy,  cou- 
pera le  plan  (a^A)  suivant  une 
droite  {ac,  a'd)  parallèle  à  la 
ligne  de  terre  (G.,  n"»  379). 

Le  plan  auxiliaire  dont  a'd  est 
la  trace  verticale  coupe  PaP' 
suivant  rhorizonlaie  (bd,  b'd')\ 
donc  (d,  d')  appartient  aux  deux  plans  donnés;  il  en  est  de  même 
de  a;  il  suffit  donc  de  mener  ad  et  ad'  pour  avoir  l'intersection  de- 
mandée. 

Remarque.   On   peut  recourir  au   plan   de  profil  ou  à  tout  plan 
vertical  ou  de  bout  passant  par  le  point  A. 


80.  7»  Les  traces  des  deux  plans  se  rencontrent  au  même  point  de 

la  ligne  de  terre. 

Soient  P  et  Q  les  plans  donnés. 

Le  point  a  appartient  à  l'inter- 
section; un  plan  horizontal  auxiliaire 
coupe  chaque  plan  suivant  une  hori- 
zontale :  or  ces  deux  lignes  se  coupent 
en  {a,  a');  donc  {ma,  ma']  est  l'in- 
tersection des  deux  plans. 

Remarque.  On  pourrait  utiliser 
aussi  un  plan  auxiliaire  quelconque; 
ou  bien  un  plan  de  profil,  ou  mieux 
un  plan  perpendiculaire   à  l'un  des 


Fig.  93. 
plans  de  projection. 


81 .  8"  Les  deux  traces  de  chaque  plan  sont  en  ligne  droite. 

Les  deux  traces  verticales  et  les  deux  traces  horizontales  des  plans 
donnés  se  coupent  au  même  point.  Ainsi,  dans  l'épure,  la  trace  ver- 
ticale de  l'intersection  coïncide  avec  sa  trace  horizontale. 

Soient  les  plans  PaP'  et  QpQ'  (fig.  9'i). 

Les  traces  verticales  se  coupent  en  v',  et  ce  point  v'  est  la 
trace  verticale  de  l'intersection  ;  sa  projection  horizontale  v  est 
■ur  xy. 
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Les  traces  horizontales  «P,  pQ 
la  trace  horizontale  de  l'intersec- 
tion ;  h'  en  est  la  projection  ver- 
ticale. Le  point  {h,  h!)  est  sur 
le  plan  horizontal  postérieur. 

La  droite  demandée  est  dans 
un  plan  de  profil,  car  ses  traces 
{h,  h')  [v ,  v')  sont  sur  une 
même  perpendiculaire  à  xy. 

82.  Remarques.  1.  La  partie 
[hv,  h'v')  comprise  entre  les 
traces  appartient  au  second  diè- 
dre. La  partie  {av,  a'v')  appar- 
tient au  premier. 


se  coupent  en   h,  et  ce  point  est 
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Fig.  94. 


IL  Lorsqu'on  rabat  le  plan  de  profil  sur  le  plan  vertical  vers  la 
droite  de  l'épure,  l'intersection  devient  AiVjHi. 

On  voit  que  OVjr^  OHj.  (Avant  de  rabattre  le  plan  de  profil,  on  l'a 
d'abord  déplacé  parallèlement  à  lui-même  vers  la  droite  de  l'épure.) 

83.  9»  Chaque  plan  est  donné  par  deux  droites  parallèles  ou 
concourantes. 

On  pourrait  déterminer  les  traces  de  chaque  plan  (n"  68),  et  re- 
venir ainsi  à  un  cas  déjà  connu  ;  mais  il  est  préférable  d'utiliser  direc- 
tement les  données,  car  il  est  très  facile  d'obtenir  l'intersection  de 
chacun  des  plans  donnés  par  un  plan  horizontal. 

Soient  deux  plans  dont  l'un  est  donné  par  les  parallèles  EF,  DG, 


Fig.  95. 

et  l'autre  parles  droites  concourantes  AB,  AC;  coupons  ces  plans  par 
un  plan  horizontal  P';  chacun  d'eux  est  rencontré  suivant  une  hori- 
zontale DE  ou  BC  :  les  projections  horizontales  de,  bc  se  rencontrent 
•n  m,  qui  lait  connaître  m'  ;  ainsi  M  est  un  des  points  de  l'intersection. 

2* 
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Un  second  plan  horizontal  Q'  donne  un  nouveau  point  N  de  la  droite 
demandée  {mn,  m'n'). 


84.    10°   Chaque  plan   est   donné  par 
rapport  au  plan  horizontal  (n»  58). 


une   ligne   de  pente,  par 


On  pourrait  déterminer  les  traces  de  chaque  plan  (n»  58,  2»),  mais 
il  est  préférable  d'utiliser  directement  les  données. 

Tout  plan  horizontal  auxiliaire  coupe  les  deux  plans  suivant  des 
horizontales  faciles  à  tracer  (n*  58,  Remarque),  et  l'on  obtient  l'in- 
tersection comme  précédemment  (n»  83). 


Théorème. 


85.  Déteiininer  le  point  où  une  droite  rencontre  un  plan. 

Par  la  droite  on  fait  passer  un  plan,  on  cherche  riatersection 
des  deux  plans,  et  le  point  commun  à  cette  intersection  et  à  la 
droite  donnée  est  le  point  cherché. 

i°Le  plan  eut  donné  par  ses  traces,  et  la  droite  est  quelconque. 

Gomme  plan  auxiliaire,  on  peut 
prendre  un  des  plans  projetants  de 
la  droite,  par  exemple  le  plan  verti- 
cal hw' . 

Soient  (ab ,  a'b')  et  PaP'  la  droite 
et  le  plan  donnés. 

Le  plan  projetant  hw'  coupe  PaP' 
suivant  {hv,  h'v'),  cette  dernière 
ligne  rencontre  la  droite  {ab,a'b') 
au  point  (d,  d')  (n"  28);  donc  D  est 
Fig-  96.  le  point  cherché. 

Remarques.  I.  La  construction  la  plus  simple  est  donnée  par 
un  des  plans  projetants  de  la  droite;  mais  si  les  projections 
a'b',  h'v'  se  coupaient  sous  un  angle  trop  aigu,  d'  serait  mal  dé- 
terminé ;  pour  éviter  cet  inconvénient,  on  mènerait  par  AB  un 
plan  quelconque  (no66);  lequel,  d'ailleurs,  pourrait  fournir  une 
vérification  du  résultat  donné  par  le  plan  projetant. 

IL  Le  point  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan  est  nommé 
parfois  t7'ace  de  la  droite  sur  le  plan. 

86.  2°  La  droite  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de 
projection. 


Fig.  97 


I"  PARTIE.  —   DU   POINT,    DE   LA   DROITE   ET   DU   PLAN 

Soient  (a,  a'b')  la  perpendiculaire 
donnée,  et  PaP'  le  plan  considéré. 

Gomme  plan  auxiliaire,  on  peut 
prendre  le  plan  vertical  mené  par 
AB,  parallèlement  à  aP,  il  coupe 
le  plan  donné  suivant  une  horizon- 
tale {av,  a'v')  (no  73). 

Donc  {a,  a')  est  le  point  où  la 
verticale  {a,  a'b')  rencontre  le 
plan  P. 

Remarque.  Le  plan  de  front  mené 
par  AB  donne  une  construction  aussi 
simple. 

87 .  3°  Le  plan  est  donné  par  deux  droites. 
Soient  le  plan  ABC    et  la  droite 

DE  (fig.  98). 

Le  plan  vertical  de  la  droite  DE 
rencontre  le  plan  donné,  suivant  une 
droite  qui  a  pour  projection  hori- 
zontale mn.  Or  des  lignes  de  rappel, 
menées  par  m  et  n,  déterminent  m' 
et  n'  (n»  13);  ainsi  le  plan  projetant 
coupe  le  plan  donné  suivant  la  droite 
(mn,  m'n').  Mais  les  droites  DE, 
MN  situées  dans  un  même  plan  ver- 
tical se  coupent  en  (o,  o');  donc  la 
droite  DE  rencontre  le  plan  ABC  au 
point  0. 

Remarque.  Dans  les  appli- 
cations, il  est  utile  de  ne  point 
déterminer  les  traces  des  faces 
planes  des  figures,  et  d'em- 
ployer uniquement  les  droites 
du  périmètre,  ou  des  droites  a. 
tracées  surla  figure  donnée. Par 
exemple,  le  plaa  d'un  poly- 
gone {abcd,a'b'c'd')  (fig.  99), 
est  déterminé  par  les  côtés  AB 
et  BC  ou  AB  et  CD. 

88.  Ponctuation.  En  admet- 
tant que  la  surface  du  paral- 
lélogrammeABCD  soitopaque, 
la  droite  EF  qui  la  perce  au 
point  0  sera  en  partie  cachée 
par  cette  surface;  il  y  a  donc 
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Fig.  98. 


48  ÉLÉMENTS    DE   GÉOMÉTRIE    DESCRIPTIVE 

lieu  de  distineuer,  pour  les  figures  situées  dans  le  premier  dièdre, 
les  parties  visibles  et  celles  qui  sont  cachées. 

Projectionhorizontale.  L'ob- 
servateur placé  dans  le  premier 
dièdre  est  supposé  infiniment 
éloigné  du  plan  H;  par  suite, 
lorsque  deux  points  sont  situés 
sur  une  même  verticale,  dans 
le  premier  dièdre,  le  point  le 
plus  éloigné  du  plan  horizon- 
tal est  seul  visible;  il  cache  le 
point  le  plus  rapproché  de  ce 
même  plan. 

Exemple.  La  verticale  pro- 
jetée   horizontalement    en    n 
rencontre  la  droite  donnée  en 
(n,  n',)  et  le  parallélogramme, 
en  (n,  n');  or  ce  dernier  point 
est  le  plus  éloigné  du  plan  H  , 
ainsi    il    est  visible  et  cache 
(n,  n'j);  donc  à  partir  de  {o,  o')  la  droite  OF  est  au-dessous  du  plan 
ABCD,  et  la  projection  horizontale  on  doit  être  ponctuée. 
Si  le  plan  opaque  était  illimité,  nf  serait  ponctué  aussi. 

Remarque.  La  considération  du  plan  vertical  de  la  droite  conduit 
à  la  même  conclusion;  il  montre  que  OE  est  au-dessus  du  parallé- 
logramme et  ON  au-dessous,  car  o'e'  est  plus  éloigné  de  xy  que 
o'm' ;  donc  orne  est  visible,  et  on  invisible. 

Projection  verticale.  L'observateur,  toujours  placé  dans  le  premier 
dièdre,  est  éloigné  infiniment  du  plan  V;  par  conséquent,  dans  le 
premier  dièdre,  sur  une  même  droite  de  bout,  le  point  le  plus  éloigné 
du  plan  vertical  est  visible  et  cache  le  point  le  plus  rapproché. 

Exemple.  La  droite  de  bout  projetée  en  h',  détermine  le  poiDt 
(Aj,  h')  du  parallélogramme  et  le  point  (A,  h')  de  la  droite;  le  pre- 
mier est  visible  et  le  second  caché;  donc,  à  partir  du  point  0,  la 
droite  OE  est  derrière  ABCD;  ainsi  on  doit  ponctuer  le  segment  o'h'. 

Remarque.  La  considération  du  plan  de  bout  de  la  droite  conduit 
à  la  même  conclusion,  car  il  coupe  le  parallélogramme  suivant  (/fi«/i, 
h'g'}.  Or  oA,  est  en  avant  de  oh;  donc  o'h'  doit  être  ponctuée. 
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EXERCICES 

INTERSECTIONS    DES    DROITES    ET    DES    PLANS 
Traces   des   droites. 


17.  Par  un  point  donné  mener  une  droite  dont  les  traces  h  et  v  soient 
équldistantes  de  la  ligne  de  terre. 

18.  Quel  est  le  Heu  géométrique  des  traces  des  droites  menées  par  un  point 
donné  et  également  Inclinées  sur  chaque  plan  de  projection  ? 

19.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  telle  que  sa  trace  horizontale  soit 
deux  fols  plus  près  de  la  ligne  de  terre  que  sa  trace  verticale,  ou,  plus  généra- 
lement, telle  que  les  distances  de  chaque  trace  à  xy  soient  dans  un  rapport 
donné. 

•0.  T.  1»  Toute  parallèle  à  xy  est  contenue  dans  un  des  plans  bissecteurs, 
00  bien  elle  est  parallèle  à  ces  deux  plans. 

Jo  Toute  horizontale,  non  parallèle  à  xy,  rencontre  les  deux  plans  bissec- 
teurs; il  en  est  de  même  de  tonte  ligne  de  front  non  parallèle  à  xy. 

21.  Déterminer  la  trace  d'une  droite  sur  chacun  des  deux  plans  bissecteurs 
des  dièdres  formés  par  les  plans  de  projection. 

22.  Déterminer  l'intersection  d'une  droite  donnée  et  des  deux  plans  bissec- 
teurs ,  dans  les  cas  suivants  : 

(a)  La  droite  est  horizontale; 

(6)  La  droite  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection; 

(  c  )  La  droite  appartient  à  un  plan  de  profil. 

33.  T.  Un  point  qui  se  projette  sur  les  traces  correspondantes  d'un  plan 
n'appartient  à  ce  plan  que  lorsque  le  plan  donné  est  de  profil. 

24.  T.  Lorsque  plusieurs  plans  parallèles  à  une  droite  donnée  ont  un  point 
commun,  leurs  traces  d%  même  nom  passent  par  un  même  point. 

28.  T.  La  droite  qui  a  pour  projections  les  traces  de  même  nom  d'un  plan 
quelconque  n'appartient  pas  à  ce  plan  (  sauf  dans  quelques  cas  exceptionnels  ). 

26.  Dans  quels  cas  la  droite  dont  les  projections  sont  sur  les  traces  de  même 
nom  d'un  plan  appartient  -  elle  à  ce  plan  ? 

27.  Comment  reconnaît -on  qu'une  droite  est  située  dans  un  plan  mené  par 
la  ligne  de  terre  et  par  nn  point  donné  ? 

28.  Reconnaître  si  une  droite  de  profil  rencontre  une  droite  quelconque. 

Traoes  des  plans. 

29.  Chercher  les  traces  d'un  plan  déterminé  par  deux  droites  dont  on  ne 
peut  avoir  les  traces. 
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30.  Déterminer  les  traœs  horizontales  de  deux  plans,  sachant  que  les  traces 
verticales  données  sont  parallèles,  et  connaissant  un  point  de  l'intersection  des 
deux  plans. 

31.  Déterminer  les  traces  verticales  de  deux  plans,  connaissant  un  point  de 
leur  intersection,  ainsi  que  les  traces  horizontales,  que  l'on  donne  parallèlei 
à  xy. 

32.  Par  une  droite  parallèle  à  oey,  mener  un  plan  qui  soit  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

33.  Construire  les  traces  du  plan  de  trois  points  donnés,  dans  les  cas  lui- 
vanta  : 

1»  Denx  de  ces  points  appartiennent  à  une  droite  parallèle  k  xy; 
S»  Deux  de  ces  points  sont  sur  une  même  droite  verticale  ou  de  bout. 

34.  Construire  les  traces  du  plan  de  deux  droites  parallèles  ou  concourantes  : 
1«  La  droite  AB  est  quelconque,  et  la  droite  BC  est  de  profil. 

3»  La  droite  AB  est  quelconque,  et  la  droite  CD  rencontre  xy,  ou  bien  Inl 
est  parallèle. 

3»  La  droite  AB  est  quelconque,  et  la  droite  CD  a  ses  projections  coïnci- 
dentes. 

4»  Les  deux  droites  sont  quelconques,  mais  les  projections  de  l'une  coïncident 
avec  les  projections  de  nom  contraire  de  l'autre. 

5*  La  droite  AB  est  horizontale,  et  BC  est  de  front. 

6"  Les  deux  droites  sont  parallèles  à  xy ,  ou  bien  se  coupent  sur  a^j/. 

7"  Les  deux  droites  se  coupent  sur  xy ,  et  les  deux  projections  de  chacune 
coïncident  avec  les  projections  de  nom  différent  de  l'autre. 

8»  Chacune  des  droites  a  ses  deux  projections  confondues. 

9»  L'une  des  droites  a  ses  projections  confondues ,  l'autre  est  de  profil. 

35.  Connaissant  une  des  lignes  de  pente  d'un  plan,  déterminer  les  traces  da 
plan. 

36.  Les  traces  d'une  ligne  de  pente  d'un  plan  étant  hors  des  limites  de 
l'épure,  déterminer  néanmoins  les  traces  du  plan. 

37.  Déterminer  les  traces  d'un  plan ,  connaissant  une  des  lignes  d'Inclinaison 
de  ce  plan.  (Une  ligne  d'inclinaison  est  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan 
par  rapport  au  plan  vertical  de  projection.) 

38.  Déterminer  une  horizontale  et  une  frontale  d'un  plan  donné  par  deui 
droites. 

39.  Dans  un  plan  donné  par  une  de  ses  lignes  de  pente,  mener  une  horl 
zontale  qui  soit  à  une  distance  donnée  du  plan  horizontal. 

40.  Dans  un  plan  donné  par  une  de  ses  lignes  de  pente,  déterminer  uiu 
droite  dont  on  connaît  une  des  projections. 

41.  Déterminer  une  ligne  de  pente  et  une  ligne  d'Inclinaison  d'un  plai 
donné  par  deux  droites  concourantes  quelconques,  ou  par  deux  droites  parai 
lèles. 

42.  On  donne  la  projection  horizontale  d'un  polygone  plan ,  et  la  secondi 
projection  de  deux  côtés  adjacents  ;  déterminer  la  projection  verticale  de 
autres  côtés. 

43.  On  donne  la  projection  verticale  d'une  courbe  plane,  ainsi  que  les  prc 
Jeotions  horizontales  de  trois  points  de  cette  courbe;  déterminer  1»  projectlo: 
borliontale  d'un  point  quelconque  de  cette  ooorb*. 
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Interaeotion  de  deux  plans. 


44.  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans. 

Cet  énoncé  général  donne  lieu  à  un  nombre  considérable  de  cas  divers,  selon 
es  positions  respectives  des  plans  donnés  ;  nous  signalerons  les  plus  Intéressants, 
it,  pour  les  présenter  avec  quelque  ordre,  nous  suivrons  le  tableau  ci-dessous, 
m  comparant  une  position  particulière  de  l'un  des  plans  avec  chacune  des  posi- 
ions  que  l'on  peut  attribuer  à  l'autre. 

a  Plan  de  profil. 

b  Plan  à  traces  concourantes  quelconques. 

c  Plan  à  traces  en  ligne  droite  (ou  à  traces  confondues.) 

d      I      Plan  vertical. 

ê!     \     Plan  de  bout. 

6  Plan  à  deux  traces  parallëleB  à  xy. 

/       l      Plan  horizontal. 

/'      I      Plan  de  front. 

g  Plan  mené  par  xy  et  par  un  point  donné. 

h  Plan  donné  par  deux  droites  autres  que  les  traces. 

i       i      Plan  donné  par  une  ligne  de  pente. 

i'      )      Plan  donné  par  une  ligne  d'inclinaison  (  Ex.  37  ). 

44.  (a)  Plan  de  profil.  Déterminer  l'Intersection  de  deux  plans ,  lorsque  l'un 
l'eus  est  de  profil. 

45.  (,b)  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  lorsque  l'un  d'eux  a  deux 
xaces  concourantes  quelconques. 

46.  (c)  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  lorsque  les  traces  de  l'un 
l'eux  sont  en  ligne  droite  et  rencontrent  obliquement  la  ligne  de  terre. 

47.  (d)  Détenniner  l'intersection  de  deux  plans  lorsque  l'un  de  ces  plans  est 
'ertical. 

48.  (e)  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  lorsque  l'un  de  ces  plans  est 
larallèle  à  la  ligne  de  terre. 

49.  (/)  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  lorsque  l'un  de  ces  plans  est 
lorizoDtal. 

80.  (g")  Déterminer  l'Intersection  de  deux  plans  lorsque  l'un  de  ces  plans  est 
lonné  par  xy  et  par  un  point. 

61.  (h)  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  lorsque  l'un  d'eux  est  donné 
)ar  deux  droites  autres  que  les  traces. 

62.  (i)  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  lorsque  l'un  d'eux  est  donné 
)ar  une  de  ses  lignes  de  pente. 

S8.  Intersection  d'un  plan  quelconque  avec  les  deux  plans  bissecteurs. 

64.  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  dont  chaque  trac«  de  l'un  coïn- 
slde  avec  la  trace  de  nom  contraire  de  l'autre. 

86.  Quelles  dispositions  présentent  les  traces  des  plans  qui  se  coupent  dans 
M  conditions  suivantes  : 
1«  Suivant  une  droite  de  profil;  et,  comme  cas  particuliers  de  l'énoncé  précé^ 
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2"  La  droite  de  profil  est  parallèle  au  plan  bissecteur  du  premier  dièdre; 

3"  La  droite  est  dans  le  premier  bissecteur  ; 

4*  La  droite  est  parallèle  au  deuxième  plan  bissecteur  ; 

5°  La  droite  est  dans  le  deuxième  bissecteur.  / 

f6.  Déterminer  le  point  commun  à  trois  plans. 

57.  Déterminer  le  point  commun  à  trois  plans,  dans  le  cas  Buivant  : 
Un  premier  plan  quelconque,  un  deuxième  de  front,  et  le  troisième  paral- 
lèle à  xy. 

68.  Déterminer  le  point  où  une  droite  perce  un  plan. 

1»  La  droite  est  quelconque,  et  le  plan  est  mené  par  xy  et  un  point. 
2»  La  droite  est  de  bout  ;  le  plan  est  mené  par  3sy  et  un  point. 
3»  La  droite  est  de  profil ,  et  le  plan  est  quelconque. 
40  La  droite  est  verticale,  et  le  plan  a  ses  traces  en  ligne  droite. 

69.  Trouver  le  point  où  une  droite  donnée  rencontre  un  plan  donné  par  unt 
de  ses  lignes  de  pente,  sans  recourir  aux  traces  du  plan. 

60.  Déterminer   le  point   où  une  droite  rencontre  la  eurXace  d'un  trlangU 
donné  par  les  projections  de  ses  côtés. 


CHAPITRE  III 

POSITIONS   RELATIVES   DES   DROITES   ET   DES   PLANS 


§  I.  —  Droites  et  plans  parallèles. 

89.  Théorèmes  rappelés.  1°  Les  projections  de  deux  droites 
parallèles  sur  un  plan  quelconque  sont  parallèles  (n°  29). 

2°  Pour  que  deux  droites  soient  parallèles ,  il  suffit  que 
leurs  projections  de  même  nom,  soient  parallèles  (n°  30). 

3°  Pour  qu'une  droite  soit  parallèle  à  un  plan,  il  suffit  qu'elle 
soit  parallèle  à  une  droite  de  ce  plan  (G.,  n»  381). 

4o  Sur  un  plan  quelconque  de  projection,  les  traces  de  deux 
plans  parallèles  sont  parallèles  ;  car  les  intersections  de  deux 
plans  parallèles  par  un  troisième  sont  parallèles  (G.,  n''383). 

Théorème. 

90.  Pour  que  deux  plans,  à  traces  concourantes,  soient 
parallèles,  il  suffit  que  leurs  traces  de  même  nom  soient 
parallèles. 

Soient  les  plans  P  et  Q  dont 
les  traces  de  même  nom  sont  pa- 
rallèles, tandis  que  les  traces  d'un 
même  plan  se  coupent  sur  xy. 

Il  faut  prouver  que  les  plans  P 
et  Q  sont  parallèles. 

En  relevant  le  plan  vertical,  on 
obtient  dans  l'espace  deux  angles  Fig.  loo. 

P'aP,  Q'(5Q  ayant  leurs  côtés  pa- 
rallèles ;  donc  les  plans  de  ces  angles  sont  parallèles  (G.,  n» 391)* 

Remarque.  Lorsque  les  traces  de  chaque  plan  sont  paral- 
lèles à  xy,  on  ne  peut  rien  affirmer  à  l'inspection  de  la  figure, 
car  les  plans  peuvent  se  couper  ou  être  parallèles. 

Pour  que  ces  plans  soient  parallèles,  il  suffit  que  leurs  inter- 
sections par  un  plan  oblique  à  xy  soient  parallèles. 
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Problème. 


91 .  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

Les  projections  de  même  nom  des  deux 
droites  doivent  être  parallèles  (n»  30);  donc, 
par  chaque  projection  du  point  il  faut  mener 
une  parallèle  à  la  projection  de  même  nom 
de  la  droite  donnée. 

Soient  {ab,  a'V)  et  (d,  d')  la  droite  et  le 
point  donnés. 

On  mène  de   parallèle  k  ah,   et  d'c'  paral- 
lèle à  a'V.  La  droite   CD  est  la  parallèle  de- 
mandée. 
Remarque.  Si  AB  est  une  droite  de  profil,  la  parallèle  CD 
n'est  pas  déterminée  complètement  par  ses  projections  (n°  26). 


Problème. 


92.  Par  un  point  donné,  m,ener  une  droite  parallèle  à  un 
plan  donné.  (Problème  indéterminé.) 

Pour  qu'une  droite  soit  paral- 
lèle à  un  plan,  il  sufflt  qu'elle 
soit  parallèle  à  une  droite  de  ce 
plan;  donc  il  faut  prendre  une 
droite  quelconque  dans  ce  plan, 
et  mener  par  le  point  donné  une 
parallèle  à  cette  droite. 

Le  problème  est  indéterminé, 
puisque  la  droite  menée  dans  le 
plan  est  arbitraire. 
Soient  (o,  a')  et  PaP'  le  point 
et  le  plan  donnés. 

Dans  le  plan  P,  prenons  une  droite  quelconque  CD;  par  le 
point  A,  menons  la  droite  AB  parallèle  à  CD. 
La  ligne  {ab,  a'b')  est  parallèle  au  plan  donné. 

Remarques.  I.  Pour  éviter  la  construction  de  la  droite  DC, 
on  prend  comme  droite  auxiliaire  Tune  des  traces  du  plan  P. 

II.  Le  lieu  des  parallèles  menées  par  le  point  A,  au  plan  P, 
est  un  autre  plan,  parallèle  à  PaP. 


Fig.  102. 
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Problème. 

93.  Par  un  point  donné,  mener  une  horizontale  parallèle 
à  un  plan  donné. 

Il  suffit  de  mener  par  le  point 
donné  une  parallèle  à  la  trace  hori- 
zontale du  plan. 

Soient  (a,  a')  et  PaP'  le  point  et  le 
plan  donnés. 

11  faut  mener  ab  parallèle  à  aP  et 
a'b'  parallèle  à  xy. 

„  ^  „  Fig.  103. 

Remarque.  De  même,  une  frontale 
AC  est  parallèle  au  plan  P  lorsque  a'c'  est  parallèle  à  aP'. 


Problème. 

94.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  parallèle  à  une 
droite  donnée.  (Problème  indéterminé.) 

Pour  qu'un  plan  soit  parallèle  à  une  droite,  il  suffit  qu'il 
contienne  une  parallèle  à  cette  droite  (G.,  n»  376);  donc,  il  faut 
mener,  par  le  point  donné,  une  parallèle  à  la  droite  donnée,  et 
tout  plan  conduit  par  cette  parallèle  satisfait  à  la  question. 

Soient  AB  et  G  la  droite  et  le 
point  donnés. 

Par  le  point  G  menons  une 
droite  (hv,  h'v')  parallèle  à  {ab, 
a'b')  (no  91);  puis  joignons  un 
point  quelconque  %  de  acy  aux 
traces  h  et  v'  (n»  66). 

Remarque.  Quand  la  droite  AB 
est  de  profil,  cette  solution  n'est 
pas  applicable  (n»  91.  Rem.) 

Après  avoir  résolu  le  problème 
du  no  95,  on  pourra  procéder  comme  il  suit  : 

On  mène  par  AB  un  plan  quelconque  R;  puis,  parle  point  G, 
un  plan  P  parallèle  à  R.  Ce  plan  P  répond  à  la  question,  car, 
étant  parallèle  à  R,  il  Test  à  toute  droite  AB  de  ce  plan. 
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Fig.  105. 


Problème. 

9».  Par  t(n  point  donné,  mener  un  plan  parallèle  à  un  plan 
donné. 

Les  plans  doivent  avoir  leurs  Iracfs 
de  même  nom  parallèles  (n»  90);  il 
suffit  donc  d'obtenir  un  point  de  l'une 
des  traces  cherchées;  pour  cela  on 
peut  employer  une  horizontale  du 
plan  demandé. 

Soient  (a,  a'),  PaP'  le  point  et  le 
plan  donnés. 

Par  le  point  (a,  a']  menons  l'horizon- 
tale (au,  aV)  parallèle  au  plan  P  (n^QS); 
puisw'p  parallèle  à  aP'  et  {-iQ  parallèle 
àaP. 

Remarque.  On  emploierait  d'une  manière  analogue  une  fron- 
tale ou  une  droite  quelconque  parallèle  au  plan  P  (n»*  93,  92). 

Problème. 

96.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  parallèle  à  deux 

droites  non  situées  dans 
un  même  plan. 

Par  le  point  donné,  il 
faut  mener  des  parallèles 
aux  droites  données;  le 
plan  de  ces  deux  nouvelles 
lignes  est  parallèle  à  cha- 
cune des  premières  (  n"  94) . 

Soient  A,  B  et  C  les 
droites  et  le  point  donnés. 

Menons  aux  droites  A  et 
^^-  B  les  parallèles  CD,  CE; 

le  plan  PaP',  conduit  par  ces  droites,  est  le  plan  demandé. 

Problème. 

97.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  parallèle  à  une 
autre  droite  donnée. 

Par  un  point  quelconque  de  la  première  droite,  il  Inut  mener 
une  parallèle  à  la  seconde  (n°  91);  le  plan  des  deux  droites 
concourantes  (n^BS)  sera  parallèle  à  la  seconde  droite,  puis- 
qu'il contiendra  une  de  ses  parallèles. 
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Soient  AB  et  CD  les  droites  données.  11  laut  mener  par  AB  un 
plan  parallèle  à  CD. 


F!g.  107. 

Par  un  point  quelconque  F  de  AB,  menons  GH  parallèle  à  CD; 
PaP'  est  le  plan  demandé. 


Problème. 

98.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  en  rencontre  deux 
autres  non  situées  dans  un  même  plan. 


Fig.  108. 

l"  Moyen.  Par  le  point  et  l'une  des  droites,  on  peut  faire  passer 
on  plan,  chercher  le  point  où  la  seconde  droite  perce  ce  plan, 
mener  la  droite  qui  joint  cette  trace  au  point  donné;  cette  troisième 
ligne,  située  dans  un  même  plan  avec  la  première,  la  rencontrera  ou 
lui  sera  parallèle. 

Soient  BD,  CE  et  A  les  droites  et  le  point  donnés.  Par  le  point  A 
et  la  droite  CE  faisons  passer  un  plan;  il  suffit  de  mener  par  le  point 
{a,  a')  une  parallèle  {af,  af)  à  [ce,  c'é). 

Pour  trouver  le  point  où  BD  perce  le  clan  ACE ,  on  peut  employer 
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le  plan  de  bout  h'dl.  11  coupe  le  plan  ACE  suivant  {cf,  c'f);  or  cf  et 
bd  se  coupent  en  m,  ce  qui  détermine  m' ;  on  trace  amn  et  a'm'n'. 
La  droite  \nm,  m'n')  répond  à  la  question. 

Vérification,  n  cl  n'  doivent  se  trouver  sur  une  même  ligne  de 
rappel. 

2<>  Moyen.  Par  le  point  donné  et  chacune  des  droites  on  fait  passer 
un  plan;  l'intersection  de  ces  deux  plans  est  la  droite  demandée. 

Ce  second  procédé  se  présente  plus  naturellement  que  le  premier; 
mais  il  donne  lieu  à  une  épure  moins  simple. 

Problème. 

99.  Mener  une  droite  qui  rencontre  deux  droites  données,  non 
situées  dans  le  même  plan,  et  qui  soit  parallèle  à  une  troisième 
droite  aussi  donnée. 


Fig.  109. 

i"  Moyen.  Par  la  première  droite,  menons  un  plan  parallèle  à  la 

troisième;  cherchons  le  point  où  la  seconde  droite  perce  ce  plan,  et 
par  ce  point  menons  une  parallèle  à  la  troisième  droite  ;  la  ligne  ainsi 
menée  est  la  réponse. 

Soient  BD,  CE  les  deux  premières  droites  données  et  AL  la  troi- 
sième; par  le  point  D  de  la  première,  menons  DF  parallèle  à  LA. 
Pour  chercher  le  point  (n,  n')  où  la  droite  CE  rencontre  le  plan 
BDF,  recourons  au  plan  projetant  b'f  :  Les  projections  b',  f  déter- 
minent b,  f,  et,  par  suite,  n;  puis  n'.  Enfin,  par  {n,  n')  menons  à 
LA  la  parallèle  MN,  qui  rencontre  BD  au  point  M. 

2»  Moyen.  Par  chacune  des  deux  premières  droites,  on  fait  passer 
un  plan  parallèle  à  la  troisième;  l'intersection  de  ces  plans  est  la 
droite  demandée. 
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§  II.  —  Droites  et  plans  perpendiculaires. 

Théorème. 

100.  Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  sa 
projection  sur  un  plan  quelconque  est  perpendiculaire  à  la 
trace  du  plan  donné  sur  le  plan  de  projection. 


Fig.  110. 


Fig.  111. 


Soit  la  droite  ABC  perpendiculaire  au  plan  P  (fig.  110);  soit 
H  un  plan  quelconque  de  projection. 

11  faut  prouver  que  la  projection  FC  de  la  droite  AB  est  per- 
pendiculaire à  la  trace  DE  du  plan  P. 

Le  plan  projetant  AFC  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal 
et  au  plan  P,  car  il  contient  AB  et  AF,  perpendiculaires  à  ces 
plans  (G.,  n°  400);  donc  il  est  perpendiculaire  à  leur  inter- 
section DE. 

La  trace  DE,  perpendiculaire  au  plan  AFC,  est  perpendiculaire 
à  FG,  qui  passe  par  son  pied  dans  ce  plan;  donc... 

Remarque.  Dans  l'épure  d'une  droite  {ab ,  a'b')  perpendicu- 
laire à  un  pian  PaP'  (fig.  111  ),  les  angles  1  et  2  sont  droits. 

Théorème  réciproque. 

101.  Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan 
dont  les  traces  sont  concourantes,  il  suffit  que  ses  projectiotis 
soient  respectivement  perpendiculaires  aux  traces  de  même 
nom  du  plan. 

Soit  une  droite  AB  dont  les  projections  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  traces  de  même  nom  du  plan  P'aP  (fig.  112). 

Appelons  (i  et  y  les  plans  projetants  dont  cette  droite  AB  est 
l'intersection  (n»  34,  Désignation  d'un  plan). 
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Fig.  112. 


Le  plan  [î  est  perpendiculaire  à  a  comme  perpendiculaire  à  la 
droite  aP'  de  ce  plan  (G.,  n°  402); 
de  même  y  est  perpendiculaire  à  a 
comme  perpendiculaire  à  aP. 

Les  plans  p  et  y  étant  perpendicu- 
laires à  a,  leur  intersection  AB  est 
elle-même  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Remarque.  Ce  théorème  cesse  d'a- 
voir lieu  lorsque  le  plan  a  est  paral- 
lèle à  ly,  parce  qu'alors  les  deux  plans 
P  et  y  se  confondent  et  ne  déterminent 
plus  la  droite  AB.   Dans  ce  cas,  la 

condition  de  perpendicularité,  toujours  nécessaire,  n'est  plus 

suffisante. 

Problème. 

102.  Par  un  plan  donné,  mener  une  perpendiculaire  à  un 
plan  donné. 

Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan  dont  les 
traces  sont  concourantes,  il  suffit  que  ses  projections  soient  per- 
pendiculaires  aux  traces  de  même  nom  de  ce  plan  (n»  101); 
donc,  des  projections  du  point  donné, 
il  faut  abaisser  des  perpendiculaires 
sur  les  traces  de  même  nom  du  plan. 
Soient  A  et  P  le  point  et  le  plan 
donnés. 

Il  faut  abaisser  de  la  projection  a, 
la  perpendiculaire  ab  sur  aP,  et  de 
a',  la  perpendiculaire  a'b'  sur  aP'. 

{ab,  a'b')  est  la  perpendiculaire  de- 
mandée. 

Remarques,  l.  Le  point  (b,  b')  est  le 
point  où  la  perpendiculaire  rencontre 
le  plan  a  {n°  85). 
IL  Si  le  plan  P  était  parallèle  &  xy ,  \a  perpendiculaire  ne 
serait  pas  déterminée  par  ses  seules  projections,  car  elle  appar- 
tiendrait à  un  plan  de  profil  (n»  26). 

Problème. 

103.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  perpendiculaire  à 
une  droite  donnée. 

On  peut  mener  immédiatement  par  le  point  une  horizontale 
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Fig.  114. 


iu  plan  demandé,  il  suffit  que  sa  projection  horizontale  soit 
perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  de  la  droite  donnée. 

Soient  {ab,  a'b')  et  {c,  c')  la 
droite  et  le  point  donnés. 

On   mène    cd    perpendiculaire 

ab,  c'd'  parallèle  à  xy,  puis 
i'P'  perpendiculaire  à  a'b',  et 
xP  perpendiculaire  à  ab. 

Le  plan  PaP' est  perpendiculaire 

{ab,  a'b'),  car  ses  traces  sont 
perpendiculaires  aux  projections 
le  même  nom  de  la  droite;  de 
plus  il  passe  par  le  point  C,  car  il 
sontient  une  droite  CD  menée  par 
ce  point. 

Remarque.  La  construction  est  la  même  quand  le  point  donné 
appartient  à  la  droite. 

Problème. 

104.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  perpendiculaire 
à  un  plan  donné.  (Problème  indéterminé.) 

Pour  que  deux  plans  soient  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  il 
suffit  que  l'un  d'eux  contienne  une  droite  perpendiculaire  à 
l'autre  plan  (G.,  n°  400);  donc,  du  point  donné  il  faut  abaisser 
une  perpendiculaire  sur  le  plan  donné,  et  tout  plan  mené  par 
cette  droite  sera  perpendiculaire  au  premier. 

Soient  A  et  PaP'  le  point 
et  le  plan  donnés. 

Par  la  projection  a,  me- 
nons la  perpendiculaire  bc 
à  la  trace  aP  ;  puis  par  a',  la 
perpendiculaire  b'c  à  aP', 
et  joignons  un  point  quel- 
conque ^  de  xy  aux  traces 
b  et  c'  de  la  droite  obtenue. 

Le  plan  QpQ'  répond  à 
la  question. 


Fig.  115. 


Problème. 

iOS.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  perpendiculaire    à 
deux  plans  donnés. 
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1er  Moyen.  Par  le  point  donné,  on  peut  mener  un  plan  per- 
pendiculaire à  rintersection  des  deux  plans  donnés;  il  sera 
perpendiculaire  à  chacun  d'eux. 


Fig.  116. 

2«  Moyen.  Du  point  donné,  on  peut  abaisser  une  perpendicu- 
laire sur  chaque  plan  ;  le  plan  de  ces  deux  droites  sera  perpen- 
diculaire à  chacun  des  plans  donnés.  (G.,  n"  400.) 

Voici  les  constructions  relatives  au  1««"  moyen. 

Soient  A,  P  et  Q  le  point  et  les  plans  donnés  (fig.  116). 

Déterminons  l'intersection  (hv,  h'v')  des  deux  plans. 

Par  le  point  (a,  a'),  menons  une  frontale  du  plan  demandé. 
Pour  cela,  traçons  a'b'  perpendiculaire  à  h'g'  et  ab  parallèle 
à  xy. 

Par  la  trace  b  de  la  ligne  de  front,  menons  by  perpendiculaire 
à  hg,  puis  yR'  perpendiculaire  à  h'g'. 

Le  plan  RyR',  perpendiculaire  à  l'intersection  HG,  est  per- 
pendiculaire aux  plans  donnés. 

Remarque.  Le  cas  particulier  suivant  est  très  employé. 

106.  Par  un  point  donné, 
mener  un  plan  vertical  qui  soit 
perpendiculaire  à  un  plan  donné. 

Soient  A  et  P  le  point  et  le 
plan  donnés.  Le  plan  demandé  est 
perpendiculaire  à  l'inlersection 
(aP,  ary)  du  plan  a  avec  le  plan 
horizontal.  De  plus,  sa  trace  ho- 
rizontale contient  la  projection  ho 
Fig.  117.  rizontale  a  (n«  40). 
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Donc,  menons  aS  perpendiculaire  à  aP,  puis  ^Q'  perpendi- 
culaire à  xy. 
Le  plan  Q'jsQ  est  le  plan  demandé. 

Problème. 

107.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  perpendiculaire 
à  un  plan  donné. 

D'un  point  quelconque  de  la  droite,  il  faut  abaisser  une  per- 
pendiculaire sur  le  plan  donné,  le  plan  des  deux  droites  sera 
perpendiculaire  au  plan  donné,  puisqu'il  contiendra  une  per- 
pendiculaire à  ce  plan.  (G.,  n"  400.) 


Fig.  118. 

Soient  AB  et  P  la  droite  et  le  plan  donnés. 

Prenons  un  point  {c,  d)  sur  la  droite;  menons  {ch,  c'h') 
perpendiculaire  au  plan  PaP'  (n»  102). 

Le  plan  des  droites  concourantes  AG  et  CH  répond  à  la  ques- 
tion. 

Ses  traces  ah,  b'v'  doivent  ise  couper  sur  xy  (n"  68). 
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§  III.  —  Vraie  grandeur  des  droites  *. 

Théorème. 

108.   Un  segment  rectiligne  se  projette  en  vraie  grandeur 
sur  tout  plan  qui  lui  est  parallèle. 

En  effet,   la  figure  GDctl  est  un  rec- 
tangle; donc  cd  =  CD. 

Théorème. 

fig.  119.  109     Toute     figure   parallèle    à    un 

plan  de  projection  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  ce  plan. 

Soit  ABCDE  une  figure  plane  quelconque,  parallèle  au  plan 

de  projection. 

Il  faut  prouver  que   ABCDE 
égale  sa  projection  abcde. 

Les  projetantes  Aa,  Bb,... 
sont  parallèles  entre  elles 
comme  perpendiculaires  à  un 
même  plan;  on  peut  les  consi- 
dérer comme  les  arêtes  d'un 
prisme  dont  les  bases  paral- 
lèles ABCDE, abcde  sontégales 
f''«-  ^'^^-  entre  elles. 

Remarque.  L'angle  abc  =  ABC. 


Théorèmei. 

HO.  Un  segment  rectiligne  est  le  quatrième  côté  d'un 
trapèze  rectangle  ayant  pour  hauteur  la  projection  de  ce 
segment  sur  un  plan  quelconque ,  et  pour  bases  les  proje- 
tantes de  ses  extrémités. 

Les  projetantes  Aa,  Bb,  sont  parallèles  entre  elles  et  perpen- 


*  Les  problèmes  relatifs  à  la  vraie  grandeur  des  droites  se  rapportent  anx 
rabattements  et  aux  rotations  ;  mais  ces  problèmes  sont  si  utiles ,  qu'il  y  aurait 
Inconvénient  à  en  retarder  l'étude;  d'autre  part,  Us  sont  si  élémentaires,  qu'on 
peut  les  résoudre  sans  connaître  la  théorie  complète  des  rabattements  et  des 
rotations;  enfin  plusieurs  d'entre  eux  sont  nécessaires  pour  l'exposition  même 
de  ces  théories. 
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Fig.  121. 


diculaires   à  ab;  donc  AB   est  le   quatrième  côté   du   trapèze 
rectangle  AB6a. 

Remarque.  Un  trapèze  tel  que  ABafe 
pourrait  être  appelé  un  trapèze  projetant. 

m.  Un  segment  rectiligne  est  l'hypo- 
ténuse d'un  triangle  rectangle  ayant 
pour  côtés  de  l'angle  droit  la  projection 
du  segment  et  la  différence  des  projetantes 
de  ses  extrémités. 

En  menant  AC  parallèle  à  ah,  on  trouve 
en  effet  kQ.=  ah  et  BG  =  B6  — Aa. 

112.  Pour  obtenir  la  vraie  grandeur  de  la  droite,  on  peut  donc 
employer  un  des  moyens  suivants  : 

(a)  Rabattre  l'un  des  trapèzes  projetants  sur  le  plan  de  pro- 
jection correspondant ,  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa 
hauteur. 

(b)  Construire  un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle 
droit  la  projection  de  la  droite  et  la  différence  des  projetantes 
extrêmes. 

(c)  Amener  l'un  des  trapèzes  projetants  à  être  parallèle  au 
plan  de  projection  de  nom  contraire,  en  le  faisant  tourner 
autour  de  l'une  de  ses  bases. 

Problème. 

113.  Déterminer  la  vraie  grandeur  d'un  segment  rectiligne, 
connaissant  les  projections  cte  ses 
extrémités. 

1"  Moyen.  Relativement  à  chaque 
plan  de  projection ,  la  droite  est  le 
quatrième  côté  d'un  trapèze  rec- 
tangle ayant  pour  hauteur  la  pro- 
jection correspondante,  et  pour 
bases  les  projetantes  des  points 
extrêmes  (nollO);  on  connaît  trois 
de  ces  côtés;  on  peut  donc  construire 
le  trapèze  projetant,  et,  par  suite, 
la  longueur  demandée. 

Soient  {ab,  a'b')  les  projections 
du  segment  recliligne  AB  (fig.  122)  ; 
ab  est  la  hauteur  du  trapèze  ABab,  dont  les  ordonnées  ca',  db' 
sont  les  bases. 

Faisons  tourner  le  trapèze  autour  de  ab,  pour  le  rabattre  sur 

EL.  3 


Fig.  122. 
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le  plan  horizontal;  il  suffit  d'élever  les  perpendiculaires  aA„ 
fcB,,  respectivement  égales  aux  ordonnées  ca',  dV ;  AjEj  est  la 
vraie  longueur  de  la  droite  AB  de  l'espace. 

114.  Remarques.  On  pourrait  déterminer  la  vraie  grandeur 

de  la  droite  en  construi- 
sant sur  le  plan  vertical 
un  trapèze  avec  a'h'  pour 
hauteur  (fig.  122),  et 
les  éloignements  ox,  bd 
pour  bases. 

II.  En  géométrie  des- 
criptive, on  recourt  ra- 
rement au  calcul  ;  mais 
on  reconnaît  facilement 
ici  que  la  longueur  l  de 
A,B,  serait  donnée  par 


a." 

-\ 

^ 

'        /'    ! 

\,   .^^^^' 

x 

1        1       |c 

'"/ 

Fig.  123. 


i=y'(a6)2-f  (ca'  — db')',  et  î=  v/(a'ft')^  + (ca  — rfb)'. 

III.  Angle  d'une  droite  et  d'un  plan  de  projection.  L'angle 
d'une  droite  et  d'un  plan  est  l'angle  que  forme  cette  droite  avec 
sa  projection  sur  ce  plan  (G.,  n"  410);  donc  l'angle  A,  B^  G^ 
(fig.  123),  égal  à  l'angle  E,,est  l'angle  que  forme  la  droite  avec 
le  plan  horizontal  *. 

IV.  En  désignant  cet  angle  par  (p,  on  a  : 

o6  =  àB  cos  9,  d'où  AB=— ^    (Trig.,  no  30). 

^  .  cos  cp      ^       **  '  ' 

US.  2«  Moyen.  On  peut  construire 
un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés 
de  l'angle  droit  la  projection  de  la 
droite  et  la  différence  des  ordonnées 
des  points  extrêmes  (n^slH  etll2,  [h]). 

Par  h'  on  mène  h'c'  parallèle  à  xy, 
et  sur  une  perpendiculaire  à  la  pro- 
jection ah,  on  prend  ak^■=a'c',  l'hy- 
poténuse 6A,  est  la  vraie  grandeur 
de  la  droite. 

Remarque.  On  peut  éviter  la  con- 
struction de  la  perpendiculaire  aAj.  Il 


Fig.  124. 


♦  Un  chapitre  spécial  est  réservé  aux  anglee  (n*  183  et  suivants);  néaimioinB 
II  est  utile  (le  signaler  les  résultats  qu'on  obtient  lorsqu'on  détermine  la  vraie 
grandeur  des  droites. 
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suffit  de  porter  ab  de  c'  en  B\.  La  droite  a'B\  est  la  longueur 
demandée. 

116.  3"  Moyen.  Pour  que  le  segment  rectiligne  donné  se  pro- 
jette en  vraie  grandeur  (n»  108),  il  suffit  d'amener  l'un  de  ses 
trapèzes  projetants  (n^^  110  et  112,  [c])  à  être  parallèle  à  l'un 
des  plans  de  projection. 

Soit  le  segment  rectiligne  {ab,  a'b')  (fig.  123). 

Amenons  le  trapèze  ABab  à  être  parallèle  au  plan  vertical. 

Faisons  tourner  ce  trapèze  autour  de  la  projetante  B&,  le  point 
(b,  b')  reste  fixe,  puisqu'il  est  sur  l'axe;  la  projection  horizon- 
tale ba  vient  en  bai  sur  une  parallèle  à  ocy,  son  extrémité  décrit 
un  arc  de  cercle  aai;  l'ordonnée  du  point  A  de  l'espace  ne 
change  pas  ;  donc  a'  se  déplace  sur  une  parallèle  à  xy  et  vient  en 
a'i  sur  la  ligne  de  rappel  aia\  ;  la  longueur  b'a\  est  la  réponse. 


,«/ 
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Fig.  125.  Fig.  126. 

117.  Remarques.  1.  On  peut  amener  la  droite  AB  à  être  parallèle 
au  plan  horizontal;  elle  devient  {a fi,  a\b')  (fig.  126). 

II.  L'angle  dba^ ,  de  la  droite  ba^  et  de  db,  menée  parallèlement 
à  ocy,  est  l'angle  de  la  droite  AB  avec  le  plan  vertical. 

Problème. 

118.  Prendre  sur  une  droite,  à  partir  d'un  point  donné, 
un  segment  de  longueur  donnée  1. 

On  peut  rabattre  la  droite,  prendre  sur  cette  ligne,  à  partir 
du  point  donné,  le  segment  de  longueur  donnée,  et  déterminer 
les  projections  de  l'extrémité  obtenue. 

Soient  {ab,  a'b')  la  droite  donnée  de  position,  {a,  a')rorigine 
du  segment. 

Opérons  comme  pour  chercher  la  vraie  grandeur  AjBj  de  {ab, 
a'b'),  en  recourant  à  l'un  des  procédés  connus,  par  exemple  au 
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deuxième  (n"  115).  Portons  /  de  Aj 
en  Cj;  le  point  C,  a  pour  projection 
horizontale  c,  et  pour  projection 
verticale  c'.  {ac,  a'c)  est  le  segment 
demandé. 

119.    Remarque.    Les   segments 
d'une  droite  sont  proportionnels  à 
leurs  projections  sur  un  plan  quel- 
conque. 
Car  on  a  : 

AjCi  ac_ aV 

CiBi  ~~  cb~'c'b' 
Ainsi  le  point  milieu  de  la  pro- 
Fig.  127.  jection  d'un  segment  rectiligne  est 

la  projection  du  point  milieu  de  ce  segment. 

Problème. 

120.  Déterminer  la  distance  d'un  point  à  un  plan. 

La  distance  d'un  point  à  un  plan  se  mesure  sur  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  sur  le  plan.  (G.,  n"  371.) 

Ainsi,  du  point  donné,  il  faut  abaisser  une  perpendiculaire 
sur  le  plan,  chercher  le  point  où  elle  rencontre  le  plan,  et  enfin 
déterminer  la  vraie  grandeur  du  segment  de  cette  perpendicu- 
laire, compris  entre  ces  deux  points. 


rig.  128. 

Soient  (a,  a')  et  P  le  point  et  le  plan  donnés. 

Du  point  A  abaissons  la  perpendiculaire  AB  sur  le  plan  (n^  102); 
à  l'aide  du  plan  projetant  cdd',  déterminons  son  pied  B  sur  le 
plan  (n°  85),  et  cherchon.<  la  vraie  grandeur  du  segment  AB, 
en  rendant  cette  droite  parallèle  au  plan  vertical  (n°  llti).  On 
obtient  b'a\. 
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Problème. 

121.  Trouver  la  distance  de  deux  plans  parallèles. 

Il  suffit  de  chercher  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'un 
d'eux  à  l'autre  pian ,  on 
est  donc  ramené  au  pro- 
blème précédent. 

Soient  PaP' et  Qj3Q' les 
plans  donnés. 

En  choisissant  le  point 
a,  on  n'a  pas  de  con- 
struction à  effectuer  pour 
avoir  un  point  du  plan  P. 

Du  point  a  abaissons 
la  perpendiculaire  (ad, 
ad')  sur  le  plan  Q,  dé- 
terminons le  pied  {d,  d') 
de  cette  perpendiculaire 
(no  85),  et  la  vraie  gran-  ^8-  ^2^- 

deur  aDj,  de  cette  ligne  (n»  115). 

Problème  inverse. 

122.  Mener  un  plan  parallèle  au  plan  PaP',  et  distant  de  ce 
plan  d'une  longueur  donnée  1. 

Par  le  point  a,  on  mène  une 
perpendiculaire  (ac,  ac')  au 
plan  PaP';  on  détermine  un 
point  {d,  d')  tel  que  la  distance 
aDj  égale  l;  pour  cela  on  prend 
un  point  (c,  c')  sur  la  perpen- 
diculaire, on  détermine  la  vraie 
longueur  aC,  de  (ac,  ac'),  puis 
on  porte  la  longueur  donnée 
de  a  en  Dj,  on  mène  l'horizon- 
tale DiV,  afin  d'obtenir  un 
.point  v'  de  la  trace  verticale; 
enfin  on  mène  v'p  parallèle  à  aP'  et  pQ  parallèle  à  aP. 

Remarque,  d  et  d'  doivent  appartenir  à  une  même  ligne  de 
rappel  ;  mais  la  trace  pQ  ne  coïncide  pas  nécessairement  avec  cCi- 

On  trouvera  plus  loin  (n"  145)  une  solution  plus  avantageuse 
de  ces  mêmes  problèmes  (n°  121  et  122). 


70 


ELEMENTS    DE   GEOMETRIE   DESCRIPTIVE 


Théorème. 


123.  Pour  qu'un  anyle  droit  se  projette  en  vraie  grandeur 
sur  un  plan,  il  suffit  que  l'un  de  ses 
côtés  soit  parallèle  à  ce  plan. 

Soient  AB  parallèle  au  plan  P,  et 
AC  perpendiculaire  à  AB. 

Il  faut  prouver  que  ac  est  perpendi- 
culaire à  ah. 

La  projetante  ka  et  la  droite  AG, 
perpendiculaires  à  AB ,  déterminent 
un  plan  ACac  qui  est  perpendiculaire 
à  AB,  et  par  suite  à  sa  parallèle  ah 
'^'      ■  (G.,  n"  392);  donc  ah,  perpendiculaire 

au  plan  ACac,  est  perpendiculaire  à  la  droite  ac  de  ce  plan. 


Théorème  réciproque. 

124.  Un  angle  est  droit  lorsque  les  projections  de  ses  côtés 
sur  un  plan  parallèle  à  l'un  d'eux  sont  rectangulaires. 

Soit  l'angle  BAC,  dont  un  côté  AB  est  parallèle  au  plan  P  et 
dont  la  projection  bac  est  un  angle  droit;  il  faut  prouver  que  AG 
est  perpendiculaire  à  AB. 

Le  plan  projetant  ACac,  contenant  deux  perpendiculaires  à 
ah,  est  perpendiculaire  à  cette  droite,  et  par  suite  à  sa  parallèle 
AB  (G.,  n°  392);  donc  AB,  perpendiculaire  au  plan  projetant, 
est  perpendiculaire  à  la  droite  AC  de  ce  plan, 

125.    Conséquences.     En    vertu    dss 

théorèmes    précédents    (  n»^    123    et 
124): 

L  Une  droite  est  perpendiculaire  à 
une  hoHzontale ,  lorsque  les  projec- 
tions horizontales  des  deux  lignes 
sont  rectangulaires. 

Ainsi  {ac,  ac')  est  perpendiculaire 
à  l'horizontale  {ah,  a'h')  lorsque  l'angle  , 
hoc  est  droit  (nol24). 

IL  Une  droite  est  perpendiculaire 
'^'       '  à  une  frontale  lorsque  les  projections 

verticales  des  deux  lignes  sont  rectangulaires  (d°  124). 
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Problème. 


126.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  une  droite  horizontale. 

La  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  l'horizontale  a  sa 
projection    horizontale   perpendiculaire 
à  la  projection  horizontale  de  la  ligne 
donnée  (n°  125);  on  peut  donc  mener 
directement  cette  perpendiculaire. 

Soient  GB  et  A  la  droite  et  le  point 
donnés. 

Il  faut  abaisser  la  perpendiculaire  ah, 
en  déduire  h',  et  chercher  la  vraie  gran- 
deur de  AB;  a!h\  est  la  distance  de- 
mandée. 

Remarque.  La  dislance  d'un  point  à 
une  frontale  s'obtient  d'une  manière  analogue;  car  la  projection 
verticale  de  la   droite  demandée  doit  être  perpendiculaire  à  la 
projection  verticale  de  la  ligne  de  front  (n»  125,  II). 


Problème. 


127.   Trouver   la  distance   d'un  point  à  une    droite  quel- 
conque. 

Lorsque  la  droite  est  quel- 
conque, rien  n'indique  la  di- 
rection de  la  perpendiculaire; 
on  peut  obtenir  cette  ligne  à 
l'aide  d'un  plan  auxiliaire  : 

Par  le  point  donné,  on  mène 
un  plan  perpendiculaire  à  la 
droite,  et  l'on  joint  le  point 
donné  au  point  où  la  droite 
perce  le  plan. 

Soient  [cd,  c'd')  et  {a,  a')  la 
droite  et  le  point  donnés. 

Par  le  point  {a,  a')  menons 
une  ligne  de  front  AH  telle  que  Fig.  134. 

h'a'  soit  perpendiculaire  à  c'd',  puis  le  plan  PaP'  perpendiculaire 
àCB  (no  103),  et  joignons  (a,  a')  au  point  (fe,  fe'),  où  la  droite 
perce  le  plan  :  {ab,  a'  b')  est  la  perpendiculaire  demandée,  6a, 
en  est  la  vraie  grandeur  (n"  117). 
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128.  Remarque.  Pour  déterminer  le  pla^PaP' perpendiculaire 
à  CD,  on  peut  prendre  indifféremment,  comme  ligne  auxiliaire, 
une  horizontale  ou  une  frontale. 

Im  même  remarque  s'applique  à  toutes  les  questions  ana- 
logues. 

La  méthode  des  rabattements  nous  offrira  (n»  179)  une  solu- 
tion plus  naturelle  de  la  question  précédente  (n»  127). 

Problème. 

129.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  dont 
l'une  eut  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection. 

Soit  à  trouver  la  plus  courte  dis- 
tance d'une  verticale  (a,  a'b')  à  une 
droite  {cd,  c'd'). 

La  perpendiculaire  commune  est 
horizontale,  puisqu'elle  est  perpen- 
diculaire à  la  verticale  (a,  a'b');  par 
suite,  sa  projection  horizontale  pst 
perpendiculaire  à  la  projection  hori- 
zontale de  CD  (n°  125);  donc  il  faut 
abaisser  du  point. a  la  perpendicu- 
laire am  sur  cd;  m  fait  connaître  m' ; 
puis  par  m'  on  mène  m'n'  parallèle 

à  xy.  La  ligne  {am,  m'n')  est  la  perpendiculaire  commune 

aux  droites  données. 
Sa  vraie  grandeur  est  am,  car  cette  droite  est  horizontale 

(no  108). 

Problème. 

130.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites,  quel- 
conques par  rapport  aux  plans  de 
projection. 

Soient  AB  et  CD  les  droites  don- 
nées. 

Les  Éléments  de  Géométrie  indiquent 
la  construction  suivante  (G.,  n°411). 
Par  l'une  d'elles  CD  on  mène  un  plan 
P  parallèle  à  l'autre.  On  projette  celle- 
ci  AB  sur  le  plan  P,  et  par  le  point 
où  cette  projection  rencontre  CD,  on  élève  au  plan  P  une 
perpendiculaire.  Cette  perpendiculaire  est  la  droite  demandée. 


Fig.  136. 
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11  suffit  d'effectuer,  en  descriptive ,  ces  diverses  opérations 
géométriques. 

Épure.  Soient  {ab,  a'b')e\,{cd,  c'd!)  les  droites  données. 

Par  un  point  quelconque  {c,  c')  de  l'une  de  ces  droites,  on 
mène  (ce,c'e')  parallèle  k  [ab,  a'b'),  et  l'on  détermine  le  plan 
PaP'   qui   contient  CD    et  CE.    Puis  de  (b,   b')  on    abaisse 


Fig.  137. 

la  perpendiculaire  {bf,  b'f)  sur  le  plan  P  (n°  102),  et  l'on 
cherche  le  point  {f,  f),  où  elle  perce  ce  plan  (n°  85).  Par  {f,  f) 
on  mène  une  parallèle  {fg,  fg')  à  la  droite  {ab,  a'b');  elle  doit 
rencontrer  {cd,  c'd')  en  g  et  g'  sur  une  ligne  de  rappel;  puis 
par  ((7,  ^')on  mène  {gm,  g'm')  parallèle  à{bf,  b'f);  la  droite 
{gm,  g  m')  est  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites 
AB  et  CD;  sa  vraie  grandeur  gnii  est  la  distance  demandée 
(no  117). 


EXERCICES 

POSITIONS   RELATIVES    DES   DROITES   ET   DES    PLANS 


Droites  et  plcuii  parallèle! . 

BL  T.  Deux  droites  situées  dans  des  plane  parallèle»  sont  parallèles  lorsque 
deux  projections  de  même  nom  sont  parallèles. 

62.  T.  Deux  droites  dont  les  projections  horizontales  sont  parallèles  ont  aussi 
les  projections  verticales  parallèles  lorsque  ces  droites  sont  situées  dans  des 
plans  parallèles. 

63.  Deux  droites  peuvent -elles  avoir  deux  projections  de  même  nom  paral- 
lèles et  les  deux  autres  concourantes? 

64.  Sans  recourir  au  rabattement  da  plan  de  profil,  pent-on  reconnaître  que 
deux  droites  de  profil  sont  parallèles? 

65.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  parallèle  à  une  droite  de  profil. 

66.  Comment  reconnaît-on ,  à  l'inspection  de  ses  projections ,  qu'une  droite  est 
parallèle  à  l'un  des  plans  bissecteurs  ? 

67.  Comment  reconnaître  qa'one  droite  de  profil  est  parallèle  à  l'un  des  plans 
bissecteurs  ? 

68.  Par  un  point  donné,  mener  nue  droite  qui  en  rencontre  deux  autres  non 
situées  dans  un  même  plan. 

69.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  rencontre  la  ligne  de  terre  et 
une  seconde  droite  indiquée  ci  -  après  : 

1«  Droite  quelconque; 

20  Horizontale,  ou  ligne  de  front; 

3°  Droite  de  profil. 

70.  Mener  une  droite  qui  rencontre  trois  autres  droites  non  situées  deux  à 
deux  dans  un  même  plan. 

7L  Mener  une  droite  qui  rencontre  deux  droites  données,  non  situées  dans 
le  même  plan,  et  qui  soit  parallèle  à  une  troisième  droite. 

Le  problème  proposé  petit  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Étant  données  trois  droites  non  situées  deux  à  deux  dans  le  même  plan, 
mener  une  quatrième  droite  parallèle  à  l'une  d'elles,  et  sécante  par  rapport  aux 
deux  autres. 

72.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  parallèle  à  un  plan  donné  et  ren- 
contrant une  droite  donnée. 

l"  Le  plan  et  la  droite  sont  quelconques  ; 

2<>  Le  plan  pai«e  par  la  ligne  de  terre  et  un  point,  la  droite  est  de  profil,  et 
elle  est  donnée  par  ses  traces. 

73.  T.  Les  projections  horizontales  de  toutes  les  horizontales  qui  rencontrent 
deux  droites  de  front  fixes  passent  par  un  même  point. 


EXERCICES  75 

74.  Toutes  les  horizontales  qui  s'appuient  sur  deux  droites  fixes,  ayant  leurs 
projections  horizontales  parallèles,  s'appuient  aussi  sur  une  verticale  fixe. 

75.  Indiquer  dans  quel  cas  deux  plans  parallèles  à  xy  sont  parallèles  entre 
eux. 

76.  Par  un  point,  mener  un  plan  parallèle  à  un  autre  plan  dont  1"  les  traces 
sont  parallèles  à  xy;  2°  les  traces  sont  en  ligne  droite;  3°  à  un  plan  déterminé 
par  deux  droites  concourantes. 

77.  Par  un  point,  mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  déterminé  par  deux 
droites  parallèles,  et  sans  recourir  aux  traces. 

78.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné  par  une 
de  ses  lignes  de  pente,  ou  par  une  de  ses  lignes  d'inclinaison. 

79.  Par  la  ligne  de  terre,  mener  un  plan  parallèle  à  une  droite  donnée  et 
déterminer  l'angle  que  fera  ce  plan  avec  le  plan  horizontal. 

80.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  passe  à  égale  distance  de  deux 
autres  points  donnés. 

81.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  équidlstant  de  deux  points  donnés. 

82.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  passe  à  égale  distance  de  trois 
autres  points  donnés. 

83.  Mener  un  plan  qui  soit  équidistant  de  trois  points  donnés  et  qui  soit 
parallèle  à  une  droite  donnée. 

84.  Par  trois  points  donnés ,  mener  trois  plans  parallèles  et  équldistants. 

85.  Par  trois  points  donnés,  mener  trois  plans  parallèles  et  équldistants;  l'un 
de  ces  plans  doit  passer  par  un  quatrième  point  aussi  donné. 

86.  Par  deux  points  A,  B  et  une  droite  CD,  mener  trois  plans  parallèles  et 
équidislants. 

87.  Mener  un  plan  équidistant  d'un  point  A  et  d'une  droite  BC,  parallèle- 
ment à  une  autre  droite  DE. 

88.  Par  quatre  points  quelconques  de  l'espace,  mener  quatre  plans  parallèles 
équldistants. 

89.  Mener  un  plan  équidistant  de  deux  droites  non  situées  dans  un  même 
plan. 

90.  Par  trois  droites  non  situées  deux  à  deux  dans  un  même  plan,  mener 
trois  plans  qui  se  coupent  suivant  une  même  droite. 


Droites  et  plans  perpendiculaires. 

91.  T.  Deux  plans  sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  :  1"  lorsque,  étant  per- 
pendiculaires à  un  même  plan  de  projection,  leurs  traces  sur  ce  plan  sont  per- 
pendiculaires ;  2°  lorsque  chacun  d'eux  n'a  qu'une  trace  et  que  les  deux  traces 
(  une  de  chaque  plan  )  sont  de  noms  contraires  ;  3»  lorsqu'un  des  plans  n'a  qu'une 
trace  et  que  les  deux  traces  du  second  sont  perpendiculaires  à  la  trace  du 
premier. 

92.  Par  rapport  h  un  plan  de  projection,  quelle  position  faut -il  donner  à  un 
triangle  isocèle  pour  que  les  côtés  égaux  aient  des  projections  égales  ? 
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Déduire  de  cette  étude  les  cas  où  la  projection  de  la  bissectrice  d'un  angle 
tat  aussi  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  projections  des  côtés  de  cet 
angle. 

93.  T.  1°  Un  plan  dont  les  traces  sont  symétriques  par  rapport  à  xy  eat 
perpendiculaire  au  premier  bissecteur. 

2»  Un  plan  dont  les  traces  sont  confondues  est  perpendiculaire  au  second 
bissecteur. 

94.  T.  Lorsque  les  projections  d'une  droite  sont  perpendiculaires  aux  traces 
d'un  plan  mené  par  xy,  ou  parallèlement  à  xy,  on  ne  peut  pas  affirmer  que  la 
droite  soit  perpendiculaire  au  plan. 

95.  1»  (Comment  reconnaît -on  qu'une  droite  est  perpendiculaire  à  l'un  des 
plans  bissecteurs  sans  recourir  au  rabattement  du  plan  de  profil  qui  contient 
cette  droite? 

2»  Comment  reconnaître  qu'une  droite  rencontre  les  plans  de  projection  sous 
des  angles  de  45  degrés? 

96.  D'un  point  donné,  abaisser  une  perpendiculaire  sur  un  plan  donné  par 
une  horizontale  et  une  ligne  de  front. 

97.  Par  un  point  dont  les  projections  coïncident,  mener  un  plan  perpendicu- 
laire à  une  droite  dont  les  projections  coïncident. 

98.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  de 
profil. 

99.  Par  la  ligne  de  terre,  mener  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan  donne. 

100.  Par  la  droite  qui  aurait  pour  projections  les  traces  d'un  plan  donné, 
abaisser  un  plan  perjiendiculaire  sur  le  premier  et  déterminer  l'intersection  des 
deux  plans. 

101.  Par  une  droite  quelconque,  AB,  mener  un  plan  perpendiculaire  à  un 
plan  déterminé  par  la  ligne  de  terre  et  un  point  D.  —  Trouver  l'intersection 
des  deux  plans. 

102.  Par  une  droite  quelconque,  mener  nn  plan  perpendiculaire  à  un  plan  de 
profil. 

103.  D'un  point  quelconque,  mener  une  perpendiculaire  à  une  droite  de 
profil. 

104.  Trouver  sur  la  ligne  de  terre  un  point  qui  soit  également  éloigné  des 
deux  traces  d'une  di'oite  donnée. 

105.  1»  Lieu  géométrique  des  points  équidistants  de  deux  points  donnés. 
2°  Lieu  géométrique  des  points  équidistants  de  trois  points  donnés. 

30  Lieu  géométrique  des  points  équidistants  des  trois  côtés  d'un  triangle. 

106.  Étant  donnés  trois  points  et  un  plan,  trouver  un  point  du  plan  qui  solt 
équidlstant  des  trois  points  donnés. 

107.  Sur  une  droite  donnée,  trouver  un  point  également  éloigné  de  deux 
points  donnés. 

108.  Trouver  un  point  éqnidistant  de  quatre  points  donnés. 

109.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  soit  orthogonale  à  deux 
droites  données. 

110.  Mener  par  le  point  \  une  droite  qui  rencontre  la  droite  BC  et  soit 
orthogonale  à  la  droite  FG. 
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Vraie  grandeur  des  droites. 


111.  Trouver  la  vraie  grandeur  d'un  segment  rcctiligne  dans  les  cas  parri- 
cullers  suivants  : 

10  Les  deux  projections  partent  d'un  même  point  de  la  ligne  de  terre  ; 
2"  Les  projections  se  coupent  au  même  point  de  la  ligne  de  terre; 
3»  La  droite  est  située  dans  le  quatrième  dièdre; 
4o  La  droite  est  située  en  partie  dans  deux  dièdres  différents. 

112.  Trouver  la  vraie  grandeur  d'une  droite  de  profil  limitée  à  ses  traces  et 
connue  : 

1»  Par  ses  traces; 
2"  Par  deux  de  ses  points  ; 

3"  Par  l'un  de  ses  points  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  un  des  plans  de  pro- 
jection ; 

4°  Par  l'nn  de  ses  points  et  la  distance  de  cette  droite  à  la  ligne  de  terre. 

113.  Sur  une  droite  limitée,  trouver  un  point  1»  également  éloigné  des  deux 
extrémités  de  la  ligne;  2»  au  tiers  de  la  ligne;  3»  dont  les  distances  aux  deux 
extrémités  soient  dans  un  rapport  donné. 

114.  Joindre  un  point  donné  à  un  point  de  la  ligne  de  terre,  de  manière  que 
la  droite  comprise  entre  ces  deux  points  ait  une  longueur  donnée. 

115.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  un  plan  : 

(a)  Le  plan  est  parallèle  à  xy ; 

(b)  Le  plan  est  déterminé  par  xy  et  un  point; 
(o)  Le  plan  a  ses  deux  traces  en  ligne  droite. 

116.  Trouver  la  distance  d'un  point  donné  : 
1»  A  la  ligne  de  terre; 

2"  A  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  ; 

3»  A  une  ligne  située  dans  le  plan  vertical; 

4<>  A  une  horizontale  quelconque. 

117.  Étant  donné  deux  droites  verticales  et  un  point  sur  l'une  d'elles,  trouver 
8ur  l'autre  un  point  distant  du  premier  d'une  longueur  donnée. 

118.  Étant  donnés  un  point  et  une  ligne  quelconque,  trouver  sur  la  ligne  un 
point  dont  la  distance  au  point  donné  égale  une  longueur  l. 

119.  Une  droite,  limitée  à  ses  deux  traces,  étant  donnée,  mener  un  plan  per- 
pendiculaire à  cette  ligne,  au  point  qui  est  au  tiers  de  sa  longueur,  à  partir  de 
la  trace  horizontale. 

120.  Déterminer  la  distance  de  l'un  des  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés 
par  les  plans  de  projection,  et  d'une  droite  parallèle  à  ce  plan  bissecteur. 

121.  Une  droite  étant  parallèle  à  un  plan,  trouver  la  distance  de  cette  ligne 
au  plan. 

122.  1»  Sur  une  droite  donnée,  trouver  un  point  dont  l'ordonnée  soit  double 
de  l'éloignement  ;  2°  même  problème  lorsque  le  point  doit  appartenir  à  un  plan 
donné;  3°  quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  du  plan  dont  l'ordonnée  et 
l'éloignement  sont  entre  eux  dans  un  rapport  donné. 

123.  Trouver  la  distance  d'un  point  donné  sur  la  ligne  de  terre,  à  une  droite 
quelconque. 
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124.  Construire  la  perpendiculaire  commune  à  deux  droites  données  : 

10  Deux  droites  ayant  deux  projections  de  même  nom  parallèles. 

2»  Ligne  de  terre  et  droite  quelconque. 

3»  L'une  des  droites  données  est  horizontale,  de  front,  ou  parallèle  &  Ty. 

128.  1»  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  plans  parallèles. 
2"  Mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné  et  distant  de  ce  plan  d'une  lon- 
gueur î. 

126.  Trouver,  sur  la  ligne  de  terre,  un  point  distant  d'nne  quantité  donnée 
I  d'un  plan  donné  P. 

127.  Trouver,  sur  une  ligne  donnée  quelconque,  un  point  distant  d'nne  quan- 
tité donnée  d'un  plan  donné. 

128.  Mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné,  de  manière  qne  les  deux 
plans  interceptent  une  longueur  donnée  l  sur  une  droite  donnée. 

129.  Placer,  dans  un  plan  donné,  une  droite  de  profil  ayant  une  longueur 
donnée  l  entre  ses  traces  h  et  i/. 

130.  Par  un  point  pris  dans  un  plan,  on  mène  dans  ce  plan  une  suite  de 
droites  de  longueur  constante  r.  Pour  quelles  positions  de  la  droite  obtiendra- 
t-on  la  projection  horizontale  1"  la  plus  longrue  ;  2»  la  plus  courte? 

131.  Mêmes  données  que  précédemment  (n»  130). 

1»  Pour  quelles  positions  de  la  droite  les  deux  projections  sont  -  elles  égales 
entre  elles? 

20  Pour  quelles  positions  de  la  droite  la  projection  horizontale  aura-t-elle 
nne  longueur  donnée  IT 

132.  On  donne  la  trace  horizontale  d'un  plan  de  bout,  un  point  dans  l'espace, 
et  la  distance  de  ce  point  au  plan  :  déterminer  la  trace  verticale  du  plan. 

133.  Déterminer  un  point  qui  soit  à  une  distance  donnée  de  chaque  plan  de 
projection  et  d'un  plan  donné. 

134.  Déterminer  un  point  qui  soit  à  une  distance  donnée  d'un  point  donné  et 
des  plans  de  projection. 

135.  Déterminer  un  point  qui  soit  i  une  distance  donnée  du  plan  horizontal 
et  de  deux  points  ayant  même  ordonnée. 


CHAPITRE  IV 

MÉTHODES    DIVERSES 


131.  Introduction.  La  résolution  des  divers  problèmes  devient 
très  simple  lorsque  les  données  ont  certaines  positions  particu- 
lières relativement  aux  plans  de  projection  :  ainsi,  on  peut 
trouver  directement  la  distance  d'un  point  à  un  plan  vertical, 
ou  à  une  droite  horizontale  (n°  126);  tandis  qu'il  faut  des  con- 
structions auxiliaires  pour  avoir  la  distance  d'un  point  à  un 
plan  quelconque  (n»  120),  ou  à  une  droite  quelconque  (no  127). 
//  est  donc  utile,  et  parfois  nécessaire,  de  rapporter  les  don- 
nées à  de  nouveaux  plans  de  projection  qui  permettent  d'em- 
ployer des  constructions  plus  simples;  ou  bien,  de  modÂfier  la 
position  des  données  par  rapport  aux  plans  primitifs. 

On  distingue  trois  méthodes  principales  : 
1°  Les  changements  des  plans  de  projection; 
2"  Les  rotations; 
3»  Les  rabattements*. 

§  I.  —  Changements  des  plans  de  projection. 

Problème  I 

132.  Changement  du  plan  vertical.  Con- 
sidérons deux  plans  verticaux  V  et  V 
ayant  BE  pour  intersection  :  un  point 
A  de  l'espace  a  pour  projection  a  et 
a'  ou  a  et  a'j,  suivant  que  l'on  consi- 
dère les  plans  H  et  V  ou  bien  H  et  V. 
Mais  ma'  =  na'i,  car  chacune  de  ces 
droites  égale  l'ordonnée  Aa,  donc,  en 
rabattant  chaque  plan  vertical,  on  ob- 
tient une  épure  sur  laquelle  na\  =  ma'. 

Ainsi,  lorsqu'on  change  de  plan  ver- 
tical de   projection,  en    conservant  le 


Fig.  138. 


On  peut  passer  immédiatement  à  l'étude  des  rabattements,  §  III,  no  I61t 
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même  plan  horizontal ,  la  projection  horizontale  d'un  point  quel- 
conque ne  change  pas ,  et  son  ordonnée  conserve  une  longueur  inva- 
riable. 

133.  Disposition  des  projections.  Pour  faciliter  la  lecture  de  Tépure, 
la  nouvelle  ligne  de  terre  est  désignée  par  x'y' ;  les  lettres  sont 
placées  de  telle  sorte  qu'en  lisant  x'y',  de  gauche  à  droite,  suivant 
l'usage,  la  partie  supérieure  du  nouveau  plan  vertical  se  trouve  au- 
dessus  de  la  ligne  de  terre. 

La  nouvelle  projectiou  verticale  du  point  A  est  indiquée  par  a\. 

Exemples,  l»  Soient  a,  o'  (fig.  139)  les  projections  d'un  point  A  de 
l'espace.  Avec  x'y'  prenons  un  nouveau  plan  vertical  V  que  nous 
rabattons  vers  la  droite  du  dessin.  Pour  avoir  la  nouvelle  projection 
verticale  a',,  il  faut  abaisser  une  perpendiculaire  ana\  sur  x'y',  et 
prendre  au-dessus  de  x'y'  une  longueur  na'i  égale  à  ma' ;  car  a'  est 
au-dessus  de  xy. 


*/ 


a?  -^ 


/ 


A 


T 


Fig.  139.  Rg.  140. 

2»  (fig.  140)  x'y'  fait  connaître  que  le  nouveau  plan  vertical  V  a 
été  rabattu  vers  la  gauche  du  dessin.  Au-dessus  de  x'y'  on  prend 
na\  =  ma'. 

134.  Règle  pratique.  Lorsqu'on  change  de  plan  vertical,  la  nouvelle 
projection  verticale  d'un  point  s'obtient  en  abaissant,  de  la  projection 
horizontale,  une  perpendiculaire  sur  x'y',  et  portant,  dans  la  direc- 
tion convenable ,  l'ordonnée  du  point  considéré. 

135.  Changement  du  plan  horizontal.  Par  convention,  CD  appelle 
nouveau  plan  horizontal  tout  plan  perpendiculaire  au  pian  vertical 
conservé,  lorsque  ce  plan  de  bout  doit  remplacer  le  plan  horizontal 
primitif. 

La  règle  pratique  pour  faire  ce  changement  est  analogue  à  celle 
qui  vient  d'être  donnée  (n»  13'i). 

Exemple.  Supposons  qu'avec  x'y'  {i\g.  141]  on  prenne  un  nouveau 
plan  horizontal,  rabattu  vers  la  partie  inférieure  de  l'épure. 

Un  point  tel  que  (a,  a')  devient  (cj,  o').  Pour  obtenir  a,,  on  mène 
la  ligne  de  rappel  a'nai,  et,  au-dessous  de  x'y',  on  prend  na|  =  ;na; 
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car,  quel  que  soit  le  plan  choisi  pour  nouveau  plan  horizontal,  le  point 
A  de  l'espace  conserve  la  même  position  par  rapport  au  plan  vertical 
conservé. 

Un  point  tel  que  (c,  c'), 
Bitué  derrière  le  plan  vertical , 
reste  derrière  ce  plan  et  devient 
(cj,  c').  Il  faut  qu'on  ait  : 
nc^  =  nic,  car  l'éloignement 
ne  varie  pas. 

Réciproquement.  Si  l'on 
donne  un  point  (èj,  b')  par 
rapport  à  x'y'  el  à  H',  on  ob- 
tient {b,  b')  par  rapport  à  xy 
et  au  plan  H,  en  prenant  mb  =  nbi. 


Fig.  141. 


Problème  II 

136.  Projection  d'uae  droite-  Une  droite  étant  donnée,  on  obtient  sa 
projection  sur  un  nouveau  plan  de  projection,  en  déterminant  la  nou- 
velle projection  de  deux  de  ses  points. 

1»  Soit  à  déterminer  la  projection  verticale  d'une  droite  sur  un  nou- 
veau plan  vertical  (fig.  142). 

La  projection  horizontale  ab  ne  change  point;  de  a  et  6  abaissons 
des  perpendiculaires  sur  x'y';  et  déterminons  a'j  et  b\,  en  prenant 
des  ordonnées  respectivement  égales  à  celles  de  a'  et  de  b'.  La  nou- 
velle projection  verticale  est  o'iè'j. 


Fig.  142. 


2»  Soit  à  déterminer  la  projection  horizontale  d'une  droite  sur  un 
nouveau  plan  horizontal. 

En  prenant  un  nouveau  plan  horizontal  avec  x'y'  {fig.  143),  on 
obtient  aj&i  pour  nouvelle  projection  horizontale  de  la  droite  (ab,  a'b'), 
les  points  ai ,  bj  ayant  par  rapport  à  x'y'  le  même  éloignement  que  a 
et  b  par  rapport  à  xy. 
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Fig.  144. 


Application  I 

137.  p.  Changer  de  plan  vertical  de 
projection,  de  manière  qu'une  droite 
donnée  ioit  parallèle  au  nouveau  plan 
vertical. 

Soit  la  droite  [ab,  a'b');  prenons  un 
plan  vertical  parallèle  à  cette  ligne; 
pour  cela,  menons  idy'  parallèle  à  ab. 
La  droite  représentée  actuellement  par 
{ab,  o'j6'j)  est  parallèle  au  plan  V, 
que  l'on  a  rabattu  vers  la  diroite  de 
l'épure. 


138.  Remarques.  I.  On  peut  prendre  x'j/'  sur  ab;  dans  ce  cas,  la 
droite  se  trouve  sur  V,  et  l'on  obtient  une  des  deux  dispositions  sui- 
vantes (fig.  145  et  146).  Les  constructions  sont  identiques  à  celles  qui 
donnent  la  vraie  grandeur  d'une  droite  (n"  113). 


Fig.  146. 


Dans  la  figure  145,  le  plan  V  est  rabattu  vers  la  droite  ou  vers  la 
partie  inférieure  de  l'épure;  dans  la  flgure  146,  il  est  rabattu  de  l'autre 
côté  de  ab. 

II.  La  droite  considérée  est  invariable  de  position  dans  l'espace, 
mais  ses  projections  changent  suivant  les  plans  adoptés;  néanmoins 
on  énonce  ordinairement  les  problèmes,  le  précédent,  par  exemple, 
comme  il  suit  : 

A  l'aide  d'un  changement  de  plan,  rendre  une  droite  parallèle  au 
plan  vertical. 

Dans  les  énoncés  suivants  nous  nous  conformons  à  l'usage  reçu. 

Application   II 

139.  p.  A  l'aide  d'un  changement  de  plan,  rendre  verticale  une 
droite  de  front. 
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Il  faut  choisir  un  plan  horizontal  perpendiculaire  à  la  droite  donnée. 

Soit  la  frontale  {ab,  a'b');  prenons  un 
plan  horizontal  perpendiculaire  à  AB;  il 
suffit  de  mener  x'y'  perpendiculaire  à  a'b', 
et  de  prendre  a'ai  =  aa'. 

La  droite  est  représentée  par  (cj,  a'b'). 
Cette  droite  est  perpendiculaire  au  plan  H', 
car  a'b'  est  perpendiculaire  à  x'y';  d'ail- 
leurs, la  détermination  des  nouvelles  pro- 
jections horizontales,  des  divers  points  de  la 
droite  donnée,  conduit  à  la  même  consé- 
quence :  pour  tout  point,  B,  par  exemple", 
il  faut  prendre  a'ai^=mb,  or  mb  =  a'a. 

Application  III 

140.  p.  Rendre  une  droite  quelconque  pet^pendiculaire  à  l'un  des 
plans  de  projection. 

U  faut  opérer  deux  changements  successifs;  par  exemple,  prendre 
un  nouveau  plan  vertical  V  parallèle  à  cette  droite,  puis  un  nouveau 
plan  horizontal  perpendiculaire  à  la  nouvelle  projection  verticale  de 
la  droite. 

Soit  {ab,  a'b')  la  droite 
donnée. 

Prenons  un  nouveau  plan 
vertical  avec  x'y'  passant  par 
ab;  la  droite  {ab ,  a'jfc'j)  est 
sur  le  plan  V'  ;  puis  pre- 
nons un  nouveau  plan  hori- 
zontal avec  x"y'',  perpendi- 
culaire à  a'jfc'i.  La  nouvelle 
projection  horizontale  Cj  est 
sur  x"y",  puisque  la  droite  est 
sur  V,  et  la  droite  (aj,  a'jb'i) 
est  perpendiculaire  au  plan  H'. 

Remarque.  Au  lieu  d'effectuer  deux  changements  de  plan,  on  peut 
combiner  cette  méthode  avec  la  suivante  (n°  146),  et  effectuer  un  seul 
changement  de  plan  et  une  rotation. 


Fig.  148. 


Application  IV 

141.  p.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites,  dont 
l'une  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection. 

On  peut  mener  directement  la  perpendiculaire  commune  à  deux 
droites,  lorsqu'une  de  ces  lignes  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans 
de  projection  {n°  129);  prenons  donc  un  nouveau  plan  qui  soit  per- 
pendiculaire à  la  parallèle  donnée. 
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Soient  données  la  droite  quelconque  AB  et  la  frontale  CD. 

On  est  conduit  à  prendre 
un  nouveau  plan  horizontal  H' 
perpendiculaire  à  CD;  pour 
cela  menons  aify'  perpendicu- 
laire à  dd'  au  point  d.  La  ligne 
AB  devient  (a,6i,  a'b'),  CD 
devient  (cj,  dd')\  cette  droite 
étant  perpendiculaire  au  plan 
H',  la  perpendiculaire  com- 
mune aux  droites  données  est 
parallèle  au  plan  H',  et  se  pro- 
jette en  vraie  grandeur  sur  ce 
plan. 

Abaissons  donc  la  perpen- 
diculaire c^e^  sur  a^b^  ;  e,  fait 

connaître  d,  et  l'on  mène  dd'  parallèle  à  x'y'.  La  vraie  grandeur  de 

(cjC, ,  d'd)  est  la  dislance  cherchée  c,ei. 

142.  Remarque.  Si  les  deux  droites  étaient  quelconques,  on  amène- 
rait l'une  d'elles  à  être  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection  (n»  137), 
et  l'on  serait  ramené  au  problème  précédent  (n»  141). 

Problème  III 


143.  Un  plan  quelconque  étant  donné  par  ses  traces,  changer  l'un 
des  plans  de  projection. 

L'une  des  traces  ne  change  pas;  la  trace  nouvelle  est  l'intersection 
du  plan  donné  avec  le  nouveau  plan  de  projection;  il  suffit  de  déter- 
miner un  point  de  cetlp  nouvelle  trace.  Pour  cela,  on  prend  un  point 

du  plan  donné,  et  l'on  cher- 
che la  nouvelle  projection  de 
ce  point. 

Soit  à  déterminer  la  nou-  ' 
velle  trace  verticale  du  plan 
PaP. 

W  Construction.  Prenons 
un  point  quelconque  du  plan, 
{a,  a')  par  exemple,  à  l'aide 
d'une  horizontale  (ab,  a'V); 
déterminons  a',  (n<>133),  et 

l'horizontale  a  pour  nouvelles  projections  {ac,  a',c'i);  donc  pc*,  est 

la  nouvelle  trace  verticale  du  plan. 

144.  2*  Construction.  La  détermination  de  la  nouvelle  trace  se  sim- 
plilie  beaucoup  lorsqu'on  utilise  le  point  qui  se  projette  à  l'intersec- 
tion des  deux  lignes  de  terre. 
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Soit  le  plan  PaP'  (fig.  151). 

Prenons  un  nouveau  plan  vertical,  avec  x'y'  pour  nouvelle  ligne 
de  terre  ;  le  point  {a,  a'}  a  sa  nouvelle  projection  verticale  sur  la  trace 
verticale  cherchée;  or,  l'ordonnée  de  ce  point  n'ayant  pas  changé,  il 
suffit  déporter  aa'  en  aa\,  et  le  plan  PaP'  est  représenté  par  PpP'i. 


Fig.  151. 


Fig.  152. 


En  changeant  le  sens  de  a^y',  le  rabattement  peut  être  effectué  vers 
la  droite  ou  vers  la  partie  inférieure  de  l'épure  (fig.  152). 

Remarque.  A  l'aide  d'un  changement  de  plan,  on  peut  rendre  un 
plan  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection. 

Par  exemple,  pour  rendre  PaP'  perpendiculaire  au  plan  vertical 
(fig.  151),  il  suffit  de  prendre  aj'y'  perpendiculaire  à  la  trace  hori- 
zontale aP  (no  37,  2»). 


Application. 

145.  p.  Trouver  la  distance  de  deux  plans  parallèles. 

On  remplace  un  des  plans  de  projection  par  un  plan  perpendiculaire 
aux  plans  donnés,  et,  sur  ce  nouveau  plan,  la  distance  des  traces  est 
la  distance  demandée. 

Soient  les  plans  P  et  Q. 

Prenons  un  nouveau  plan  horizon- 
tal H'  perpendiculaire  aux  deux  plans; 
il  suffit  pour  cela  que  aJy'  soit  perpen- 
diculaire aux  traces  verticales  de  ces 
plans  (n»  37,  1»);  au  point  h'  élevons 
une  perpendiculaire  à  cdy' ,  et  prenons 
b'bi^b'b;    b'c^  =  b'c. 

Les  plans  PjaP',  QipQ',  sont  per- 
pendiculaires au  plan  H',  car  leurs 
traces  verticales  sont  perpendiculaires  '^' 

à  sdy' ;  donc  la  perpendiculaire  commune  d  est  la  distance  cherchée. 
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Remarque.  Cette  solution,  plus  élégante  que  la  solution  directe 
(n"  121),  fournit  aussi  un  meilleur  moyen  de  mener  un  plan  parallèle 
à  un  plan  donné,  à  une  distance  donnée  (n'>122). 

§  II.  —  Rotations. 

146.  Dans  la  méthode  des  changements  de  plans  de  projection,  la 
figure  de  l'espace  ne  change  pas  de  position,  mais  elle  est  projetée 
sur  de  nouveaux  plans. 

Dans  la  méthode  des  rotations,  les  plans  de  projection  sont  inva- 
riables, mais  on  modifie  la  position  de  la  figure  dans  l'espace.  Pour 
cela,  on  fait  tourner  la  figure  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  de  projection. 

Vaxe  vertical  est  perpendiculaire  au  plan  H,  et  Vaxe  horizontal  e&t 
perpendiculaire  au  plan  V,  ce  dernier  est  une  droite  de  bout  (n"  23,  III). 

Problème  I 


147.  Rotation  d'un  point- 


Fig.  154. 


Lorsqu'une  figure  tourne  autour  d'un  axe 
vertical  AB,  chaque  point  G  de  cette 
figure  décrit  un  arc  de  cercle  CD  dont 
le  centre  est  sur  l'axe  de  rotation  et 
dont  le  plan,  perpendiculaire  à  AB,  est 
parallèle  au  plan  H. 

Mais  toute  figure  parallèle  à  un  plan 
se  projette  en  vraie  grandeur  sur  ce 
plan  (n"  109)  ;  donc  l'arc  CD  a  pour  pro- 
jection horizontale  un  arc  égal  C,Di, 
de  centre  A. 

La  projection  verticale  de  l'arc  CD 
est  une  droite  parallèle  à  xy ,  car  le 
plan  CBD  est  parallèle  au  plan  H. 


148. 


Épure  (fig.  155).  Soient  (a,  a'b')  l'axe  vertical,  (c,  c')  le  point 
donné.  Puisque  l'arc  décrit  par  le  point  C  se 
projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  hori- 
zontal, et  que  ac  est  la  distance  du  point  C 
à  l'axe  donné,  la  projection  horizontale  c  dé- 
crit un  arc  de  centre  o  et  de  rayon  ac;  sup- 
posons qu'elle  s'arrête  au  point  q. 

La  projection  verticale  d  se  déplace  suivant 
une  parallèle  à  xy  et  s'arrête  en  c*, ,  sur  la 
même  ligne  de  rappel.  La  nouvelle  position 
du  point  C  se  désigne  par  Ci  et  ses  projec- 
tions par  (cj,  c'i). 


! ÎT 


Fig.  155. 


Ax«   horiionui.    De   même,    si    l'axe   est 
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une  droite  de  bout  (fig.  156),  la  projection 
verticale  se  meut  sur  une  circonférence  de 
centre  a',  et  la  projection  horizontale,  sur 
une  parallèle  dfcd,  à  la  ligne  de  terre.  Elles 
restent  constamment  sur  une  même  ligne  de 
rappel. 

Remarque.   On  peut  faire  tourner  le  point 
d'un  angle  d'a'd\  de  grandeur  donnée. 
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Problème  II 


Fig.  156. 


149.  Rotation  d'une  droite.  La  rotation  d'une  droite  s'effectue  par 
la  rotation  de  deux  de  ses  points. 

Soit  la  droite  [cd,  dd']  à  faire  tourner  d'un  angle  a  autour  de  l'axe 
vertical  (a,  a'h'). 


Flg.  157. 


1"  Disposition  (fig.  157).  Du  centre  a  décrivons  un  arc  qui  coupe 
la  projection  horizontale  en  deux  points  c  et  d;  des  lignes  de  rappel 
déterminent  d  et  d' ;  a.  étant  l'angle  donné,  il  suffit  de  prendre  l'arc 
ddi  =  cci.,  et  de  projeter  les  points  Cj,  dj  en  c'j,  d'i  sur  les  parallèles 
menées  à  xy  par  d  et  d'.  La  droite  donnée  est  devenue  (cirfj,  c'id'i). 

150.  2e  Disposition  (flg.  158).  Déterminons  la  plus  courte  distance 
de  l'axe  à  la  droite  donnée  (n»  129) ,  il  suffît  d'abaisser  la  perpendicu- 
laire ad  sur  la  projection  horizontale  de  la  droite;  d  fait  connaître  d', 
et  la  plus  courte  distance  a  pour  projections  ad  et  b'd'. 

Par  la  rotation ,  ad  vient  en  adi ,  d'après  l'angle  donné  a  ;  puis  di 
fait  conoaitre  d'^. 
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La  droite  donnée  reste  constamment  normale  à  la  perpendiculaire 
commune;  donc  par  le  point  dj  il  faut  mener  une  tangente  djc,. 

Pour  ayoir  un  second  point,  il  suffit  de  prendre 
d,Ci  =  c?c,  et  pour  cela  on  peut  décrire  un  arc  de 
cercle  de  centre  a,  avec  oc  pour  rayon.  Enfin  c,  permet 
de  déterminer  c\  ,  sur  la  droite  c'c'j  parallèle  à  xy. 

151.  Remarques.  I.  Quand  c'est  possible,  on  prend 
un  axe  qui  rencontre  la  droite  donnée,  car  alors  le 
point  de  rencontre  reste  immobile,  et  il  suffit  de 
faire  tourner  un  seul  point  de  la  droite  ;  ainsi  (ca,  db') 
devient  {Cia,  c'ift')  (fig.  159). 

II.  On  opère  d'une  manière  analogue  lorsque 
l'axe  est  horizontal. 

m.    Pour  faire  tourner  une  droite   autour  d'un  \ 
axe  non  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projec- 
tion, il  faut  d'abord  changer  de  plans  de  projection 
(n"  UO),  afin  de  retomber  dans  le  cas  ordinaire  (n"  149). 


Fig.  159. 


Application. 


152.  p.  Rendre  horizontale  une  droite 
donnée. 

Pour  amener  une  droite  à  êlre  hori- 
zontale en  employant  une  rotation,  il 
faut  prendre  un  axe  horizontal,  et  faire 
tourner  la  droite  donnée  jusqu'à  ce  que 
sa  projection  verticale  soit  parallèle  à  xy. 

Soit  la  droite  CD,  ou  {cd,  dd'). 

Prenons  un  axe  horizontal  AB,  ou 
{ab ,  a');  décrivons  une  circonférence 
tangente  à  c'd' ,  puis  menons  une  tan- 
gente parallèle  à  xy  et  prenons  c',d'i  n^  dd' 
(n"  150);  enfin  déterminons  Cjrfi.  La 
droite  CiDj  est  horizontale. 

pjg  igQ  153.  Remarque.  La  construction  serait 

plus  simple,  si  l'axe  choisi  rencontrait 
CD  (n"  151);  mais  il  est  utile  de  résoudre  la  question  d'une  manière 
générale,  car  l'axe  peut  être  imposé  par  la  figure  qu'on  étudie. 


Problème  lU 


154.  Rotation  d'un  plan.  Un  plan  étant  déterminé  par  deux  droites, 
il  suifil  de  laire  tourner  deux  de  ses  lignes,  on  eu  déduit  ensuite  lea 
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iQOUvelles  traces  du  plan;  ordinaire- 
linoeot,  lorsque  l'axe  est  vertical,  on 
lait  choix  de  la  trace  horizontale 
3t  d'une  autre  horizontale  de  ce 
plan  ;  autant  que  possible,  on  prend 
l'horizontale  que  l'axe  rencontre. 

Pour  opérer  la  rotation  des  droites, 
on  a  recours  à  la  perpendiculaire 
commune  à  l'axe  et  à  l'horizontale 
considérée  (n"  150). 

Soient  AB  et  P  l'axe  et  le  plan 
donnés;  décrivons  du  centre  a  une 
circonférence  tangente  à  a'P,  for- 
mons l'angle  donné  a;  la  tangente 
Cjaj  est  la  nouvelle  trace  horizontale. 

L'horizontale  (ai,  b'i')  devient 
(ag,  b'g').  On  obtient  ag  en  menant 
une  parallèle  à  Cjai.  Enfin  on  joint  pig^  461. 

le  point  aj  au  point  g'. 

Le  plan  Pa'F  est  devenu  PiaiP'j. 

Remarque.  Lorsque  l'horizontale  {ai,  b'i')  a  sa  projection  verticale 
hors  des  limites  de  l'épure,  on  prend  une  autre  horizontale  telle  que 
DE,  qui  devient  D^Fi,  et  l'on  mène  aj/''. 


Application  I 


155.  p.  Amener  un  plan  quelconque  à 
être  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de 
projection. 

Pour  amener  un  plan  à  être  perpendi- 
culaire à  l'un  des  plans  de  projection,  au 
plan  horizontal,  par  exemple,  il  faut  le  faire 
tourner  autour  d'un  axe  horizontal  jusqu'à 
ce  que  sa  trace  verticale  soit  perpendicu- 
laire à  xy. 

Soit  le  plan  P  à  rendre  vertical.  Prenons 
un  axe  horizontal  AB,  menons  par  a'  une 
frontale  CD  du  plan  P;  elle  détermine  le 
point  [c,  d)  on  l'axe  perce  le  plan  donné, 
et  la  nouvelle  trace  horizontale  du  plan 
devra  passer  par  le  point  c  (n»  40). 

Pour  opérer  la  rotation  de  la  trace  aP', 
employons  sa  plus  courte  distance  à  l'axe;  du  centre  a'  décrivons 
une  circonférence  tangente  à  aP,  menons  la  tangente  pe'j,  perpen- 
diculaire k  xy,  Ql  joignons  pc.  Le  plan  P  est  devenu  cpe'j. 


Fig.  162. 
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Application  II 

156.  p.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  un  plan. 

On  sait  qu'il  faut  abaisser  du  point  une  perpendiculaire  sur  le  plan, 
chercher  le  point  où  cette  droite  perce  le  plan,  et  enfin  déterminer  la 
vraie  longueur  de  la  perpendiculaire  ainsi  limitée  (n»  120). 

Or  ces  diverses  opérations  se  simplifient  lorsque  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  Tun  des  plans  de  projection;  on  est  donc  conduit  à 
amener  d'abord  le  plan  donné  à  être 
perpendiculaire  au  plan  vertical,  par 
exemple,  pourvu  toutefois  que  l'on  n'al- 
tère pas  sa  distance  au  point  donné. 

Soient  (c,  e')  et  P  le  point  et  le  plan 
donnés. 

Menons  un  axe  vertical  AB  par  le 
point  C,  afin  que  ce  point  reste  immo- 
bile. Pour  amener  le  plan  PaP'  à  être 
perpendiculaire  au  plan  V,  il  suffit  de 
décrire  une  circonférence  ayant  a  pour 
centre  et  af  pour  rayon;  de  mener  une 
tangente  /"iP  perpendiculaire  à  xy,  et  de 
joindre  p  au  point  f,  où  l'axe  rencontre 
le  plan  (n"  155). 

Les  positions  relatives  du  point  et  du 
plan  donnés  n'ont  pas  changé;  car,  dans 
toutes  les  positions  qu'il  occupe  successivement,  le  plan  reste  égale- 
ment incliné  sur  l'axe,  passe  par  un  même  point  de  cette  ligne,  et 
demeure  à  une  distance  invariable  du  point  (c,  d)  de  cet  axe. 

Pour  avoir  la  distance  du  point  au  plan,  il  suffit  d'abaisser  la 
perpendiculaire  c'e*,  sur  pP'j. 

157.  Remarque.  Si  l'on  demandait  le  point  où  la  perpendiculaire 
perce  le  plan  PaP',  on  amènerait  e,  en  e,  puis  on  déterminerait  e*. 

Véi'ification.  dé  doit  être  perpendiculaire  à  aP'. 


Fig.  163. 


Application  m 

158.  p.  Amener  un  plan  quelconque  à  être  parallèle  à  l'un  det 
plans  de  projection. 

Pour  amener  un  plan  quelconque  à  être  parallèle  au  plan  H,  par 
exemple,  il  faut  deux  rotations.  1*  En  employant  un  axe  vertical,  on 
peut  le  rendre  perpendiculaire  au  plan  V;  2»  en  le  faisant  tourner 
ensuite  autour  d'un  axe  horizontal,  ce  plan  restera  perpendiculaire 
au  plan  V,  mais  on  l'amènera  à  être  parallèle  au  plan  horizontal  en 
rendant  sa  trace  verticale  parallèle  à  xy. 

Soit  le  plan  P«P',  qu'il  faut  rendre  horizontal. 
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Prenons  un  axe  vertical  {a,  a'b')  alin  d'amener  PaP'  dans  la  po- 
sition PjaiP'i,  de  manière  que  aiP]  soit  perpendiculaire  à  xy ;  l'ho- 
rizontale (ac,  b'c)  fait  connaître  le  point  b' ,  où  l'axe  perce  le  plan, 
et  détermine  ajP'j  ;  puis,  au  moyen  d'un  axe  horizontal  {ef,  e'),  ame- 


Fig.  164. 


nons  le  plan  PiaiP'i  à  être  horizontal;  il  suffit  de  mener  la  tangente 
Pj  parallèle  à  xy. 

159.  Remarques.  1.  Lorsque  g'  tend  vers  la  position  fir'i,  la  trace 
ajPi  s'éloigne  de  plus  en  plus  du  point  a;  elle  passe  à  l'infini  quand 
P'j  est  parallèle  à  xy. 

II.  L'horizontale  (ac,  Vd)  devient  successivement  {b',  aa')  et 
ib\,ih). 

in.  La  construction  se  simplifie  lorsque  l'axe  [a,  a'b')  est  pris  dans 
le  plan  vertical,  etc.;  mais,  ainsi  qu'on  l'a  dit  précédemment  (n°  153), 
il  convient  de  résoudre  la  question  avec  des  axes  quelconques,  parce 
que  le  choix  des  axes  de  rotation  est  subordonné  à  l'ensemble  de  la 
figure  dont  le  plan  peut  faire  partie. 

160.  Remarque.  Voici  le  nombre  d'opérations  (rotation  ou  change- 
ment de  plan)  nécessaires  pour  rendre  une  droite  quelconque  ou  un 
plan  quelconque  parallèle  ou  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  pro- 
jection. 

Une  seule  opération  suffit  pour  amener  une  droite  à  être  parallèle, 
ou  un  plan  à  être  perpendiculaire. 

11  faut  deux  opérations  pour  amener  une  droite  à  être  perpendicu- 
laire, ou  un  plan  à  être  parallèle. 
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§  III.  —  Rabattements. 


161.  But  de  la  méthode.  La  méthode  des  rabattements  a  pour 
but  d'amener  une  figure  plane,  donnée  par  ses  projections,  à  se 
placer  sur  un  des  plans  de  projection  ou  à  lui  être  parallèle, 
afin  qu'elle  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  ce  plan  (n°  109). 

A  l'aide  des  rabattements,  toute  question  de  géométrie  plane 
peut  être  résolue  dans  un  plan  situé  d'une  manière  quelconque 
var  rapport  auj;  plans  de  projection;  car  il  suffit  de  rabattre 
le  plan,  de  faire  les  constructions  indiquées  par  les  Éléments 
de  Géométrie,  et  de  relever  la  figure  obtenue. 

Manière  de  procéder.  Pour  amener  un  plan  à  se  confondre 
avec  le  plan  horizontal,  on  le  fait  tourner  autour  de  sa  trace 
horizontale  jusqu'à  ce  qu'il  vienne  s'appliquer  sur  ce  plan  de 
projection. 

Pour  rendre  parallèle  au  plan  horizontal  un  plan  donné,  on 
le  fait  tourner  autour  d'une  de  ses  horizontales. 

D'une  manière  analogue,  on  rabat  un  plan  sur  le  plan  ver- 
tical ou  sur  un  plan  de  front,  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa 
trace  verticale,  ou  autour  d'une  de  ses  lignes  de  front. 

162.  Remarques.  I.  La  méthode  des  rabattements  peut  être 
rattachée  à  celle  des  rotations  ;  mais  dans  les  rabattements  il 
suffit  que  l'axe  soit  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection,  et 
l'on  amène  la  figure  plane  étudiée  à  être  parallèle  à  ce  même 
plan  de  projection. 

II.  C'est  toujours  un  plan  que  l'on  rabat;  mais,  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  on  cherche  particulièrement  à  déterminer 
la  position  qu'occupent,  après  le  rabattement,  un  ou  plusieurs 
points  du  plan  considéré. 

Ainsi,  rabattre  un  point,  c'est  rabattre  le  plan  déterminé  par 
le  point  et  l'axe  donnés,  et  indiquer  la  nouvelle  position  du 
point  donné. 

De  même,  relever  un  point  rabattu,  c'est  relever  le  plan 
déterminé  par  l'axe  et  le  point  donné,  et  chercher  les  nouvelles 
projections  du  point  considéré. 
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Problème. 


h': 


~y 


A-, 

Fig.  165. 


163.  Bans  le  rabattement  d'un  plan  vertical,  sur  le  plan 
horizontal  de  projection,  déterminer  :i°  la  position  d'un  point 
du  plan  donné,  2°  celle  d'une  droite  de  ce  même  plan. 

I"  Soit  à  déterminer  le  rabattement  du 
point  {a,  a')  contenu  dans  le  plan  verti- 
al  dont  ah  serait  la  trace  horizontale. 

En  faisant  tourner  ce  plan  vertical  au- 
tour de  sa  trace  horizontale  ah,  l'or- 
donnée du  point  (a,  a')  ne  varie  point  de 
longueur  et  reste  perpendiculaire  à  l'axe 
de  rotation  ;  il  faut  donc  élever  à  la  trace 
a&  une  perpendiculaire  aAj  ayant  pour 
longueur  ma'  :  A,  est  le  rabattement  du 
point  donné. 

2»  Pour  rabattre  la  droite  (ah,  a'b'),  il 
suffirait  de  déterminer  B,  et  de  mener  AiB,. 

Rappelons  que  ce  cas  s'est  présenté  dans  la  recherche  de  la 
n'aie  grandeur  d'une  droite  (n®  113). 

Lorsqu'on  connaît  les  traces  de  la  droite  à  rabattre,  on  pro- 
cède ordinairement  comme  il  suit  (fig.  166)  : 

3o  Soit  à  déterminer  le  rabattement,  sur 
le  plan  horizontal,  du  plan  vertical  PaP'  et 
de  la  droite  {ah,  a'h')  de  ce  plan. 

Le  point  h  reste  immobile,  puisqu'il  est 
sur  Taxe  de  rotation  ah;  le  point  a'  vient 
en  Aj  sur  une  perpendiculaire  aA^  égale 
à  l'ordonnée  aa'. 

Remarques,  l.  6A,  est  la  vraie  longueur 
de  {ah,  a'h')  (no  115).  Cette  longueur  est 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  F'g-  166. 

pour  côtés  de  l'angle  droit  ah  et  aa'. 

IL  Dans  une  épure  d'ensemble,  le  rabattement  d'une  droite 
telle  que  {ah,  a'h')  se  présente  fréquemment  comme  question 
auxiliaire,  afin  de  déterminer  sa  vraie  longueur,  ou  l'angle 
oftAj,  qu'elle  forme  avec  le  plan  H.  Dans  ce  cas,  le  premier 
rabattement  du  point  {a,  a']  est  indiqué  par  a'j.  Cette  notation 
rappelle  la  nouvelle  projection  verticale  du  point,  lorsqu'on 
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change  de  plan  vertical  en  prenant  ab  pour  nouvelle  ligne  de 
terre. 

III.  On  peut  rabattre  le  plan  vertical  donné,  soit  sur  le  plan 
horizontal,  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa  trace  horizontale: 
ainsi  PaP'  devient  PaP'j,  et  la  droite  (a'b,  ab')  est  rabattue 


en  bAi',  soit  sur  le  plan  vertical  de  projection,  en  le  faisan' 

tourner  autour  de  sa  trace  verticale  :  ainsi  QpQ'  devient  D^pQ' 
et  la  droite  (cd,  c'd')  est  rabattue  en  c'Dj. 


i 


Problème. 


164.    Datis    le  rabattement  d'un  plan  autour   de  sa  trace 
horizontale,  déterminer  la  position  de   la  trace  verticale  de 

ce  plan. 

Soit  le  plan  PaP'  à  rabattre 
sur  le  plan  horizontal ,  afin  de  dé- 
terminer la  nouvelle  position  de  sa 
trace  aP'. 

i^r  Moyen.  Coupons  le  plan  PaP* 
par  un  plan  perpendiculaire  à  la 
trace  horizontale  aP,  et  par  suite 
perpendiculaire  au  plan  P  et  au 
plan  horizontal  (G.,  n"  404). 
Le  plan  auxiliaire  détermine  un  triangle  rectangle  ayant  pour 
côtés  de  l'angle  droit  am  et  aa'.  Pour  avoir  l'hypoténuse,  on 
élève  la  perpendiculaire  aa\  égale  à  aa'  ;  ainsi  ce  segment  ma\ 
est  la  vraie  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A 
sur  la  droite  «P  (n»  103);  dans  le  rabattement,  cette  perpendi»! 
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culaire  viendra  se  placer  sur  le  prolongement  de  am.  Donc  il 
faut  prendre  mkf:=ma\. 

Le  point  (a,  a')  de  l'espace  venant  en  A^,  la  droite  aP'^  est  le 
rabattement  de  la  trace  aP'. 

i6J>.  2e  Moyen  (fig.  169).  Un  point  quelconque  (a,  a')  de  la 
trace  verticale  décrit,  dans 
sa  rotation  autour  de  l'axe 
xP,  un  arc  de  cercle  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à 
xP;  donc  le  rabattement  du 
point  {a,  a')  se  trouve  sur 
la  perpendiculaire  am;  d'ail- 
leurs ,  la  distance  aa'  ne  va- 
rie point;  donc  du  centre  a 
avec  aa'  pour  rayon,  il  faut 
:ouper  en  Ai  la  perpendicu- 
laire am.  ^.     ,^ 

Fig.  169. 

166.  Remarques.  I.  1«>  Le 

point  Al  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  amAj;  2°  la  distance 

mA^  =  ma\;  3°  la  distance  aAi=aa'. 

Deux  quelconques  de  ces  trois  conditions  suffisent  pour  déter- 
1  miner  le  rabattement  A^.  Ainsi  :  1°  et  2"  donnent  le  !«''  moyen; 
il"  et  3"  donnent  le  2«  moyen;  enfin  2»  et  3°  conduisent  à  un 

J*  moyen. 

3«  Moyen.  Du  point  m  comme  centre,  avec  ma\  pour  rayon , 
on  décrit  un  arc  que  l'on  coupe  par  un  autre  arc  décrit  du 
sentre  a,  avec  ao'  pour  rayon. 

IL  Le  rabattement  peut  s'effectuer  de  part  ou  d'autre  de  aP. 

167.  Cas  particulier.  Les  traces  du  plan 
i  rabattre  sont  parallèles  à  la  ligne  de 
terre. 

Soit  à  rabattre,  sur  le  plan  horizontal, 
un  plan  P,  P'  parallèle  à  xy. 

Un  plan  de  profil  coupe  le  plan  donné 
suivant  une  droite  qu'on  peut  considérer 
comme  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle, 
dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  aa'  et 
am;  donc  il  faut  porter  wa'i  de  rn  en  Aj , 
et  par  ce  dernier  point  mener  AiP'i  parai-  "' 
Me  à  xy.  Fig.  170. 


■p' 

a' 

''^^^ 

a           \a'. 

ï^'^' 

p 

1               / 

1          /' 
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Problème  inverse. 

168.  Connaissant  les  deux  traces  d'un  plan  rabattu  sur  le 
plan  H ,  relever  ce  plan  et  déterminer  sa  trace  verticale. 

Il  suffit  de  déterminer  un 
point  de  la  trace  verticale, 
à  l'aide  d'opérations  inverses 
des  précédentes  (  n»^  164, 
165,  166). 

1er  Moyen.  Soit  à  relever 
le  plan  PaPV 

D'un  point  quelconque  Aj 
de  P'i  abaissons  sur  la  trace 
aP  la  perpendiculaire  A^ma; 
par  le  point  a  élevons  des 
droites  respectivement  per- 
pendiculaires à  am  et  à  xy; 


Fig.  171. 


du  point  m  comme  centre,  avec  rnÂi  pour  rayon,  décrivons  un 
arc,  afin  de  déterminer  a\  ;  puis  portons  l'ordonnée  aa\  de  a 
en  a',  enfin  menons  aa',  trace  demandée. 

2«  Moyen.  Mener  A^ma,  élever  par  le  point  a  une  perpendi- 
culaire à  xy  et  couper  cette  perpendiculaire  en  a'  par  un  arc 
décrit  du  centre  a,  avec  aAj  pour  rayon. 

3«  Moyen.  Le  point  a'  est  l'intersection  des  arcs  A,a'  et  a\a'. 

Problème. 


iG9, 


Dans  le  rabattement  d'un  plan,  déterminer  la  nouvelle 
position  d'un  point  de  ce 
plan. 

Par  le  point,  on  mène  une 
droite  du  plan,  le  rabatte- 
ment du  point  se  trouve  sur 
le  rabattement  de  celte  droite. 

Comme  ligne  auxiliaire 
on  emploie  fréquemment  utie 
horizontale  ou  une  ligne  de 
front. 

Soit  (6,  b')  un  plan  quel- 
conque du  plan  PaP'  (fig.  172). 


Fig.  172. 
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Déterminons  le  rabattement  aP'j  de  la  trace  verticale  aP 
(n°  164),  puis  le  rabattement  c^Bj  de  rhorizontale  (6c,  h'd)  du 
point  donné;  pour  cela  menons  par  c\  une  parallèle  à  Taxe 
aP.  Le  point  [h,  h')  de  l'espace  décrit  un  cercle  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  à  aP  ;  donc  il  vient  en  Bi  à  l'intersection  de  la 
perpendiculaire  feBj  et  de  la  parallèle  c^Bj. 

Remarque.  Lorsqu'on  veut  trouver  les  rabattements  de  deux 
points  du  plan,  le  plus  sim-  ^y 

pie  est  de  rabattre,  à  l'aide 
des  traces,  la  droite  qui  joint 
ces  deux  points  (fig.  173). 
Le  rabattement  de  la  droite 
passe  par  la  trace  horizon- 
tale h,  et  par  le  point  Vj  que 
l'on  détermine  en  coupant  la 
perpendiculaire  vW^  par  un 
arc  décrit  du  centre  a,  avec 

Fiff    173 

xv'  pour  rayon  (n»  165).  *" 

Les  projections  horizontales  a,  h  viennent  en  A,,  B^  sur  des 
perpendiculaires  à  l'axe. 


Problème  inverse. 

170.  Relever  un  plan  rabattu,  ainsi  que  des  points  situés 
dans   ce  plan,   lorsqu'on 

sonnait  une  des  traces  de  \£^ 

:e  plan  et  le  rabattement 
le  Vautre  trace. 

On  effectue   les   opéra-     j 
ions    inverses    de    celles      \ 
]ui  résolvent  le  problème 
lirect  (no  169). 

Ainsi,  on  relève  la  se- 
îonde  trace  du  plan,  et 
'horizontale  de  chaque 
joint  rabattu;  le  point  où 
;ette  dernière  ligne  est 
oupée  par  la  perpendi- 
sulaire  abaissée  du  point  rabattu  sur  l'axe  est  l'une  des  projec- 
,ions  du  point  considéré. 

Soient  PaP'j  le  plan  rabattu,  et  Aj,  Bj,  etc.,  divers  points  de 
:e  plan. 

EL.  4 


Fig.  174. 
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Après  avoir  déterminé  aP'  (n»  168),  menons  les  horizontales 
Ajd',,  Bje',,  etc.;  pour  relever  A, d',,  par  exemple,  abaissons  du 
point  d'i  une  perpendiculaire  sur  l'axe  aP;  elle  fait  connaître 
d  sur  xy,  et  une  ligne  de  rappel  donne  d'  sur  aP'. 

Alors  on  mène  les  projections  da  et  d'à'  de  l'horizontale 
considérée. 

Enfin  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  Aj  sur  l'aie  fait 
connaître  la  projection  horizontale  a,  et  une  ligne  de  rappel 
donne  a'. 

Problème  m^ene. 


171.  Relever  un  plan  rabattu,  ainsi  qu'un  segment  recti- 
ligne  de  ce  plan,  lorsqu'on  cannait  une  trace  de  ce  plan  et  le 

rabattement  de  l'au- 
tre trace. 

Soient  aP  la  trace 
horizontale,  aP,  le  ra- 
battement de  la  trace 
verticale  du  plan  don- 
né, et  AjBj  le  seg- 
ment à  relever. 

lo  Emploi  d'hori- 
zontales. On  déter- 
mine aP',  puis  on  re- 
lève l'horizontale  de 
chaque  point  (no170), 
et  Ton  en  déduit  {ab, 
a'b'). 

Remarque.  Pour  re- 
lever chaque  horizon- 
tale,B,Di,  par  exemple, 
on  peut  procéder  de  trois  manières  différentes  : 

(a)  De  la  trace  Dj  abaisser  la  perpendiculaire  D,d  sur  l'axe  de 
rabattement;  mener  la  ligne  de  rappel  dd'  (n°  15),  puis  db 
parallèle  à  l'axe  et  d'b'  parallèle  à  xy; 

(b)  Pour  la  longueur  aD,  de  a  en  d'  ;  abaisser  d'd;  et  tracer 
les  projections  d'b',  db. 

(c)  Prendre  o/i'i  =  oHi,  puis  eh'=m}i'i;  enfin,  par  h'^  et  h', 
mener  des  droites  respectivement  parallèles  à  l'axe  et  à  xy. 

2"  Emploi   des  traces   de  la  droite  donnée.  Prolongeons  le 


Fig.  175. 
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segment  AjB,  de  manière  à  obtenir  les  traces  Fj  et  Gj.  La  trace 
horizontale  f  fait  connaître  f.  Du  rabattement  Gj  de  la  trace 
verticale,  abaissons  une  perpendiculaire  G^g  sur  l'axe;  la  projec- 
tion horizontale  g  fait  connaître  la  trace  verticale  g' ;  on  mène 
ensuite  fg  et  fg'  et  des  perpendiculaires  telles  que  B^è  et  hV. 

Remarque.  Dans  le  tracé  des  figures  planes  (nos  217  et  sui- 
vants), il  faut  recourir  autant  que  possible  aux  traces  des 
droites  principales  de  la  figure  donnée  ;  ce  procédé  est  plus  avan- 
tageux que  l'emploi  des  horizontales. 

Problème. 


Fig.  176. 


172.  Rabattre  un  point  autour  d'une  parallèle  à  l'un  des 
plans  de  projection,  sans  recourir  aiix  traces  du  plan  mené 
var  l'axe  et  le  point  donné.  , 

Soient  A  et  MN  le  point  et  l'axe 
donnés,  et  MNG  le  plan  sur  lequel 
on  doit  faire  le  rabattement  ;  ce  plan 
doit  passer  par  l'axe  ou  lui  être  pa- 
rallèle. 

Du  pied  B  de  la  projetante  AB, 
abaissons  la  perpendiculaire  BG  sur 
NM  et  joignons  AG;  cette  ligne  est 
perpendiculaire  à  MN  en  vertu  du 
théorème  des  trois  perpendiculaires  (G.,  n°  372);  si  l'on  fait 
tourner  le  plan  MAN  autour  de  MN,  le  point  A  décrit  une  cir- 
conférence et  vient  s'appliquer  en  D  ou  en  E  sur  le  prolonge- 
ment de  la  perpendiculaire  BG,  de  manière  que  GD  =  AG.  Or 
AB  est  l'élévation  du  point  A  au-dessus  du  plan  mené  par 
l'axe,  et  GB  est  la  distance  horizontale  du  point  A  à  l'axe;  on 
peut  donc  formuler  la  règle  suivante  : 

173.  Règle  pratique.  Pour  rabattre  un  point  sur  le  plan  hori- 
zontal, on  abaisse  de  sa  projection  horizontale  une  perpendi- 
culaire sur  l'axe,  et  à  partir  du  pied  de  cette  perpendiculaire 
on  prend  une  longueur  égale  à  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  ayant  pour  côtés  les  distances  verticale  et  horizontale 
du  point  à  l'axe. 

Épure.  Soit  l'axe  {fc,  f'c')  situé  sur  le  plan  horizontal  elle 
point  {a,  a')  (fig.  177  et  178).  Abaissons  la  perpendiculaire  ac; 
BUT  une  parallèle  à  l'axe,  prenons  aa\  =  na';  oa\  est  l'hypo- 
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ténuse   cherchée;  car   na'  est  l'élévation  du  point  A,  et  ac  sa 
distance  horizontale  à  Taxe. 


/   ~ 


^.t/ 


AT '^ 


Fig.  177.  Fig.  178. 

Il  suffit  de  porter  ca\  de  c  en  A,.  Le  point  A,  est  le  rabatte- 
ment du  point  A. 

174.  Remarques.  I.  Lors- 
que le  rabattement  doit  avoir 
lieu  autour  d'une  horizontale 
quelconque  FC  (fig.  179),  on 
prend  aa\  =  na', 
puis  cAi  =  ca'j. 

Il  est  donc  aussi  facile  de 
rabattre  un  plan  autour 
d'une  horizontale  quelconque 
qu'autour  de  sa  trace  hori- 
zontale. 

II.  Pour  rabattre  un  point 
autour  d'une  frontale ,  on  procède  d'une  manière  analogue 
(no"  173,  174),  en  construisant  un  triangle  rectangle,  ayant 
Ijour  côtés  de  l'angle  droit,  les  distances  de  bout  et  de  front, 
de  ce  point  à  cet  axe. 

Problème  inverse. 

17S.  Étant  donnés  la  projection  horizontale  d'un  point 
et  son  rabattement  autour  d'une  honzontale,  déterminer  la 
iwojection  verticale  de  ce  point. 

On  a  recours  à  des  opérations  inverses  des  précédentes 
(no  174). 

Conaaissant  l'hypoténuse  et  un  côté  de  l'angle  droit  d'un 


Fig.  179. 
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triangle  rectangle,  on  détermine  l'autre  côté;  cette  longueur  est 
la  distance  verticale  du  point  à  l'axe. 

Soient  [fc,  fc')  l'axe  donné,  Aj  le  point  rabattu ,  a  sa  projec- 
tion horizontale  (fig.  180  et  181). 


/ri 


Aï--. 


Fig.  180. 


Fig.  181. 


Il  faut  que  les  données  a  et  A|  soient  sur  une  même  perpen- 
diculaire à  l'axe  fc  (n»  172)  et  que  l'on  ait  cAj  >  ac.  On  élève 
une  perpendiculaire  ad;  du  centre  c,  on  la  coupe  par  un  arc 
Aitt'j;  la  longueur  aa\  est  la  distance  verticale  du  point  A  à 
l'axe  ;  on  porte  donc  aa'i  de  n  en  a'. 

176.  Remarque.  La  construction  ne  change  pas,  quelles  que 
soient  les  positions  relatives  de  a  et  Aj  par  rapport  à  l'axe 
(fig.  180  et  181). 

Application  I 


177.  p.  Dans  le  rabaltenient  d'un  plan  autour  de  l'une  de  ses 
horizontales ,  déterminer  la  nouvelle  position  d'une  droite  quel- 
conque de  ce  plan  sans  recourir  aux  traces  du  plan. 

La  droite  rencontre  l'axe  donné  ou  lui  est  parallèle,  puisqu'elle  est 
dans  un  plan  mené  par  l'axe  ;  donc  on  connaît  déjà  le  point  commun 
à  la  droite  et  à  l'axe,  ou  bien  la  direction  de  la  droite  rabattue. 

Dans  chaque  cas,  il  suffit  d'avoir  le  rabattement  d'un  seul  de  ses 
points. 

Soit  à  rabattre  le  plan  déterminé  par  la  droite  {ab,  a'b'}  et  l'hori- 
zontale {fc,fc')  (fig.  182). 

Déterminons  le  rabattement  Aj  d'un  de  ses  points,  en  prenant 
oa'i  =  na',  puis  cA,  =  ca\;  le  point  (  h,  h'),  placé  sur  l'axe,  ne  change 
pas;  donc  bAj  est  le  rabattement  cherché. 
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Pour  avoir  le  point  Dj  qui  correspond  à  {d,  d'),  il  suffit  de  mener 
dDj  perpendiculaire  à  fc. 


Fig.  182. 

178.  Remarques.  I.  Si  la  droite  ne  rencontrait  pas  l'axe  dans  les 
limites  de  l'épure,  on  déterminerait  directement  deux  points  du  ra- 
battement; par  exemple,  A  et  D. 

Si  la  droite  était  parallèle  à  l'axe,  on  mènerait  par  le  point  Aj 
une  parallèle  à  cf. 

II.  On  procède  d'une  manière  analogue  lorsqu'on  rabat  le  plan  ABC 
autour  d'une  frontale  (bc,  fd)  (fig.  183). 


Application  fl 

179.  p.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  une  droite  donnée. 
On  connaît  la  solution    déjà  donnée  (n»  127);  la  méthode  des  ra- 
battements conduit  à  la  sui- 
vante : 

On  rabat  le  plan  déter- 
miné  par   la    droite  et  le 
point  donnés;  la  distance 
du  point  rabattu,  au  rabat- 
tement de  la  droite,  est  la 
distance  cherchée. 
Soient  AB  et  G  la  droite 
"^^<^      et  le  point  donnés. 
'/'  Par  le  point  C,  menons 

l'horizontale  CB  qui  ren- 
contre la  droite  donnée,  et 
prenons  {cb,  db')  pour  axe. 
Les  points  6  et  c  ne 
La  perpendiculaire  cP(  est  la  di&- 


Fig.  18i. 


changent  pas;  (a,  a')  vient  en  Ai, 
lance  du  point  à  la  droite. 
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Remarque.  Si  l'on  voulait  construire  les  projections  de  cPj,  on 
abaisserait  sur  l'axe  une  perpendiculaire  P^p,  et  on  mènerait  la  ligne 
de  rappel  pp'. 

Application  III 

180.  p.  D'un  point  donné,  mener  une  droite  qui  en  rencontre  une 
autre  sous  un  angle  donné. 

On  rabat  le  plan  de  la  droite  et  du  point  donnés.  Le  problème  est 
ainsi  ramené  à  une  question  de  Géométrie  plane;  puis  on  relève  le 
plan  rabattu  et  les  droites  trouvées. 


Fig.  185. 


Soient  AB  et  C  la  droite  et  le  point  donnés. 

Par  (c,  c')  menons  l'horizontale  qui  rencontre  AB.  Pour  cela,  il 
suffit  de  prendre  c'fe'  parallèle  à  xy  et  de  joindre  cb  (noG3).  Rabattons 
le  plan  ABC  à  l'aide  de  CB;  {a,  a')  devient  A,  (n°  172).  Par  le 
point  c  menons  une  droite  cDj  faisant  avec  èAj  l'angle  donné  m, 
et  relevons  le  point  Dj.  La  droite  {cd,  c'd')  satisfait  à  la  question.  11 
y  aurait  une  seconde  solution  donnée  par  cEj. 

Remarque.  On  procède  d'une  manière  analogue  pour  mener  une 
droite  {cd,  dd')  ayant  une  longueur  donnée  l. 

Du  point  c,  avec  l  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  DjE,.  11  y  a  deux 
solutions,  une  seule  ou  aucune,  suivant  que  le  rayon  est  supérieur, 
égal  ou  inférieur  à  la  dislance  cP,. 
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Application  IV 

181.  p.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  un  plan  donné  par  deux 

droites. 
Par  le  point  donné,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  au  plan  des 

deux   droites;  la  droite  demandée  est  contenue  dans  le  pian  ainsi 

mené,  et  elle  est  perpendiculaire  à  rinterseclion  des  deux  plans. 
Il  faut  donc  rabattre  le  plan  auxiliaire  contenant  le  point  donné  et 

l'intersection  des  deux  plans;  puis,  du  point  rabattu,  abaisser  une 

perpendiculaire  sur  le  rabattement 
de  rintersection. 

Soient  les  droites  BC,  BD  et  le 
point  A  donnés.  Menons  une  ho- 
rizontale du  plan  en  prenant  dd' 
parallèle  à  xy.  Par  le  point  (a,  a') 
menons  le  plan  vertical  perpen- 
diculaire au  plan  CBD  (n»  106); 
sa  trace  aef  est  perpendiculaire  à 
l'horizontale  cd;  on  peut  considé- 
rer ce  plan  comme  étant  le  plan 
projetant  de  la  distance  cherchée; 
il  coupe  CD  au  point  (e,  ef)  et  CB 
au  point  {f,  f)  ;  rabattons-le  vers 
la  droite,  autour  de  son  horizon- 
tale passant  par  le  point  (e,  e');  il 
faut  prendre  f?^  =  nf  (n"  173); 
eFj  est  le  rabattement  de  l'inter- 
section du  plan  donné  et  du  plan 
perpendiculaire;  le  point  donné 

vient  en   Aj,  à  une  distance    aAi  =  wo';  la  perpendiculaire    AjOi 

abaissée  sur  eFj  est  la  distance  cherchée. 
Si  l'on  demande  les  projections  de  la  perpendiculaire,  on  détermine 

g,  puis  g';  d'ailleurs  ogr'  doit  égaler  gGj  ;  ag  et  a'g'  sont  les  projections 

cherchées. 

Remarque.  Dans  les  épures  qui  précèdent  (fig.  179  et  suiv.)  et  dans 
beaucoup  d'autres,  la  ligne  de  terre  n'est  d'aucune  utilité. 

Lorsque  les  plans  de  projection  n'interviennent  pas  dans  la  question 
d'une  manière  directe  et  que  l'on  prend  soin  de  n'utiliser  que  les 
données  (n»  61,  Rem.),  on  ne  considère  ni  les  traces  des  plans,  ni  les 
traces  des  droites,  ni  les  dislances  des  points  aux  plans  de  projection. 
Tout  déplacement  des  plans  de  projection  parallèlement  à  eux-mêmes 
n'aurait  d'autre  effet,  sur  l'épure,  que  d'éloigner  ou  de  rapprocher  de 
xy  les  projections  de  la  figure,  sans  modifier  ni  l'une  ni  l'autre.  Alors, 
les  ordonnées  et  les  éloignements  sont  arbitraires,  la  position  de  xy 
est  indéterminée.  La  ligne  de  terre  ne  sert  plus  qu'à  indiquer  la 
direction  des  lignes  de  rappel  et  on  peut  se  dispenser  de  la  tracer 
sur  l'épure. 


Fig.  186. 


EXERCICES 


Rotations. 


136.  Faire  tourner  autour  d'un  axe  vertical  un  segment  rectlligne  donné ,  de 
manière  à  obtenir  successivement  la  longueur  maxima  et  la  longueur  minlma 
de  la  projection  verticale  du  segment  donné. 

137.  On  donne  deux  points  et  un  axe  vertical;  un  des  points  est  fixe,  l'autre 
est  mobile  :  faire  tourner  ce  dernier  jusqu'à  ce  que  la  distance  des  deux  points 
ait  une  longueur  donnée  l. 

138.  Par  un  point  donné,  mener  une  horizontale  telle  que  la  distance  d'un 
second  point  donné  à  cette  même  horizontale  ait  une  longueur  connue  l. 

139.  Faire  tourner  un  point  A  autour  d'un  axe  vertical  donné,  jusqu'à  ce 
qu'on  obtienne  les  résultats  suivants  : 

1»  La  projection  horizontale  a  doit  être  sur  une  Ugne  donnée  du  plan  hori- 
'zontal. 

2°  Le  point  doit  être  dans  un  plan  donné. 

3»  La  projection  verticale  a'  doit  être  sur  une  droite  donnée  du  plan  vertical. 

4">  Les  projections  a  et  a'  doivent  être  équidistantes  de  xy. 

5"  Le  point  A  doit  être  à  une  distance  donnée  d'un  plan  donné. 

60  Le  point  doit  être  à  une  distance  donnée  d'une  verticale  donnée. 

140.  Faire  tourner  une  droite  AB  autour  d'une  verticale  donnée  jusqu'à  ce 
qu'on  réalise  les  conditions  suivantes  : 

1°  La  projection  horizontale  ab  doit  passer  par  un  point  donné. 

2«  La  droite  AB  doit  rencontrer  une  verticale  donnée. 

3"  La  droite  AB  doit  rencontrer  une  droite  de  bout. 

é»  La  droite  doit  être  à  une  distance  donnée  d'une  verticale  aussi  donnée. 

6»  La  droite  doit  avoir  un  point  B  de  cette  droite  dans  un  plan  donné. 

6°  Le  segment  compris  entre  les  traces  de  la  droite  doit  avoir  une  longueur 
donnée. 

7»  La  d;-oite  doit  être  parallèle  à  un  plan  donné. 

8»  La  projection  verticale  de  la  droite  doit  être  parallèle  à  une  ligne  de  front 
donnée. 

9"  Les  deux  projections  de  la  droite  doivent  faire  des  angles  égaux  avec  xy. 

141.  Faire  tourner  simultanément  deux  droites  données  autour  d'un  axe  ver- 
tical aussi  donné,  jusqu'à  ce  que  les  projections  verticales  des  deux  premières 
droites  soienc  parallèles  entre  elles. 

142.  Faire  tourner  une  droite  donnée,  d'un  angle  donné,  autour  d'une  hori- 
contale  prise  pour  axe. 

143.  Faire  tourner  une  droite  donnée,  d'un  angle  assigné,  autour  d'une  autre 
droite  quelconque. 

144.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  quelconques. 

146.  Faire  tourner  un  plan  donné  autour  d'un  axe  vertical,  jusqu'à  ce  qu'on 
obtienne  les  résultats  suivants  : 
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1°  L«  plan  doit  passer  par  un  point  donné; 

20  Le  plan  doit  passer  à  ane  distance  d  d'un  point  donné; 

30  Le  plan  doit  être  parallèle  À  une  droite  donnée. 

146.  Faire  tourner  un  plan  autour  d'une  yerticale,  Jusqu'à  ce  que  ses  deux 
traces  rencontrent  xy  sous  des  angles  égaux 

14".  On  donne  la  trace  horizontale  d'un  plan,  les  projections  d'un  point  et  la 
distance  de  ce  point  au  plan  :  déterminer  l'autre  trace  du  plan. 

148.  Faire  tourner  un  plan  donné  autour  de  xy. 
l"  Jusqu'à  ce  qu'il  passe  par  un  point  donné. 

2°  Jusqu'à  ce  qu'il  Bolt  éloigné  d'une  distance  d  d'an  point  donné. 
3'  Jusqu'à  ce  qu'il  soit  parallèle  à  une  droite  donnée. 

149.  Faire  tourner  un  plan  autour  d'une  horizontale  quelconque  par  rapport 
à  ce  plan. 

150.  On  fait  tourner,  d'un  angle  donné,  un  plan  PaP'  autour  de  sa  trace 
horizontale  :  quelle  est  la  nouvelle  trace  verticale  de  ce  plan  ? 

161.  Un  point  est  donné  dans  un  plan.  On  fait  tourner  ce  plan,  d'un  angle 
donné,  autour  de  sa  trace  horizontale  :  quelles  sont  les  nouvelles  projections  du 
point  ? 

153.  Faire  tourner,  d'un  angle  assigné,  un  plan  donné  autour  d'une  droite 
quelconque. 

153.  Déterminer  l'axe  de  rotation  qoi  permet  d'amener  trois  points  donnés  à 
se  trouver  sur  une  même  verticale. 

154.  Déterminer  un  axe  vertical,  ou  de  bout,  qui  permettrait  d'amener  dans 
un  même  plan  trois  droites  données  dans  des  positions  quelconques. 

155.  Déterminer  un  axe  vertical  qui  permettrait  d'amener  trois  plans  quel- 
conques à  se  couper  suivant  une  horizontale  dont  les  points  auraient  une  cote 
donnée. 

156.  Trouver  un  axe  vertical,  ou  un  axe  de  bout  qui  permettrait  d'amener, 
par  rotation,  une  droite  donnée  dans  un  plan  aussi  donné. 

Combien  de  positions  la  droite  peut  -  elle  occuper  dans  le  plan  donné  ? 

157.  Déterminer  l'axe  autour  duquel  il  faut  faire  tourner  un  plan  donné. 
1°  Pour  l'amener  à  passer  par  un  point  A  et  être  parallèle  à  un  plan  ^. 

2»  Pour  l'amener  à  passer  par  une  droite  AB  et  à  être  soit  perpendiculaire 
à  un  plan  p,  soit  parallèle  à  une  droite  CD. 

■à"  Pour  l'amener  à  passer  par  un  point  A,  à  être  perpendiculaire  à  un  plan  1 
fi  et  à  faire  avec  le  plan  horizontal  un  angle  to. 

158.  Deux  angles  égaux  ont  leur  sommet  commun  sur  la  ligne  de  terre;  l'un 
est  dans  le  P.V.,  l'autre  dans  le  P.H.  Trouver  l'axe  de  rotation  autour  duquel 
il  faut  faire  tourner  l'un  pour  l'amener  à  coïncider  avec  l'autre. 

159.  On  donne  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan,  trouver  un  az( 
tel  que  l'on  puisse  amener,  par  rotation,  une  des  droites  données  à  coïncide) 
avec  l'autre. 

160.  On  donne  deux  segments  rectilignes  égaux,  l'un  AB  dans  le  plan  verti^ 
l'autre  CD  dans  le  plan  horizontal. 

Construire  les  projections  de  l'axe  autour  duquel  il  faudrait  faire  tourner 
d'iux  pour  l'auioncr  à  coïncider  avec  l'autre. 
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Rabattements . 

161.  On  donne  la  trace  horizontale  d'un  plan  et  deux  points  A ,  B  sur  cette 
trace. 

Construire  aa  trace  verticale,  sachant  que  la  somme  de  ses  distances  aux 
points  A  et  B  est  égale  à  une  longueur  donnée. 

162.  On  donne  deux  points  et  une  droite,  non  situés  dans  un  même  plan  : 
trouver  le  chemin  minimum  qui  joint  les  deux  points  en  rencontrant  la  droite. 

163.  Étant  donnés  deux  points  d'un  même  côté  d'un  plan  donné ,  trouver  le 
point  du  plan  dont  la  somme  des  distances  aux  points  donnés  est  minimum. 

164.  Deux  points  et  une  droite  horizontale,  non  situés  dans  un  même  plan, 
étant  donnés,  trouver  sur  la  droite  un  point  dont  la  différence  des  distances  à 
chacun  des  points  donnés  soit  maximum. 

165.  Trouver  sur  une  droite  donnée  les  points  dont  la  somme  ou  la  dt£Eérence 
des  distances  aux  deux  plans  de  projection  est  égale  à  une  longTieur  donnée. 

166.  Mener,  par  un  point  donné,  une  horizontale  dont  la  somme  des  distances 
à  deux  points  donnés  d'une  même  verticale  soit   égale  à  une  longueur  donnée. 


CHAPITRE   V 

DES    ANGLES 


§  I.  —  Angles  des  droites  et  des  plans. 

182.  Angles.  Les  cas  les  plus  simples  ont  été  indiqués  déjà 
d'une  manière  incidente. 

Ainsi  on  a  parlé  des  angles  qu'une  droite  fait  avec  les  plans 
de  projection  (no^  114,  117). 

La  méthode  des  rabattements  permet  de  résoudre  tous  les 
problèmes  relatifs  aux  angles  des  droites  et  des  plans. 

Problème. 


183.  Déterminer  la  vraie  grandeur  de  l'angle  formé  par 
une  droite  avec  chacun  des  plans  de 
projection. 

Soit  la  droite  (ab,  a'b'). 

1er  Moyen.  Rabattement  des  plans 
projetants.  Rabattons  la  droite  sur  le 
plan  horizontal  en  A,Bi  (n°  163);  par 
le  point  B,  menons  une  parallèle  à 
ab;  m  est  l'angle  que  la  droite  forme 
avec  le  plan  horizontal,  car  il  égale 
l'angle  que  ABC  forme  avec  sa  projec- 
tion horizontale  abc.  " 

En  rabattant  la  droite  sur  le  planii 
vertical,  on  obtient  l'angle  n  qu'elle  forme  avec  ce  plan  vertical.  : 

184.  Remarques,  l.  Lorsqu'on  a  les  traces  b  et  a'  de  la  droitej 
(fig.  188),  la  construction  est  plus  simple;  sur  ab,  on  élève  une!| 
perpendiculaire  aA,  égale  à  l'ordonnée  aa',  la  droite  est  rabattue 
en  6A,  sur  le  plan  horizontal,  et  a6A,  est  l'angle  qu'elle  form( 
avec  le  plan  H. 
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Fig.  187. 
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De  même,  on  rabat  la  droite  sur  le  plan  vertical,  et  6'a'Bi  est 
l'angle  qu'elle  forme  avec  le  plan  V  (fig.  188). 

II.  Lorsqu'on  connaît  les  traces  a'  et  h  de  la  droite,  on  peut 
aussi  rabattre  le  triangle  a^ah  sur  le  plan  V,  autour  de  a'a,  et 
le  triangle  hh'a'  sur  le  plan  H,  autour  de  hb' . 

Cette  remarque  aura  son  utilité  dans  la  résolution  du  problème 
inverse  (n»  203). 


t-^i: 


Fig.  188. 


Fig.  189. 


183.  2^  Moyen  (fig.  189).  Rendons  la  droite  parallèle  au  plan 
vertical,  en  faisant  tourner  autour  de  l'ordonnée  du  point  A  le 
plan  qui  projette  la  droite  sur  le  plan  H;  soit  (abj,  a'h\)  cette 
nouvelle  position;  m  est  l'angle  que  la  droite  forme  avec  le  plan 
horizontal,  car  cet  angle  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le 
plan  V.  (Voir  n»  117.) 

186.  Angle  de  deux  droites.  On  nomme  angle  de  deux  droites 
non  situées  dans  un  même  plan,  l'angle  de  deux  droites  concou- 
rantes respectivement  parallèles  aux  droites  données. 

Problème. 


187.  Trouver  l'angle  de  deux  droites. 

Si  les  droites  ne  sont  pas  concourantes,  on  mène  par  un  même 
point  de  l'espace  une  parallèle  à  chacune  d'elles  (n»  18ô). 

Pour  déterminer  l'angle  de  deux  droites  concourantes,  on 
rabat  le  plan  de  ces  droites  sur  un  plan  horizontal. 

Soient  les  droites  {ah,  a'b'),  {ac,  a'd)  (fig.  190). 

Joignons  les  traces  horizontales  6  et  c  des  droites  données, 
et  rabattons  le  triangle  ABC  sur  le  plan  horizontal,  en  le  fai- 
sant tourner  autour  de  l'horizontale  BC  (n°  173). 

On  sait  que  la  hauteur  du  triangle  ABC  est  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  les  dislances 
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ad  et  na'  (nol73);  il  faut  donc  élever  une  perpendiculaire  sur 
ad,  prendre  aa\  =  na',  et,  du  point  d  comme  centre,  avec  le 
rayon  da\,  couper  en  Aj  la  perpendiculaire  daA,. 

Le  triangle  b^^c  étant  alors 
en  vraie  grandeur,  l'angle  A, 
est  l'angle  demandé. 

188.  Remarques.  On  peut 
employer  une  horizontale 
quelconque  (feCjb'c')  (fig.  191). 
La  construction  est  identique 
à  la  précédente.  La  hauteur 
du  triangle  s'obtient  en  cons- 
truisant un  triangle  rectangle 
avec  ad  et  na'. 

Il  en  est  de  même  lorsque 

l'horizontale  passe  au-dessus 

de  a' (fig.  192). 
Fig.  190.  «    &  / 

189.  Au  lieu  de  rabattre  le 
plan  des  droites  concourantes  sur  un  plan  horizontal,  on  pour- 
rait l'amener  à  être  parallèle  au  plan  vertical  de  projection:  il 


suffirait  de  le  rabattre  autour  de  sa  trace  verticale,  ou  de  le 
faire  tourner  autour  d'une  de  ses  lignes  de  front. 
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190.  CaB  particulier.  Une  des  droites  (ac,  a'c')  est  horizontale. 

On  rabat  le  plan  des  droites  données 
en  le  faisant  tourner  autour  de  sa  trace 
horizontale. 

Par  la  trace  horizontale  b,  menons  une 
parallèle  bd  à  ac;  la  ligne  6d  sera  conte- 
nue dans  le  plan  horizontal  (G.jn"  380); 
à  l'aide  de  cette  droite,  rabattons  le 
point  (a,  a'),  puis  par  Ai  menons  AjCj 
parallèle  à  ac,  car  l'horizontale  reste 
parallèle  à  elle-même  dans  sa  rotation 
autour  de  bd ,  l'angle  ôAiCi  est  l'angle 
demandé. 


a^ 


Fig.  193. 


191.  Remarque.  On  pourrait  faire  tourner  le  plan  autour  de  l'hori- 
zontale donnée  {ac,  a'c'). 

Application. 

192.  p.  Construire  la  bissec- 
trice de  l'angle  de  deux  droites. 

11  faut  déterminer  la  vraie  gran- 
deur de  l'angle  donné  en  le  ra- 
battant, par  exemple,  sur  un  plan 
horizontal;  mener  la  bissectrice 
de  l'angle  obtenu,  et  relever  cette 
droite. 

Soient  les  droites  AB,  AC  qui 
deviennent  èAj ,  cAj ,  après  le 
.rabattement;  l'angle  Aj  étant  en 
vraie  grandeur,  menons  la  bis- 
sectrice Aje;  le  point  e,  appar- 
tenant à  l'horizontale  BC,  fait 
connaître  e';  la  bissectrice  a  pour 
projections  ae  et  a'e'. 

Problème. 

193.  Déterminer  l'angle  d'une 
droite  et  d'un  plan. 

L'angle  d'une  droite  et  d'un 
plan  est  l'angle  qu'elle  forme  avec 
sa  projection  sur  ce  plan. 

Il  est  égal  au  complément  de 
celui  qu'elle  forme  avec  une  per- 
pendiculaire à  ce  plan. 

Soient  AB  et  P  la  droite  et  le 


Fig.  194. 


Fig.  195. 
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plan  considérés,  B  leur  intersection,  AG  une  perpendiculaire 
au  plan. 

L'angle  de  AB  avec  le  plan  P  est  l'angle  ABC. 

Pour  déterminer  cet  angle,  on  construit  d'abord  son  complé- 
ment BAC,  qui  est  plus  facile  à  obtenir  directement,  puis  on  en 
déduit  l'angle  demandé. 

194.  Épure  (fig.  196).  {ab,  a'b')  et 
PaP'  représentent  la  droite  et  le  plan 
donnes. 

D'un  point  quelconque  (a,  a')  de 
la  droite,  abais>ons  la  perpendicu- 
laire (ac,  a'c')  sur  le  plan.  Pour  dé- 
terminer la  grandeur  de  l'angle  BAC, 
menons  l'horizontale  (bc,  b'c')  et  ra- 
battons le  point  (a,  a')  (n°  188);  m 
est  l'anule  de  ces  deux  li.Lrnes,  et  son 
complément  cAjEj  est  l'angle  de  la 
droite  et  du  plan. 


Fig.  196. 


Problème. 


193.  Bétet^miner  l'angle  des  traces  d'un  plan. 

Il  faut  rabattre  le   plan   autour   d'une   de   ses  traces;    par 

exemple,  de  l'horiznntrile  :  l'anyle  de  celte  droile  avec  le  rabat- 
tement de  la  trace  verticale  est  l'angle  des  traces  dans  l'espace. 


Fig.  197. 


Soit  PaP'  le  plan  donné  (fig.  197  et  198). 

Pour  rabattre  ce  plan  sur  le  pluu  horizoutal,  il  suffit  de  prendre 
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un  point  (a,  a')  sur  la  trace  verticale  du  plan  et  de  le  rabattre 
en  Al  (n°  164  ou  16o);  m  est  l'angle  demandé. 

196.  Remarque.  Les  mêmes  constructions  s'appliquent  au  cas 
où  les  traces  du  plan  forment  entre  elles  un  angle  obtus  (fig.  199). 


Fig.  199. 

Par  exemple,  du  point  a,  on  abaisse  une  perpendiculaire  ad 
sur  aP.  Du  centre  a,  avec  le  rayon  a.a' ,  on  coupe  la  perpendi- 
culaire en  ^^.  On  détermine  ainsi  aP^,  et  l'on  trouve  m  pour 
l'angle  demandé. 


Problème. 

197,  Déterminer  l'angle  qu'un  plan  donné  forme  avec 
chacun  des  plans  de  projection. 

Il  y  a  un  cas  simple  à  considérer  d'abord,  c'est  celui  où  le 
plan  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection. 

Lorsque  le  plan  est  de  bout,  l'angle  qu'il  forme  avec  le  plan 
horizontal  e?t  l'angle  de  sa  trace  verticale  avec  la  ligne  de 
terre;  et  quand  le  plan  est  vertical,  l'angle  qu'il  forme  avec  le 
plan  vertical  de  projection  est  l'inclmaison  de  sa  trace  horizon- 
tale sur  a;y  (n»  37,  Remarques). 

198.  Plan  quelconque.  Pour  obtenir  l'angle  rectiligne  du  dièdre 
qu'un  plan  fait  avec  le  plan  horizontal,  il  faut  couper  l'arête  du 
dièdre,  c'est-à-dire  la  trace  horizontale  du  plan  donné,  par  un 
plan  per[iendiculaire  à  cette  arête,  et  rabattre  ce  plan  auxiliaire 
afln  d'avoir  la  vraie  grandeur  de  l'angle  formé  par  ses  inter- 
sections avec  les  faces  du  dièdre. 

On  procède  d'une  manière  analogue  pour  avoir  le  rectiligne 
du  dièdre  que  le  plan  donné  forme  avec  le  plan  V. 
Soit  PaP'  un  plan  quelconque  (fig.  200). 
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Menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  trace  aP  (n<*  106). 

Soit  ab  sa  trace 
horizontale  ;  rabat- 
tons ce  plan  auxiliaire 
sur  le  plan  H  en  le 
faisant  tourner  au- 
tour de  ab.  L'ordon- 
née aa'  devient  aa\ 
(no  1 64)  .L'angle  aba\ 
ou  m  est  l'angle  cher- 
ché. 

De  même,  n  est 
l'angle  du  plan  P 
avec  le  plan  vertical. 


Problème. 

199.  Déterminer  l'angle  de  deux  plans  quelconques. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre  coupe  les  faces 
suivant  des  droites  qui  forment  l'angle  plan  cherché.  (G., 
n°  398.) 
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Fig.  201. 

Soient  PxP'  et  Q^Q'  les  plans  donnés,  A6  la  projection  hori- 
zontale de  leur  intersection  AB. 

Il  faut  déterminer  le  dièdre  dont  AB  est  l'arête. 

Coupons  ce  dièdre  par  un  plan  EMF  perpendiculaire  à  AE, 
sa  trace  horizontale  EF  est  perpendiculaire  à  la  projection  kl 

(QolOO). 


re   PARTIE.  —  DU   POINT,    DE   LA   DROITE   ET   DU   PLAN        115 

Les  intersections  EM,  MF,  perpendiculaires  à  AM,  déterminent 
l'angle  demandé. 

La  droite  NM,  située  dans  le  plan  projetant  MAN  et  dans  le 
plan  EMF,  est  à  la  fois  perpendiculaire  à  AB  et  à  EF  ;  en  effet 
AB ,  perpendiculaire  au  plan  EMF,  l'est  par  suite  à  MN  ;  EF, 
perpendiculaire  à  Ab,  l'est  au  plan  projetant  AMN ,  et  par  suite 
àNM. 

Pour  construire  le  triangle  EMF,  on  détermine  sa  hau- 
teur MN. 

200.  Épure.  Soient  les  plans  PaP',  Q^Q',  et  ab  la  projection 
horizontale    de    leur  inter-  \  /; 

section  (fig.  202).  .--V.^' 

Coupons  le  dièdre  par  un 
plan  perpendiculaire  à  cette 
intersection  ;  la  trace  hori- 
zontale de  ce  plan  est  une 
perpendiculaire  ef  à  la  pro- 
jection ab.  Soit  M  le  som- 
met du  triangle  eMf  déter- 
miné dans  l'espace  par  ce 
plan  auxiliaire. 

La  hauteut  Mw  de  ce  trian- 


Fig.  202. 


gle  est  perpendiculaire  à  l'intersection  AB. 

Pour  avoir  sa  vraie  grandeur,  rabattons  le  triangle  abb',  en 
portant  6Bi  =  &6'  sur  une  perpendiculaire  à  la  projection  ab, 
et,  du  point  n,  abaissons  la  perpendiculaire  nm  sur  aBj. 

Enfin  portons  la  hauteur  nm  de  n  en  Mj.  Le  triangle  eM/, 
rabattement  du  triangle  eMf  de  l'espace,  donne  l'angle  plan 
eM/  qui  mesure  le  dièdre  des  plans  P  et  Q. 

Autres  solutions.  1°  Il  est  parfois  aussl  simple  de  déterminer 
les  intersections  des  plans  donnés  avec  le  plan  auxiliaire  et  de 
rabattre  celui-ci  sur  l'un  des  plans  de  projection  (164).  L'angle 
des  intersections  rabattues  est  l'angle  rectiligne  demandé. 

2°  D'un  point  quelconque  de  l'espace ,  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  chacun  des  plans  donnés.  L'angle  aigu  de  ces 
droites  mesure  l'angle  dièdre  aigu  formé  par  les  plans  (G.  406). 
On  est  donc  ramené  à  un  problème  connu  (n»  187). 

201.  Cas  particaliera.  1*  Les  deux  plans  ont  deux  traces  de  même 
nom  parallèles  {Rg.  203). 

Coupons  les  plans   donnés  par  un  plan  aa'cd  perpendiculaire  à 
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leurs  traces  parallèles,  et  par  suite  à  leur  intersection  AE;  les  traces 
des  plans  P  et  Q  sur  le  plan  auxiliaire  rabattu  font  connaître  l'angle 
demandé  ced. 
2°  Les  plans  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre  {Cig.  204). 


Fig.  204. 

Un  plan  de  profil  coupe  les  plans  suivant  deux  droites  rabattues 
en  a'Cj ,  b'di  ;  donc  a'eb'  est  l'angle  demandé. 

Problèmes  inverses. 


202.  Angles  d'une  droite  et  des  plans  H  et  V.  Lorsqu'une  droite  est 
de  profil,  la  somme  des  angles  m  et  n  qu'elle  fait  avec  les  plans  de 
projection  égale  un  droit,  car  une  droite  de  profil  forme  8vec  ses  pro- 
jections un  triangle  rectangle;    mais,    dans   tous  les  autres  cas,  la 

somme  des  angles  in  et  n  est  <90o. 
En  effet,  soit  ab'  une  droite  ayant 
pour  projection  ab  et  a'b'. 

Le  triangle  abb'   est  rectangle  au 
point  b,  donc   m-}-p=90o;    mais 
l'angle  formé  par  une  droite  avec  sa 
projection  est  le  plus  petit  angle  que 
Fig.  205.  cette  droite  puisse  former  avec  une 

droite  menée  par  son  pied  dans  le 
plan  (G.,  n»  409);  donc  n.<p,  et  par  suite  m  +  n  <90o. 


Problème. 


203.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  fasse  des  angles 
donnés  avec  chacun  des  plans  de  projection. 

Il  faut  trouver  une  droite  quelconque  formant  les  angles  demandés, 
et  mener  par  le  point  donné  une  parallèle  à  cette  droite. 

En  représentant  par  m  et  n  les  angles  donnés,  il  faut  qu'on  ait: 
m  +  n<:  90°. 

Soit  le  problème  résolu  (fig.  206)  et  ab'  la  ligne  cherchée,  ab,  o'b' 
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ses  projections  '.  Pour  avoir  l'angle  m  que  la  droite  forme  avec  le 
plan  horizontal,    on    peut 
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"~~~r^ 
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/ 

amener  a  en  a,;  on  trouve 
ainsi  l'angle  ha^h' ,  et  Va^ 
est  la  vraie  grandeur  de  la 
droite  (n»  185).  Or  la  pro- 
jection verticale  inconnue 
a'h' ,  l'éloignement  aa!  du 
point  a  et  la  vraie  grandeur 
de  la  droite  demandée,  for- 
ment un  triangle  rectangle 
ayant  n  pour  angle  adja- 
cent à  la  projection  verti- 
cale a'6';  donc,  connaissant  „.  ong 
l'angle  n  et  la  vraie  gran- 
deur 6'ai,  on  peut  construire  ce  triangle  et  déterminer  la  projection 
inconnue.  De  cette  remarque  on  déduit  la  construction  suivante: 


204.  Épure  (fig.  207).  Par  un  point  [h,  b')  du  plan  vertical, 
menons  b'ai  faisant  avec 
xy  l'angle  m;  puis  formons 
l'angle  a^b'a'i,  égal  à  n, 
abaissons  la  perpendicu- 
laire ajtt'i  ;  6'a',  est  la  lon- 
gueur de  la  projection  ver- 
ticale; donc  du  centre  b' 
avec  le  rayon  è'a'j  cou- 
pons xy  en  a',  élevons  une 
perpendiculaire  a'a  jusqu'à 
la  rencontre  de  l'arc  aya 
décrit  du  centre  &  avec  la 
longueur  ba^  de  la  pro- 
jection horizontale  pour 
rayon. 

Vérification.   La    perpendiculaire  aa'  doit    égaler  aja'j,  car   les 
triangles  ô'cio'j  et  b'aa'  sont  égaux. 

Conditions  de  possibilité.  Pour  que  la  construction  puisse  s'effec- 
tuer, il  faut  que  l'arc  a\a'  vienne  couper,  ou  au  moins  toucher  la 
ligne  de  terre ,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 
b'b^b'a'i 
ou  AB  sin  rn^AB  cos  n 

ou  sinm^sin(90o  —  n) 


Fig.  207. 


*  On  peut  suivre  l'explication,  Boit  sur  la  figure  de  l'espace  (fig.  206),  soit 
Bur  l'épure  (fig.  207). 
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OU,  puisque  les  angles  m,  n  sont  aigus , 

m^90°  —  n 
ou  enfin  î?i  +  n^90» 

On  a  démontré,  au  n"  202,  que  cette  condition  est  nécessaire  ;  on  voit 
ici  qu'elle  est  suffisante. 

Nombre  de  solutions.  La  circonférence  a'ia'  coupera  généralement 
xy  en  deux  points  tels  que  a'  et  les  perpendiculaires  à  xy  menées  par 
ces  points  couperont  la  circonférence  de  centre  b  en  quatre  points  tels 
que  a.  Chacun  de  ces  points  joint  au  point  B  donne  une  réponse. 

11  y  a  donc  en  général  quatre  solutions. 

Si  la  première  circonférence  vient  à  être  tangente  à  on/  ou  à  ne  pas 
la  toucher,  il  n'y  a  plus  que  deux  solutions  ou  aucune. 

Remarque.  Si  la  droite  doit  passer  par  un  point  donné  (c,  c') 
(fig.  207),  on  mène  par  (c,  c')  une  parallèle  à  {ab,  a'b'). 

205.  Angles  d'un  plan  avec  les  plans  H  et  V.  La  sonime  des  dièdres 
qu'un  plan  peut  former  avec  les  plans  de  projection  est  généralement 
comprise  entre  un  droit  et  deux  droits. 

La  somme  égale  sa  limite  inférieure,  un  droit,  lorsque  le  plan  est 
parallèle  à  xy,  car  les  dièdres  m  et  n  sont  alors  complémentaires. 

La  somme  égale  sa  limite  supérieure,  deux  droits,  lorsque  le  plan 
est  perpendiculaire  à  xy. 

Pour  tout  autre  plan,  la  somme  est  plus  grande  qu'un  angle 
droit,  et  plus  petite  que  deux  angles  droits.  En  effet,  lorsque  deux 
plans  non  perpendiculaires  se  coupent,  ils  forment  entre  eux  un 
angle  aigu  et  un  angle  obtus  supplémentaires;  l'angle  aigu  est  par 
convention  Vangle  qui  mesure  l'inclinaison  des  deux  plans,  par  suite 
on  a  m  +  «<  180»;  d'ailleurs  on  a  aussi  m  +  n  +9G<'>180'>,  car  les 
trois  dièdres  d'un  trièdre  ont  une  somme  plus  grande  que  deux  angles 
droits  (G.,  n"  427);  donc  il  faut  que  l'on  ait  m  +  n  >  90". 

206.  Ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  *.0n  appelle  ligne  de  plus 

grande  pente  d'un  plan,  par  rap- 
port à  un  plan  de  projection,  toute 
droite  du  plan  donné  qui  forme 
avec  sa  projection  le  plus  grand 
angle  possible. 

Les  lignes  de  plu»  grande  pente 
d'un  plan  sont  parallèles  entre 
elles  et  perpendiculaires  à  la  trace 
de  ce  plan  (G.,  n»  412);  donc  la 
droite  {ab,  a'b')  est  une  ligne  de 
208  P'"^  grande  pente  du  plan  PaP' 

'^'       ■  par  rapport  au  plan  horizontal, 


»  On  a  déjà  parlé  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  (  n»  68  ) ,  mais 
11  est  utile  de  rappeler  et  de  compléter  ici  ces  notions. 
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si  sa  projection  ab  est  perpendiculaire  à  aP;  car  alors  la  droite  de 
l'espace  est  elle-même  perpendiculaire  à  cette  trace  horizontale ,  en 
vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires. 

Toute  ligne  de  PaP'  qui  ne  serait  point  parallèle  à  AB  ferait  avec 
le  plan  H  un  angle  plus  petit  que  m  (  G.,  n°  413). 

On  sait  qu'une  ligne  de  plus  grande  pente  suffit  pour  déterminer  un 
plan  (no  58,  2"),  car  par  le  point  b  on  peut  mener  aP  perpendiculaire 
à  ab,  puis  joindre  a  à  la  projection  a'  pour  obtenir  la  trace  verticale 
du  plan. 

207.  Remarques.  I.  On  sait  déterminer  l'angle  qu'un  plan  donné 
forme  avec  chaque  plan  de  projection  (n"  198),  mais  on  peut  donner 
aux  constructions  une  disposition  qui  facilite  la  résolution  du  pro- 
blème inverse  (n»  208). 

Soit  da'  perpendiculaire  à  xy. 

On  sait  que  l'angle  m  est  donné 
par  la  construction  d'un  triangle 
rectangle  ayant  pour  côtés  de 
l'angle  droit  aa'  et  ab  (n"  198); 
on  peut  rabattre  ce  triangle  sur  le  - 
plan  vertical  en  le  faisant  tourner 
autour  de  aa'.  Pour  cela,  il  suffit 
de  porter  ab,  en  ag,  sur  xy  et 
l'angle  aga'^m;  de  même  por- 
tant ac'  de  a  en  f,  on  a  afd^^n. 

II.  Les  perpendiculaires  al,  ah  sont  égales,  car  chacune  d'elles 
indique  la  distance  du  point  a  de  an/  au  plan  PaP'.  En  effet,  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  a  sur  le  plan  PaP'  est  l'intersection 
des  deux  plans  a'ab,  dad  perpendiculaires  à  PaP'  (fig.  200);  donc, 
dans  les  rabattements  de  ces  plans ,  ah  et  al  sont  les  rabattements  de 
la  même  perpendiculaire  (fig.  200  et  209). 

Problème. 


208.  Var  un  point  donné  mener  un  plan  qui  rencontre  respecti- 
vement les  plans  de  projection  sous  des  angles  donnés  m  et  n. 

Résolvons  le  problème  pour  un  point  {a,  a')  pris  sur  le  plan  ver- 
tical ;  puis ,  par  le  point  donné ,  nous  mènerons  un  plan  parallèle  au 
plan  obtenu. 

On  doit  avoir  m  <90<',n<90»et  m +  »>90o  (n»  205). 

Supposons  le  problème  résolu.  Soit  PaP'  le  plan  demandé  (fig. 210). 

Comme  vérification,  il  faut  qu'en  portant  la  perpendiculaire  ad 
de  o  en  c,  l'angle  aca'  soit  égal  à  l'angle  donné  m(n»  207);  puis, 
qu'en  prenant  af  =  ae  on  ait  l'angle  afb  égal  à  n;  d'ailleurs  la  dis- 
tance ah  doit  égaler  ag  (n»  207,  II).  On  est  donc  conduit  à  la  con- 
struction suivante  : 

Par  a'  menons  a'b  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et  a'c  for- 
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mant  avec  xy  l'angle  m  que  le  plan  P  doit  former  avec  le  plan  hori- 
zontal, puis  abaissons  la  pr-rpendiculaire  ag ;  cette  ligne  est  la  distance 

du  point  a  au  plan  cherché  (n»  '207). 
Du  centre  a,  avec  cette  longueur  ag 
pour  rayon,  décrivons  un  arc  et  me- 
nons une  tangente  hf,  faisant  avec 
xy  l'angle  n  que  le  plan  doit  former 
avec  le  plan  vertical;  le  point  b  se 
trouve  déterminé  parla  tangente /"/jfc 
et  la  ligne  de  rappel  a'ab.  Pour  avoir 
les  traces,  il  faut  mener  par  b  une 
tangente  6a  à  l'arc  décrit  avec  ac 
pour  rayon,  puis  joindre  aa'. 

Vérification.  L'arc  décrit  avec  le 
rayon  af  doit  être  tangent  à  aP'. 

Condition  de  possibilité.  Pour  que 
l'on  puisse  mener  la  tangente  bd%, 
il  suffit  que  le  point  b  ne  soit  pas 
à  l'intérieur  du  cercle  nd,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ac^ab 
ou,  à  cause  des  triangles  rectangles,  acg  et  abh. 
a  g     ^^     ah 
sm  j)j  cos  n 

ou,  comme  a5r=  aA,  sinwi^cosn 

ou  sin  î?i^sin  (90°  —  n) 

d'oîi,  puisque  m  et  n  sont  aigus  par  détîmlion, 

r)i^90o  —  n 
ou  enfin  m  -t-  n^90o 

On  a  démontré,  au  n»  205,  que  les  deux  conditions 
*n+n^leO»  jn  +  n^OO» 

sont  nécessaires;  on  voit  ici  qu'elles  sont  suffisantes. 

Nombre  de  solutions.  L'angle  afb  pouvant  être  construit  de  part  et 
d'aulre  dexy,  il  y  a  deux  points  tels  que  b  qui  sont  symétriqued  par 
rapport  à  xy. 

Par  chacun  de  ces  points  on  peut  mener  au  cercle  nd  deux  tan- 
gentes, une  seule,  ou  aucune;  donc  il  peut  y  avoir  quatre  solutions, 
ou  deux,  ou  aucune. 

Autre  solution.  La  détermination  des  traces  par  des  tangentes 
telles  que  bd,  a!é  offre  peu  de  précision.  On  peut  mener  une  droite 
faisant  avec  chaque  plan  un  angle  complémentaire  de  celui  que  l'un 
donne;  puis,  par  le  point  donné,  mener  un  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  ainsi  déterminée. 
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§  II.  —  Trièdres. 

209.  Désignons  par  a,  h,  c  les  faces  d'un  trièdre  (G.,  no  420),  par 
A,  B,  G  les  dièdres  opposés,  et  par  a',  h',  d  et  A',  B',  G'  les  élé- 
ments du  trièdre  supplémentaire;  on  a,  par  définition  (G.,  no416), 
a  +  A'  =  2  droites,  etc. 

1»  Ghaque  face  d'un  trièdre  est  plus  petite  que  la  somme  des  deux 
autres  (G.,  n»417). 

2"  La  somme  des  faces  est  moindre  que  quatre  droits  (G.,  n»  419). 

3"  La  somme  des  trois  dièdres  est  comprise  entre  deux  droits  et  six 
droits  (G.,  n»  427,1»). 

4"  La  différence  entre  le  plus  petit  dièdre  et  la  somme  des  deux 
autres  est  moindre  que  deux  droits  (  G.,  n»  427,  2o). 

Le  problème  de  la  construction  d'un  trièdre  présente  six  cas  princi- 
paux qu'on  peut  ramener  à  trois. 

l"  a,  h,  c.    On  donne  les  trois  faces. 

2o  A ,  6,  c.    On  connaît  deux  faces  et  le  dièdre  compris. 

3»  6,  c,  C.    On  connaît    deux   faces  et  le  dièdre  opposé  à   l'une 
d'elles. 

4»  a,  B,  C.    On  donne  une  face  et  les  deux  dièdres  adjacents. 

5»  B,  C,  c.  Id.      deux  dièdres   et    la    face    opposée    à    l'un 

d'eux. 

6"  A,  B,  C.     On  donne  les  trois  dièdres. 

Triédi'e  supplémentaire.  Par  la  considération  du  trièdre  supplé- 
mentaire, le  sixième  cas  se  ramène  au  premier,  le  cinquième  au  troi- 
sième, et  le  quatrième  au  second;  en  effet,  pour  le  quatrième,  par 
exemple,  posons  A'  =  180"  —  a;  b'  =  ISO"—  B;  c'  =  ISO"  —  G.  Nous 
aurons  à  construire  un  trièdre,  connaissant  deux  faces  b',  d  et  le 
dièdre  compris  A';  puis  nous  en  déduirons  le  trièdre  supplémentaire 
(G.,  n»  420),  qui  répond  à  la  question. 

Premier  Cas. 

210.  Construire  un  trièdre,  connaissant  les  trois  faces ,  et  déter- 
miner le  dièdre  opposé  à  chacune  d'elles. 

Soient  les  faces  a,  b,  c  réalisant  les  conditions  rappelées,  et  placées 
consérulivement  sur  un  même  plan.  Prenons  des  longueurs  égales 
SF,  SFi  sur  les  côtés  extrêmes;  les  points  F,  Fj  ainsi  obtenus  sont  les 
rabattements  d'un  même  point  de  l'espace  appartenant  à  la  troisième 
arête  du  trièdre,  c'est-à-dire  à  rinierseclion  des  faces  a  et  c. 

Si  l'on  relève  le  pian  dSF,  le  point  F  décrit  un  arc  de  cercle  dont  le 
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plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  Sd;  il  en  est  de  même  de  F,  par 
rapport  à  Se;  donc  les  perpendiculaires  abaissées  de  F  et  Fj  sur  les 
axes  respectifs  déterminent  la  projection  horizontale  /  du  point  de 
l'espace. 

Pour  avoir  l'ordonnée  de  ce  point  F,  il  suffit  de  décrire  du  centre 
d  avec  le  rayon  rfF  un  arc  Ff  jusqu'à  la  rencontre  de  la  ligne  ff' 


Fig.  211. 


parallèle  à  l'axe  Sd  (n"  164);  de  même,  par  rapport  à  Se,  le  point  F, 
vient  en  /"',  ;  donc  /f  doit  égaler  /f  j ,  puisque  c'est  l'ordonnée  d'un 
même  point,  par  rapport  au  plan  de  la  face  6. 

En  menant  df  et  efi,  on  obtient  les  dièdres  A  et  G;  car  les  plans 
rabattus  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  arêtes  de  ces 
dièdres. 

Pour  le  troisième  dièdre ,  on  pourrait  procéder  comme  il  a  été  dit 
précédemment  (n»  200);  mais  généralement  on  détermine  la  vraie 
grandeur  des  côtés  du  triangle  mnO.  On  prend  des  longueurs  égales 
SG,  SGj,  on  élève  les  perpendiculaires  On,  Gini;  du  centre  n,  avec 
le  rayon  nG ,  on  coupe  l'arc  décrit  du  centre  m  avec  le  rayon  mG». 
L'angle  mon  mesure  le  troisième  dièdre. 

Vérifications.  Le  point  o  doit  se  trouver  sur  Sf,  et  la  droite  nin  doit 
être  perpendiculaire  à  la  projectioa  Sf  de  l'arête  (n*  199). 


l^o   PARTIE.   —    DU   POINT,    DE   LA    DROITE   ET   DU   PLAN        123 

Deuxième  Cas. 

211.  Construire  un  irièdre,  connaissant  deux  faces  et   le  dièdre 
compris,  et  déterminer  les  autres  éléments  de  l'angle  solide. 


Fig.  212. 

Soient  b,  c,  les  faces  données,  et  le  dièdre  A  donné  par  le  rabatte- 
tementde  son  angle  plan  autour  d'une  perpendiculaire  Fd  menée  à  Sd. 

Du  centre  d,  avec  le  rayon  dF,  coupons  en  f  le  côté  de  l'angle 
donné;  par  rapport  à  la  ligne  de  terre  fF,  f  se  projette  en  f  et  fait 
connaître  la  projection  horizontale  fS  de  la  troisième  arête. 

Du  point  f  menons  à  Se  une  perpendiculaire  et  une  parallèle;  sur 
celte  dernière,  prenons  ff'i  égale  à  ff,  menons  ef'i ,  et  le  second  dièdre 
C  est  déterminé;  puis  portons  ef'i  de  e  en  Fj  pour  avoir  la  face  a. 
Les  trois  fdces  étant  connues,  on  peut  déterminer  le  dièdre  B  comme 
dans  le  cas  précédent,  en  prenant  SG^SGj. 

Vérification.  SFj  doit  égaler  SF. 

Troisième  Cas. 

212.  Construire  un  trièdre,  connaissant  deux  faces  et  le  dièdre 
opposé  à  l'une  d'elles. 

Soient  les  faces  6,  c  et  le  dièdre  C  dont  l'angle  plan  est  rabattu 
sur  le  plan  de  la  face  b,  autour  d'une  perpendiculaire  hd  à  l'arête  Si. 

Par  le  point  d  élevons  une  perpendiculaire  Fdi  à  l'arête  ScJ;  en 
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prenant  cette  droite  Fdi  comme  ligne  de  terre,  cherchons  la  trace  ver- 
ticale du  plan  de  la  face  a.  La  trace  horizontale  Sh  est  donnée,  ainsi 
le  point  i  appartient  à  la  trace  cherchée.  11  suffit  de  déterminer  un 


-0  \l 


Fig.  213. 

second  point  de  cette  trace;  or  la  perpendiculaire  dl  indique  l'élé- 
vation d'un  point  L  de  ce  plan  a,  au-dessus  du  plan  de  la  face  h;  et, 
quelle  que  soit  la  ligne  de  terre  menée  par  d,  cette  hauteur  ne  varie 
point;  sur  une  perpendiculaire  à  Fdi,  il  faut  donc  prendre dii=:di, 
et  iii  est  la  trace  verticale  du  plan  a. 

Lorsqu'on  relève  dSF,  le  point  F  décrit  dans  le  plan  dil^  un  arc  de 
cercle  ayant  d  pour  centre  etrfF  pour  rayon;  il  coupe  la  trace  il^  en  f 
et  gr';  chacun  de  ces  points  correspond  à  un  trièdre  ayant  les  données 
voulues.  En  se  bornant  à  celui  que  donne  le  point  f ,  il  faut  abaisser 
la  perpendiculaire  ff,  et  l'on  retombe  sur  le  cas  précédent,  car  on 
connaît  deux  faces  ehSd,  d3F  et  le  dièdre  A  compris. 

fS  est  la  projection  de  la  troisième  arête;  du  point  f  on  abaisse  la 
perpendiculaire  /"eFi ,  on  prend  ff^=.ff  et eFi  =  e/'j. 

Vérification.  ef\  doit  être  parallèle  à  hl,  car  les  angles  c,  h, 
mesurent  le  même  dièdre,  et  SFj  doit  égaler  SF. 

Remarque.  Suivant  que  l'arc  ¥f  coupe  la  trace  il^  en  deux  points, 
lui  est  tangent,  ou  ne  la  rencontre  pas,  il  y  a  deux  solutions,  une 
seule  ou  aucune. 

Pour  qu'un  point  f  ou  g'  fournisse  une  solution,  il  faut  qu'il  soit 
sur  la  partie  supérieure  du  plan  vertical  ic/F,  et  non  sur  sa  partie 
inférieure. 
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Quatrième  Cas. 

213.  Const7'uire  un  trièdre,  connaissant  une  face  et  les  deux  dièdres 
adjacents. 

Le  quatrième  cas  se  ramène  au  second  (n»  209,  Trièdre  supplémen- 
taire); mais  on  peut  aussi  le  résoudre  directement. 


Fig.  214. 


Soient  b  la  face  connue,  A  et  G  les  dièdres  adjacents,  dont  les 
angles  plans  sont  rabattus  sur  le  plan  mSni',  autour  des  perpendi- 
culaires aux  arêtes  Sm,  Sm'. 

Menons  un  plan  parallèle  à  celui  de  la  face  b;  si  mn  est  la  distance 
de  ce  plan  au  plan  de  projection,  le  côté  supérieur  de  l'angle  G  sera 
rencontré  en  o;  prenons  m'»i'  =  mn;  le  côté  de  l'angle  A  est  ren- 
coniré  en  o'. 

Quflle  que  soit  la  position  des  angles  plans  qui  mesurent  les  dièdres 
donnés  A  et  G,  les  distances  no,n'o'  ne  dépendent  que  des  angles  et 
de  la  hauteur  mn;  donc,  si  par  o  et  o'  on  mène  des  parallèles  of,  o'f 
aux  deux  arêtes,  elles  déterminent  la  proje^-tion  horizontale  f  d'un 
poini  de  la  troisième  arête  éloipné  de  la  face  b  de  la  longueur  mn. 
Abaissons  les  perpendiculaires  fe,  fd,  prenons  ^'i  =ff'=.mn;  l'angle 
fefx  =  G,  et  1  angle  fdf  =  A  ;  pour  avoir  les  deux  faces  inconnues,  il 
suffit  de  prendre  dF  =  df';eFx  =  ef\. 

Le  iroibième  dièdre  B  se  trouve  comme  dans  les  cas  précédents. 
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Cinquième   Cas. 

214.  Construire  un  trièdre ,  connaissant  deux  dièdres  et  la  face 
opposée  à  l'un  d'eux. 

Le  cinquième  cas  se  ramène  au  troisième ,  par  la  considération  du 
trièdre  supplémentaire  (n»  209);  mais  on  peut  aussi  le  résoudre  direc- 
tement. 

Soient  A  et  C  deux 
dièdres  donnés,  et 
a  la  face  opposée  à 
l'un  d'eux. 

Prenons  cette  face 
comme  plan  H.  Dé- 
terminons le  point 
{fff),  en  prenant 
ef  =  eF  et  projetant 
f  en  f.  Si  la  face  b 
était  connue,  on  ob- 
tiendrait le  second 
dièdre  adjacent  en 
abaissant  la  perpen- 
diculaire fd  sur  Sd 
et  portant  la  lon- 
gueur ff'  de  f  en  /'j 
sur  une  perpendiculaire  à  fd;  l'angle  obtenu  d  devrait  égaler  A.  Or 
il  est  facile  de  construire  un  triangle  égal  à  ff^d  et  de  déterminer  le 
côté  fd.  Ainsi,  par  f  menons  une  droite  fg  formant  avec  fg  un  angle 
égal  au  dièdre  A.  Puis  du  centre  f,  avec  fg  pour  rayon,  décrivons 
une  circonférence,  menons  la  tangente  Sd,  et  le  problème  est  résolu. 
On  détermine  ensuite  la  face  c  et  le  dièdre  B,  comme  dans  le  cas 
précédent. 

Remarque.  Par  le  point  S,  on  peut  mener  une  seconde  tangente  à 
la  circonlérence  fg;  mais  le  trièdre  qui  en  résulte  a  pour  dièdre  le 
supplément  de  A. 

Sixième  Cas. 

215.  Construire  un  trièdre,  connaissant  ses  trois  dièdres. 

Ce  cas  se  ramène  au  premier,  à  l'aide  du  trièdre  supplémentaire. 

La  solution  directe  du  sixième  cas  présuppose  la  connaissance  des 
plans  tangents  à  la  sphère  et  au  cône  de  révolution;  elle  se  rapporte 
donc  au  clmpitre  III  de  la  deuxième  partie  (n<>»322  et  suivants). 
Nous  ne  l'indiquons  ici  qu'afin  de  grouper  les  questions  relatives  au  ? 
trièdre  ". 


*  Il  suffit  d'ailleurs  de  connaître  quelques  théorèmes  à  peu  près  évidents  : 
1»  Le  plan  tangent  à  un  cône  de  révolution  est  tange7it  à  toute  sphère  inscrite 
à  ce  cône,  et  réciproquement,  un  plan  est  tangent  à  un  cône  de  révolution, 
lorsqu'il  passe  par  le  sommet  de  ce  cône  et  qu'il  est  tangent  à  une  sphère 
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Soient  donnés  les  trois  dièdres  A ,  B ,  C.  ,       j. 

Prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  de  la  face  b,  adjacente  au 
dièdre  C,  et  pour  ligne  de  terre  la  droite  xey  perpendiculaire  a 
l'arête  re. 


Fig.  216. 

Pour  résoudre  le  problème  proposé,  il  faut  mener  un  plan  qui  coupe 
le  plan  horizontal  sous  un  angle  A,  et  le  plan  ref  sous  un  angle  B. 

Or,  si  par  un  point  f  de  ef  nous  menons  fm  faisant  avec  xy  un 
angle  égal  au  dièdre  donné  A,  le  plan  cherché  devra  être  tangent 
au  cône  que  fm  engendrerait  en  tournant  autour  de  la  perpendi- 
culaire f'f  {n°  295);  il  devra  de  même  être  tangent  à  la  sphère 
inscrite,  dont  f  serait  le  centre  et  fg  le  rayon  (n"  295). 

De  même,  le  plan  demandé  devra  être  tangent  à  un  cône  dont 
l'axe  serait  perpendiculaire  au  plan  ref  et  dont  la  génératrice  cou- 
perait ce  plan  sous  un  angle  égal  à  B,  et  être  tangent  en  même  temps 
à  toute  sphère  inscrite  dans  ce  cône;  donc,  abaissons  la  perpendicu- 
laire fp  sur  ef;  au  cercle  de  rayon  fg,  menons  une  tangente  n'h'  qui 
rencontre  ef  sous  un  angle  égal  à  B. 

Le  plan  cherché  doit  être  tangent  aux  deux  cônes  de  sommets  f 
et  h',  circonscrits  à  la  sphère  de  rayon  fg;  mais  f  et  h'  sont  sur  le 
plan  vertical;  donc  fl'h'  est  la  trace  verticale  du  plan  demandé;  la 
trace  horizontale  doit  être  tangente  à  la  circonférence  de  rayon  fm; 
donc,  par  l',  il  faut  mener  la  tangente  l'S. 

La  tangente  l'd  coupe  er  en  S  et  détermine  la  face  b.  On  obtient  a 
et  c  en  procédant  comme  dans  les  premiers  cas  :  on  prend  eF  =  ef, 
dF  =  dfi ,  et  l'on  mène  SF  et  SKj, 

inscrile;  2»  Tous  les  plans  tangents  à  un  cône  de  révolution  sont  également 
Inclinés  sur  les  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  ce  cône;  S"  Pour  qu'un  plan 
soit  tangent  à  un  cône,  il  suffit  qu'il  passe  par  le  sommet  de  ce  cône  et  qu'il 
ioit  tangent  à  la  circonférence  de  sa  base. 
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Problème. 


216.  Réduire  un  angle  à  l'horizon. 

Réduire  un  angle  à  l'horizon,  c'est 
déterminer  sa  projection  horizontale. 

Soient  deux  droites  AC,  AD,  incli- 
nées sur  l'horizon  H ,  et  o  la  projec- 
tion du  sommet  A  (fig.  217). 

Pour  réduire  à  l'horizon  l'angle 
CAD,  il  faut  déterminer  l'angle  CaD 
d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  les 
projections  des  côtés  CA  et  AD,  et 
la  droite  qui  joint  leurs  traces  hori- 
zontales. 

Pour  cela,  il  faut  connaître  l'angle 
de  l'espace  et  l'angle  que  chacun  de 
ses  côtés  forme  avec  la  verticale 
passant  par  le  sommet;  c'est-à-dire  l'angle  CAD,  ou  o,  et  les  angles 
aAD  ou  m  et  aAC  ou  n. 


Fig.  217. 


Épure.  Prenons  pour  plan  vertical  le  plan  mené  par  un  des  côtés  de 

l'angle  de  l'espace,  le 
côté  a'd,  par  exemple 
(fig.  218);  m  indique 
l'angle  que  ce  côté  forme 
avec  la  verticale  ;  en 
admettant  que  le  plan 
vertical  mené  par  le 
second  côté  soit  aussi 
rabattu  sur  le  plan 
de  a'd,  le  côté  a'c  doit 
faire  avec  aa'  l'angle 
voulu  n. 

Soit  le  problème  résolu  et  al  la  projection  du  second  côté,  on  re- 
connaît que  Id,  distance  des  traces  horizontales  des  côtés,  appartient 
à  un  triangle  de  l'espace  dont  on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  com- 
pris; on  peut  donc  construire  ce  triangle  et  déterminer  Id;  pour  cela, 
faisons  l'angle  oégal  à  l'angle  donné,  prenons  a'e  =  a'c,  et  de  est  le 
côté  cherché. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  construire  un  triangle  dont  on 
connaît  les  trois  côtés.  Des  extrémités  a  et  d,  avec  des  rayons  respecti- 
vement égaux  à  acet  de,  on  décrit  des  arcs  qui  se  coupent  en  l;  l'angle 
lad  est  l'angle  cherché. 


Fig.  218. 


EXERCICES 

DES   ANGLES 


Angles  plans  et  dièdres. 

167.  Déterminer  l'angle  de  deux  droites,  en  cherchant  la  vraie  grandeur  des 
cAtéa  de  cet  angle,  limités  à  leurs  traces  horizontales. 

168.  Déterminer  l'angle  de  deux  droites  dont  l'une  est  horizontale,  à  l'aide 
d'un  rabattement  effectué  autour  de  l'horizontale  donnée. 

169.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  sécantes,  l'une  d'elles  étant  de  profil  et 
l'autre  étant  1°  quelconque;  2»  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection;  3»  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre. 

170.  Déterminer  l'angle  de  deux  droites  dans  les  cas  suivants  : 
1»  Ligne  de  terre  et  droite  quelconque; 

2"  Deux  droites  dont  les  projections  de  noms  contraires  coïncident; 
3»  Deux  droites  situées  dans  le  second  plan  bissecteur. 

171.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  non  sécantes,  chacune  d'elles  étant 
parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection. 

172.  Une  horizontale  rencontre  le  plan  V  sous  un  angle  de  45°,  une  frontale 
rencontre  le  plan  H  sous  un  angle  de  45»  ;  quel  est  l'angle  des  deux  droites  ? 

173.  Connaissant  les  traces  et  les  projections  horizontales  de  deux  sécantes, 
ainsi  que  la  vraie  grandeur  de  l'angle  qu'elles  forment,  trouver  les  projections 
verticales  de  ces  droites. 

174.  Cîonnaissant  la  projection  horizontale  ab  d'une  droite,  les  projections 
(b,  b' )  d'un  de  ses  points  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  le  plan  vertical,  trouver 
la  projection  verticale  de  cette  droite. 

175.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  coupe  une  droite  donnée  sons 
nn  angle  donné. 

176.  Par  nn  point  donné ,  mener  une  droite  qui  fasse  des  angles  donnés  avec 
chaque  plan  de  projection. 

177.  Mener  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  une  ligne  de  bout  et  une  droite 
dont  les  projections  font  des  angles  de  45"  avec  la  ligne  de  terre. 

178.  Déterminer  l'angle  des  traces  d'un  plan  perpendiculaire  au  second  bis- 
secteur. 

179.  Construire  les  bissectrices  des  angles  des  traces  d'un  plan  à  traces 
snperposées. 

180.  Par  une  droite  donnée  dans  le  plan  vertical,  mener  un  plan  qui  coupe 
le  plan  horizontal  de  manière  que  l'angle  compris  entre  la  droite  et  la  trace 
horizontale  (  angle  aux  traces  )  ait  une  grandeur  donnée. 

181.  Déterminer  l'angle  que  forme  la  ligne  de  terre  avec  un  plan  donné 
quelconque. 

EL.  5 
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182.  Déterminer  l'angle  que  forme  une  droite  quelconque  avec  un  plan  de 
profil,  et  avec  le  second  bissecteur. 

183.  Déterminer  la  trace  verticale  d'un  plan,  connaissant  la  trace  horizontale 
et  l'angle  que  ce  plan  forme  avec  xy. 

184.  Déterminer  la  trace  verticale  d'un  plan  dont  on  connaît  la  trace  hori- 
zontale et  la  distance  d'un  point  donné  de  la  ligne  de  terre  à  ce  plan. 

185.  Un  plan  est  donné  par  ses  traces  ;  un  point  A  de  ce  plan  est  donné  par 
une  de  ses  projections;  mener  par  ce  point  une  ligne  de  pente  de  ce  plan,  dé- 
terminer la  vraie  grandeur  de  cette  droite  et  l'angle  qu'elle  forme  avec  le  plan 
horizontal, 

186.  Déterminer  les  traces  d'un  plan ,  connaissant  la  projection  horizontale 
cd  d'une  de  ces  lignes  de  pente  et  l'angle  que  le  plan  forme  avec  le  plan  hori- 
zontal. 

187.  Déterminer  la  projection  verticale  d'un  point  situé  dans  un  plan,  lors- 
qu'on connaît  la  projection  horizontale  de  ce  point,  la  trace  horizontale  de  ce 
plan  et  l'angle  qu'il  forme  avec  le  plan  horizontal. 

188.  Déterminer  la  projection  horizontale  d'un  point  situé  dans  un  plan,  lors- 
qu'on connaît  la  projection  verticale  a'  de  ce  point,  la  trace  horizontale  P  du 
plan  et  l'angle  qu'il  forme  avec  le  plan  horizontal.  On  suppose  en  outre  que, 
par  suite  deg  dimensions  de  l'épure ,  il  n'est  pas  possible  de  déterminer  la  trace 
verticale  du  plan. 

189.  Déterminer  les  traces  d'un  plan,  connaissant  la  distance  d  d'un  point 
donné  n  de  la  ligne  de  terre  à  ce  plan ,  ainsi  que  l'angle  que  ce  plan  formo 
avec  le  plan  horizontal  et  un  point  de  la  trace  verticale. 

190.  Trouver  l'angle  d'un  plan  quelconque  avec  un  plan  de  profil. 

191.  Déterminer  l'angle  de  deux  plans  dans  les  cas  suivants  : 
1»  Plan  quelconque  et  plan  mené  par  xy  et  un  point  donné  ; 
2"  Deux  plans  ayant  une  trace  commune. 

192.  Déterminer  la  trace  verticale  d'un  plan,  connaissant  la  trace  horizon- 
tale et  1»  l'angle  que  le  plan  forme  avec  le  plan  horizontal  ;  ou  2»  l'angle  qu'il 
forme  avec  le  plan  vertical. 

193.  Déterminer  une  des  traces  d'un  plan,  connaissant  l'autre  trace  et  l'angle 
que  ce  plan  forme  avec  un  plan  de  profil. 

194.  1»  Trouver  les  angles  d'un  plan  avec  chaque  plan  de  projection,  lorsque 
les  traces  du  plan  donné  sont  en  ligne  droite  ;  2»  déterminer  l'angle  aux  traces 
de  ce  plan. 

195.  Par  un  point  pris  sur  xy,  mener  un  plan  tel  que  ses  traces  soient  en 
ligne  droite  et  fassent  entre  elles,  dans  l'espace,  un  angle  donné. 

196.  Une  droite  étant  donnée  par  ses  traces  sur  les  plans  de  projection,  on 
demande  de  construire  les  traces  du  plau  passant  par  cette  droite  et  faisant 
un  angle  donné  avec  le  plan  qui  la  projette  sur  le  plan  horizontal. 

197.  Par  une  droite  située  dans  un  plan  donné,  mener  un  plan  qui  coupe  le 
premier  sous  un  angle  donné. 

198.  Déterminer  les  traces  verticales  de  deux  plans,  connaissant  leurs  tv.ifes 
horizontal e.s,  la  projection  horizontale  de  leur  Intersection,  ainsi  que  l'angle  nnv 
ces  plans  forment  entre  eux. 
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189.  Étant  donné  un  point  (a,  a')  et  un  plan  Q  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
faire  passer  par  le  point  un  second  plan  P  parallèle  à  xy,  mais  Incliné  ear  le 
premier  d'un  dièdre  donné. 

280.  Par  un  point  donné,  faire  passer  un  plan  parallèle  à  xy  et  qui  ren- 
contre ,  sous  un  angle  donné ,  un  plan  mené  par  la  ligne  de  terre  et  un  point. 

201.  Dana  un  plan  donné  par  ses  traces,  trouver  un  point  équidistant  des 
traces  de  ce  plan ,  sans  recourir  aux  rabattements.  Lieu  géométrique  des  points 
équidistants. 

202.  Mener  le  plan  bissecteur  du  dièdre  que  forment  deux  plans  donnés. 

203.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  coupant  les  deux  plans  de  projec- 
tion sous  un  même  angle  donné. 

204.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  qui  soit  également  incliné  sur 
chaque  plan  de  projection. 

208.  Mener  le  plan  bissecteur  de  chacun  des  dièdres  d'un  plan  quelconque 
avec  les  plans  de  projection  ;  trouver  les  projections  de  l'intersection  de  ces  deux 
plana  bissecteurs. 

206.  Trouver  les  points  équidistants  des  trois  faces  du  trièdre  rectangle  dé- 
terminés par  les  plans  de  projection  et  un  plan  quelconque;  déterminer  sur 
chaque  face  le  lieu  géométrique  des  projections  des  points  équidistants. 


Trièdrea. 


207.  Construire  un  trièdre  rectangle,  connaissant  une  des  faces  du  dièdre 
droit  et  le  dièdre  opposé  à  la  face  connue. 

208.  Deux  droites  concourantes  sont  données  ;  chercher  les  projections  d'un 
point  de  l'espace,  connaissant  sa  distance  à  chacune  de  ces  droites  et  au  plan 
qu'elles  déterminent,  et  faire  connaître  les  angles  que  forme,  avec  chaque  ligne 
donnée,  la  droite  qui  joint  le  point  demandé  au  point  de  concours  des  pre- 
mières. 

209.  Deux  droites  concourantes  sont  données;  chercher  les  projections  d'un 
point  M  de  l'espace,  ce  point  étant  déterminé  par  sa  distance  h  au  plan  bac, 
par  la  distance  sm'  =  l'  et  par  l'angle  r  que  forme,  avec  le  plan  bac,  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  M  sur  ab. 

210.  Résoudre  directement  le  cinquième  cas  de  l'angle  trièdre  :  on  connaît 
deux  dièdres  et  la  face  opposée  à  l'un  d'eux. 

211.  On  connaît  la  base  d'une  pyramide  pentagonale  régulière,  ainsi  que  la 
dièdre  que  forment  entre  elles  les  faces  latérales  ;  déterminer  la  grandeur  des 
faces  latérales  de  la  pyramide,  ainsi  que  leur  inclinaison  sur  le  plan  de  la 
base. 

212.  La  base  d'une  pyramide  triangulaire  est  donnée  sur  le  plan  horizontal; 
déterminer  le  sommet  de  la  pyramide ,  connaissant  l'inclinaison  de  chaque  face 
latérale  sur  le  plan  de  base. 

313.  Mener  un  plan  qui  coupe  un  dièdre  donné  de  manière  que  le  trièdre 
obtenu  ait  deux  faces  égales,  et  que  la  face  interceptée  but  le  plan  demandé 
ait  une  grandeur  angulaire  donnée. 
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214.  Par  deux  droites  ba,  hc,  mener  deux  plans  qui  se  coupent,  de  manière 
que  le  trièdre  obtenu  ait  un  dièdre  donné  opposé  à  la  face  abc,  et  que  les  deux 
autres  faces  soient  égales  entre  elles. 

215.  Déterminer  l'Intersection  des  plans  bissecteurs  des  trois  dièdres  formés 
par  le  plan  horizontal  et  deux  autres  plans. 

216.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'intersection  des  plans  bissecteurs  des 
dièdres  d'mn  trièdre  quelconque  coupe  les  faces  du  trièdre  sous  le  même  angle. 

217.  Déterminer  l'Intersection  des  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  qui 
correspondent  aux  arêtes  latérales  d'une  pyramide  triangulaire  placée  sur  le 
plan  horizontal. 

J18.  Un  tétraèdre  étant  donné  par  ses  deux  projections,  déterminer  le  point 
de  concours  des  droites  de  chacun  des  groupes  suivants  : 

1°  Les  trois  droites  qui  Joignent  deux  à  deux  les  milieux  des  arêtes  opposées  ; 

2*  Les  quatre  droites  qui  Joignent  un  sommet  au  point  de  concours  des  mé- 
dianes de  la  face  opposée. 

219.  Un  triangle  acutangle  est  donné  sur  le  plan  horizontal,  déterminer  un 
point  de  l'espace  tel  qu'en  le  Joignant  aux  trois  sommets  du  triangle  on  obtienne 
un  trièdre  trirectangle. 

220.  On  donne  le  plan  et  les  trois  angles  d'un  triangle  acutangle  abc,  dont 
le  sommet  a  est  fixe;  trouver  le  lieu  géométrique  des  pointa  de  l'espace  d'où 
les  trois  côtés  sont  vus  sous  des  angles  droits. 

221.  On  doime  les  deux  projections  s,  s'  du  sommet  d'un  trièdre  tri-rectangle, 
ainsi  que  la  projection  horizontale  de  chnque  arête  ;  déterminer  les  projections 
verticales  de  ces  arêtes. 

222.  On  donne  les  deux  projections  du  sommet  d'un  trièdre  tri  -  rectangle  ;" 
déterminer  les  projections  verticales  des  arêtes,  lorsque  les  trois  directions  don- 
nées su,  sv,  sz ,  comme  projections  horizontales  des  arêtes,  font  entre  elles  des 
angles  quelconques,  sauf  les  deux  extrêmes  su,  sz,  qui  forment  un  angle  obtus. 

223.  Déterminer  l'angle  de  deux  droites,  connaissant  la  projection  horizontale 
de  cet  angle,  et  l'angle  que  chaque  côté  de  l'angle  demandé  forme  avec  la  ver- 
ticale. 


CHAPITRE  VI 

APPLICATIONS 


§  I.  —  Figures  planes. 


Problème. 

217.  Déterminer  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle  dont 
les  sommets  sont  donnés  par  leurs  projections. 

On  pourrait  déterminer  les 
traces  du  plan  donné  et  ra- 
battre ce  plan  sur  un  des 
plans  de  projection  ;  mais  il 
est  plus  simple  et  plus  élé- 
gant d'opérer  directement  sur 
les  données. 

Soient  (a,  a'),  {b,  b'),  [c,  c') 
les  points  donnés. 

Opérons  le  rabattement  du 
triangle  à  Taide  d'une  hori- 
zontale de  son  plan;  par  c', 
par  exemple,  menons  une 
parallèle  à  xy ,  afln  d'avoir 
ane  horizontale  (ce,  c'e'); 
la  figure  rabattue  en  A^BjCj 
donne  la  vraie  grandeur  des  côtés  et  celle  des  angles. 

Remarque.   On   peut  déterminer  les   hauteurs,  les   bissec- 
trices, etc.,  du  triangle  A^BiCi ,  et  relever  les  éléments  construits. 

Problème. 

218.  Déterminer  les  projections  d'un  carré,  connaissant  les 
'f.races  de  son  plan  et  l'une  des  projections  d'un  de  ses  côtés. 

Il  faut  rabattre  le  plan,  déterminer  le  rabattement  du  côté 


134  ÉLÉMENTS    DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 

donné,  construire  un  carré  sur  le  plan  rabattu,  et  relever  celle 
ligure. 


I 


I 


Soient  ad  et  PaP'  la  projection  d'un  côté  et  le  plan  donnés. 

Pour  rabattre  le  plan  et  la  droite,  menons  par  a  une  perpen- 
diculaire à  la  trace  aP. 

On  obtient  aE,  et  A,D,(n<'«  164  et  169,  R.),  ainsi  A,D,  est  le 
côté  du  carré;  construisons  la  flgure  AiEjCiDj,  et  relevons- en 
les  sommets  (n»  171). 

Remarque.  Il  y  a  deux  solutions. 

Problème. 

219.  On  donne  le  centre  et  le  rayon  d'une  circonférence 
située  dans  un  plan  donné,  déterminer  les  projections  de  cett 
circonférence. 

Les  projections  d'une  circonférence  sont  des  ellipses.  (G., 
no  634.) 

Avec  les  données  du  problème,  il  est  possible  de  déterminai 


*  La  jn-ojcction  horizontale  de  GA  devrait  passer  par  le  point  a  et  d'à'  d»| 
yrait  rencontrer  xy  uu  peu  ik  droite  du  point  ». 


l""*    PARTIE.  —  DU   POINT,    DE   LA    DROITE   ET   DU   PLAN        13S 

directement  autant  de  points  qu'on  voudra  de  chacune  de  ces 
ellipses,  mais  il  est  très  utile  d'en  chercher  les  axes.  Le  pro- 
blème est  résolu  complètement  dès  qu'on  connaît  ces  lignes,  car 
Dn  peut  alors  recourir  à  l'un  quelconque  des  tracés  connus. 
(G.,  n"*  615,625,40;  639,  643.) 

Le  grand  axe  de  l'ellipse  est  la  projection  du  diamètre 
parallèle  au  plan  de  projection,  le  petit  axe  est  la  projection 
du  diamètre  de  plus  grande  pente. 

Ces  deux  diamètres  sont  perpendiculaires  entre,  eux. 

l^i"  Cas.  Le  plan  donne  PaP'  est  vertical  (fig.  221). 


Fig.  221. 


Fig.  222. 


Le  plan  étant  perpendiculaire  au  plan  H,  la  projection  hori- 
zontale de  la  circonférence  sera  sur  aP  (no  40);  il  faut  prendre  à 

I  partir  du  point  c  deux  longueurs  cd,  ce  égales  au  rayon  donné; 

'  le  diamètre  de  est  la  projection  horizontale  cherchée.  La  projec- 
tion verticale  de  ce  diamètre  est  parallèle  à  xy,  et  se  détermine 
à  l'aide  des  points  d,  e.  Le  diamètre  vertical  se  projette  en  vraie 
grandeur;  donc  il  faut  prendre  c'a' =  c'6',  égal  au  rayon.  On  con- 
naît les  axes  de  l'ellipse;  par  suite,  la  courbe  peut  être  construite 
pnr  points. 

Remarque.  Pour  trouver  directement  d'autres  points  de  la 
courbe,  on  peut  rabattre  le  plan  donné  sur  le  plan  vertical 
(fig.  222);  pour  cela,  on  rabat  le  centre  (c,  c')  en  G,,  puis  on 
décrit  la  circonférence  CjA^.  Un  point  quelconque  F^  a  pour 
projections  ^et  f. 
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220.  Tangente.  Pour  tracer  une  courbé  par  points,  il  est 
avantageux  de  connaître  quelques  tangentes  et  leurs  points  de 
contact. 

Dans  l'exemple  cité,  à  la  circonférence  AjCj,  on  peut  circon- 
scrire un  carré  ayant  deux  côtés  parallèles  à  an/;  la  projection 
de  ce  carré  sera  un  rectangle  circonscrit  à  la  courbe  demandée. 
Pour  avoir  la  tangente  en  un  point  quelconque  {f,  f),  il  faut 
mener  la  tangente  F,<  et  joindre  le  point  t  àf. 

221.  2^  Gai.  Le  plan  est  quelconque. 

Soit  PaP'  le  plan  de  la  circonférence  et  c  la  projection  hori- 
zontale du  centre. 
pV  En  menant  une  horizon- 

tale du  plan,  de  manière  que 
la  projection  ae  passe  par  c, 
on  détermine  c'. 

Cherchons  les  axes  de 
l'ellipse  qui  est  la  projec- 
tion horizontale  de  la  cir- 
conférence. 

Le  diamètre  horizontal  se 
projette  en  vraie  grandeur 
sur  le  plan  horizontal  ;  il 
se  trouve  sur  l'horizontale 
(ce,  c'e');  prenons  ca=cb=r. 


Fig.  223. 


Le  petit  axe  est  sur  la  perpendiculaire  ij,  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  (n<'206);  pour  le  déterminer,  rabattons  son  plan 
vertical  ij  ;  le  centre  (c,  c')  se  rabat  en  Cj;  donc  tC,  est  la  rabat- 
tement de  l'intersection  du  plan  donné  et  du  plan  projetant 
considéré;  prenons  C,Gi  =  CiH,  =: r,  et  projetons  H,  et  G^  en 
h  et  g. 

Pour  obtenir  la  projection  verticale  de  la  circonférence,  on 
pourrait  procéder  d'une  manière  analogue;  ou  bien  déterminer 
la  projection  verticale  d'un  certain  nombre  de  points,  car  or 
connaît  le  plan  PaP'  qui  contient  les  points  de  la  circonférence 
ainsi  que  la  projection  horizontale  de  ces  mêmes  pointa. 
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Problème. 

222.  Déterminer  les  projections  d'une  circonférence  dont  on 
■onnaît  le  centre,  le  rayon,  et  dont  le  plan  est  donné  par  deux 
Iroites. 

Soient  AB  et  AE  les  droites , 
it  c  la  projection  horizontale 
lu  centre. 

Déterminons  c'  à  l'aide  d'une 
rontale  ;  pour  cela ,  prenons 
>ce  parallèle  à  ocy  (n»  57,  2»). 

Déterminons  les  axes  de  la 
)rojection  verticale  de  la  cir- 
;onférence.  Le  grand  axe  est 
;ur  b'e',  puisque  {be,  b'e')  est 
me  ligne  de  front  menée  par 
e  centre  {c,  c'),  prenons 
c'f=^c'g'  =  r. 

Le  petit  axe  est  sur  la  per- 
)endiculaire  menée  à  b'e'   au 

)oint  c'y  pour  avoir  la  longueur  de  ce  petit  axe,  on  peut  ra- 
)attre  son  plan  projetant  sur  le  plan  de  front  eb;  pour  cela, 
>renons  d'Di  =  nd,  puis  c'Mi  =  c'Nj  :=  r;  projetons  M,  et  Nj 
iû  m' et  n'. 


Fis.  224. 


Problème. 

223.  Par  trois  points  donnés  non  en  ligne  droite,  faire  passer 
me  circonférence. 

Il  faut  rabattre  le  plan  déterminé  par  les  trois  points  donnés. 
Décrire,  dans  le  plan  rabattu,  la  circonférence  des  trois  points, 
élever  la  figure  et  déterminer  les  projections  de  la  circonfé- 
ence  tracée. 

Soient  A,  B,  G  les  points  donnés. 

Faisons  passer  un  plan  P  par  ces  points  au  moyen  des  lignes 
qui  joindraient  l'un  d'eux  à  chacun  des  autres  (n°  68);  rabattons 
:e  plan  sur  le  plan  horizontal,  ainsi  que  les  points  qu'il  contient 
n'*169);  décrivons  une  circonférence  AiBiCj.  Soit  Dj  le  centre 
de  cette  circonférence.  Pour  déterminer  les  projections  d  et  d' 
de  ce  centre,  on  peut  mener  l'horizontale  D^F,  et  relever  cette 
ligne  (no  171).  La  droite  D^Fi  devient  [fd,  fd').  La  projection 
horizontale  du  centre  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  abaissée 
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de  Dj  sur  ap;  donc  d  est  déterminé,  une  ligne  de  rappel  fait 
connaître  d'. 

On  relèverait  de  la  même  manière  un  nombre  quelconque  de 
points,  mais  il  est  préférable  de  déterminer  les  axes. 


Fig.  225. 

Bornons -nous  à  la  projection  verticale.  On  a  porté  le  rayon, 
de  part  et  d'autre  de  d',  sur  une  parallèle  à  aP'. 

Pour  le  petit  axe,  il  faut  déterminer  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  par  rapport  au  plan  V  (n»  206).  On  a  pris  d'D,= 
nd,  et  on  a  procédé  comme  il  a  été  indiqué  précédemment 
(n<>221). 

224.  Remarques.  I.  Au  lieu  de  n'employer  comme  droites  auxi- 
liaires que  des  horizontales,  il  est  avantageux  de  recourir  aux  droites 
suivantes  : 

Pour  raljallre  le  plan  des  trois  points,  on  utilise  les  droites  mâmes 
qui  joignent  l'un  d'eux  à  chacun  des  autres. 

Et  pour  relever  le  centre,  ou  des  points  quelconques  de  la  circon- 
férence, on  a  recours  à  des  diamètres  dont  on  construit  les  traces. 

II.  Pour  déterminer  les  axes  des  ellipses,  on  pourrait  tracer,  dans 
le  rabattement,  les  diamètres  dont  ils  sont  les  projections,  puis  rele- 
ver ces  droites  en  construisant  leurs  traces. 

III.  Si  l'on  veut  mener  une  tangente  aux  ellipses  par  un  point 
quelconque  C,  on  mène  d'abord  une  tangente  au  cercle  par  le  rabat- 
tement Cl ,  puis  on  relève  la  droite  ainsi  déterminée. 

IV.  De  même,  pour  mener  aux  ellipses  une  tangente  parallèle  à 
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une  droite  du  plan  P,  on  mène  d'abord  au  cercle  une  tangente  paral- 
lèle au  rabattement  de  cette  droite,  etc. 

225.  Points  remarquables.  Les  remarques  précédentes  permettent 


Fig.  226. 

de  construire  avec  facilité  les  projections  des  points  du  cercle  occu. 
pant  dans  l'espace  les  positions  suivantes,  par  rapport  a  u"  obser- 
îîteur  qui,  debout  sur  le  plan  horizontal  antérieur  auraU  la  face 
tournée  da  côté  du  plan  vertical. 
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Le  point  le  plus  haut  et  le  plus  bas,  ou  points  supéiHeur  et  infé- 
rieur. 

Ce  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  aux  horizon- 
tales du  plan  P. 

Le  point  le  plus  en  avant  et  le  plus  en  arrière,  ou  points  anté- 
rieur et  postéy-ieur. 

Ce  sont  les  contacts  des  tangentes  parallèles  aux  frontales  du  plan. 
Le  point  le  plus  à  droite  et  le  plus  à  gauche ,  ou  points  latéraux. 
Ce  sont  les  contacts  des  tangentes  parallèles  aux  droites  de  profil 
du  plan. 

226.  Épure.  Épure  complète  des  projections  d'une  circonférence. 

Soif  le  plan  PaP'  rabattu  en  PaP,  (fig.226). 

Un  point  {a,  a')  de  la  trace  verticale  du  plan  devient  A;  d'ailleurs 
«A  doit  égaler  «a'.  Soit  0  le  centre  du  cercle. 

Pour  avoir  les  axes  de  la  projection  horizontale,  il  faut  relever  le 
diamètre  1 — 1  parallèle  à  aP  et  le  diamètre  2  — 2  qui  lui  est  per- 
pendiculaire. Les  horizontales  menées  par  les  points  1  et  2  donnent 
quatre  points  et  deux  tangentes.  En  projection  horizontale,  1  —  1  et 
2  —  2  sont  les  axes  de  l'ellipse;  en  projection  verticale,  \'  —  1' et 
2*  —  2'  sont  deux  diamètres  conjugués*. 

Le  grand  axe  de  la  projection  verticale  s'obtient  en  menant  une 
ligne  de  front  3  —  3  parallèle  à  aP,. 

On  obtient  ainsi  les  axes  3'  — à'etV  —  4'  de  la  projection  ver- 
ticale; tandis  qu'en  projection  horizontale  3  —  3  et  4  —  4  ne  sont 
que  des  diamètres  conjugués.  Les  points  e/,  f  sont  les  points  supé- 
rieur et  inférieur,  tandis  que  c  et  d  sont  les  points  antérieur  et 
postérieur. 

Ces  huit  points  et  leurs  tangentes  peuvent  suffire;  néanmoins  on 
peut  déterminer  encore  les  points  latéraux  comme  il  a  été  dit  pré- 
cédemment (n»  225);  on  trace  d'abord  une  ligne  de  profil  i'iJ,  l'on 
mène  des  tangentes  parallèles  au  rabattement  IJ,  puis  la  corde  de» 
contacts  OK,  et  l'on  obtient  les  points  (5,  5')". 

Problème. 

227.  Déterminer  les  projections  d'une  circonférence  dont  le  centre 
est  un  point  d'une  droite  donnée,  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  cette  même  ligne. 

*  On  appelle  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  deux  diamètres  dont  chacun 
divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'antre;  deux  diamètres 
rectaugiilalres  quelconques  du  cercle  se  projettent  suivant  deux  diamètres  con- 
jugués de  l'ellipse. 

•*  Dans  les  épures  de  concours,  on  supprime  la  plupart  des  lignes  de  con- 
struction, mais  il  était  utile  de  donner  un  exemple  de  tracé  complet. 
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Déterminons  les  axes  de  la  projection  horizontale. 

Le  grand  axe  est  la  projection  du  diamètre  horizontal;  il  est  donc 
perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  de  la  ligne  donnée  (n»103). 

Le  petit  axe  est  sur  la  projection  _, 

horizontale  de  la  droite;  pour 
en  déterminer  les  extrémités, 
il  suffit  de  rabattre  son  plan  pro- 
jetant. 

Soient  (co,  c'o')  et  (c,  &)  la 
droite  et  le  point  donnés. 

Sur  une  perpendiculaire  à  co, 
prenons  deux  longueurs  ca,  ce 
égales  au  rayon  donné;  ae  est 
le  grand  axe. 

Rabattons  le  plan  projetant 
qui  a  donné  co.  Sur  la  perpen- 
diculaire ca,  il  faut  prendre  la 
dislance  cC  égale  à  l'ordonnée 
du  point  d.  On  obtient  Co  pour 
rabattement  de  la  droite;  sur 
une  perpendiculaire  à  Co,  il 
faut  prendre  GB  =  CD  :=  r,  afin 
d'obtenir  le  rabattement  du  dia- 
mètre de  plus  grande  pente. 

Enfin,  projeter  B  et  D  en  6 
et  d. 

Remarque.  La  projection  verti- 
cale se  détermine  d'une  manière 
analogue  ;  on  prend  o'Oj  =  oo' 
et  c'Cj  égal  à  l'éloignement  du 
point  c. 


Fig.  227. 


Problème. 


228.  Inscrire  une  circonférence  à  un  triangle. 

Soit  {abc,  a'b'c')  le  triangle  donné  (fig.  228). 

Rabattons  le  triangle  à  l'aide  d'une  horizontale  {ce,  c'e')  (  n'>2l7). 

Dans  le  rabattement  AiBjCi,  inscrivons  une  circonférence  et  rele- 
vons cette  courbe. 

Pour  avoir  les  projections  du  centre,  relevons  la  bissectrice  CiO,Li. 
Déterminons  les  axes  de  chaque  projection  :  pour  la  projection  hori- 
zontale, le  grand  axe  fg  est  parallèle  à  l'axe  ecj,  le  petit  axe  est  sur 
la  ligne  de  plus  grande  pente;  rabattons  la  ligne  de  pente  da  en  rfa'j, 
en  prenant  aa'x  égal  à  la  distance  verticale  de  a'  à  l'horizoi;>tale  c'e', 

5* 
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puis  portons  le  rayon  du  cercle  de  d  en  i',  et  /,  ;  ces  points  déter- 
minent »  et  ;. 
Pour  la  projection  verticale,  on  mène  par  1-^  centre  une  frontale  du 


plan  (^oipjdp'^,  afin  d'avoir  le  srrand  axe  /m'.  Pour  obtenir  le  petit 
axe,  nuus  pouvons  ral)altre  la  ligne  de  plus  ijrande  inclinaison  menée 
par  le  centre,  en  prenant  s's^  égale  à  la  dislance  horizontale  &t  du 
point  s  à  la  lii:ne  de  fronl. 

Il  est  essentiel  di»  déterminer  sur  chaque  projection  les  pointB  de 
contact  tels  que  {n,n'). 
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§  II.  —  Représentiation  des  polyèdres. 


229.  Projections  de  polyèdres.  On  représente  les  polyèdres 
par  les  projections  de  toutes  leurs  arêtes.  On  doit  distinguer 
avec  soin  les  parties  vues  des  parties  cachées;  pour  la  projec- 
tion horizontale,  Tceil  de  l'observateur  est  supposé  placé  au- 
dessus  du  plan  et  à  une  distance  infinie  de  ce  plan  (n"  88); 
pour  la  projection  verticale,  Toeil  est  en  avant  du  plan  V,  à  une 
distance  infinie.  Le  contour  apparent  d'une  projection  quelconque 
est  toujours  vu  en  entier. 


Problème. 

230.  Dessiner  un  prisme  droit 
ayant  sa  base  sur  le  plan  hori- 
zontal. 

Le  prisme  étant  droit  et  sa  base 
horizontale,  les  arêtes  latérales 
sont  verticales  et  les  deux  bases  du 
prisme  ont  même  projection  hori- 
zontale ;  donc  il  faut  tracer  la  base 
abcde,  abaisser  de  chaque  sommet 
une  perpendiculaire  sur  xy,  et 
prendre  a'a\  =  b'b\  égal  à  la  hau- 
teur donnée. 

L'arête  verticale  (e,  e')  est 
cachée. 


Problème. 


231.  Déterminer  les  projections  d'un  cube  placé  sur  un  plan 
de  bout. 

Soit  le  plan  donné  PaP';  sur  ce  plan,  rabattu  vers  la  droite, 
la  base  du  cube  sera  en  vraie  grandeur;  soit  ABCD  cette  base. 
En  remettant  le  plan  dans  sa  première  position  PaP',  A  donne 
a',  et  l'arête  perpendiculaire  à  la  base  au  point  A  se  projette  sur 
la  ligne  Ae  perpendiculaire  à  la  trace  aP;  d'ailleurs,  en  projec- 
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tion  verticale,  cette  arête  est  perpendiculaire  à  aP'  et  se  pro- 
jette en  vraie  grandeur;  donc  il  faut  prendre  a'a\  =  AB,  et  en 
déduire  aa^. 
On  procède  de  même  pour  les  autres  sonamets. 


Fig.  230. 

Remarque.  En  projection  verticale,  on  voit  les  arêtes  qui 
correspondent  aux  sommets  A,  B,  C,  tandis  que  l'arête  D  est 
cachée  par  le  solide,  car  l'observateur  est  en  avant  du  cube.  La 
face  supérieure  et  la  face  placée  sur  le  plan  PaP'  se  projettent 
verticalement  suivant  des  droites  visibles. 

En  projection  horizontale,  on  voit  la  face  supérieure  du  cube 
et  deux  faces  latérales.  Les  arêtes  issues  du  point  a  sont 
cachées,  car  le  sommet  (a,  a')  est  invisible  pour  l'observateur 
placé  au-dessus  du  solide. 

Problème. 

232.  Tracer  les  projections  d'un  prisme  droit  dont  on  connaît 
la  base  et  une  face  latérale  placée  sur  le  plan  horizontal. 
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Soit  aa^  ee^  la  face  horizontale  donnée. 

La  base  du  prisme  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  tout  plan 
vertical  parallèle  à  ae;  prenons  donc  ady'  parallèle  au  côté  ae, 
et  sur  ce  nouveau  plan  vertical  traçons  la  base  donnée  ABGDE. 


Fig.  231. 

Par  les  sommets  B,  G,  D,  menons  des  parallèles  à  Tarête  aa^ 
afin  de  déterminer  la  projection  horizontale  du  prisme. 

Pour  obtenir,  en  projection  verticale,  l'arête  (G,  cc^)  par 
exemple,  il  faut  mener  une  parallèle  k  xy  k  une  distance  égale 
à  l'ordonnée  GH  ;  puis ,  des  lignes  de  rappel  menées  par  c  et  c^ 
déterminent  c'  et  c',. 

Remarque.  En  projection  horizontale,  les  lignes  aai,  eei  sont 
ponctuées,  car  les  arêtes  AAj,  EE,  sont  invisibles  (no88). 

En  projection  verticale,  les  trois  arêtes  qui  aboutissent  au 
sommet  Bj  sont  invisibles  pour  l'observateur  placé  en  avant  du 
plan  V. 


Problème. 


233.  Tracer  les  projections  d'un  prisme  droit,  connaissant 
sa  hauteur,  la  projection  horizontale  de  sa  base  et  les  traces 
du  plan  de  cette  base. 

On  détermine  d'abord  la  projection  verticale  de  la  base,  dont 
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on  connaît  la  projection  horizontale;  puis,  par  les  sommets  de 
cette  base,  on  mène  au  plan  donné  des  perpendiculaires,  sur 
chacune  desquelles  on  porte  la  hauteur  du  prisme. 


Soient  abc,  h  et  PaP'  la  projection,  la  hauteur  et  le  plan 
donnés. 

On  détermine  a'b'c'  à  l'aide  d'horizontales  du  plan  (n"  64). 

Puisque  le  prisme  est  droit,  il  faut  mener  par  c  et  c'  des 
droites  respectivement  perpendiculaires  aux  traces  P  et  P',  puis 
prendre  le  point  (d,  d!)  tel  que  CD  égale  la  hauteur  donnée 
(n°  122).  Pour  cela  on  peut  procéder  comme  il  suit: 

Le  plan  vertical  qui  projette  cd  étant  rabattu  sur  le  plan 
horizontal ,  /E  est  le  rabattement  de  l'intersection  de  ce  plan 
projetant  et  du  plan  PaP'.  Le  point  C  est  le  rabattement  de 
(c,  c'). 
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Sur  fCE ,  on  élève  une  perpendiculaire  CD  égale  à  la  hauteur 
donnée,  et  l'on  mène  Dd  perpendiculaire  à  cd. 

La  projection  horizontale  d  fait  connaître  d'. 

Les  droites  égales  et  parallèles  se  projettent  sur  un  même  plan 
suivant  des  droites  égales  et  parallèles  ;  dès  lors ,  par  les  pro- 
jections a,  b,  il  faut  mener  des  droites  égales  et  parallèles  à  cd. 
On  procède  de  même  pour  la  projection  verticale,  ou  bien  on 
détermine  les  projections  verticales  des  sommets  à  l'aide  de 
lignes  de  rappel. 

Remarques,  l.  En  projection  horizontale,  ac  est  invisible,  car 
le  solide  est  interposé  entre  l'observateur  et  le  plan  horizontal. 
En  projection  verticale,  c'b'  est  invisible. 

II.  Si  l'on  donnait  le  plan  PaP',  la  hauteur  du  prisme  et  le 
polygone  de  base,  on  dessinerait  cette  base  en  vraie  grandeur 
sur  le  rabattement  du  plan  PaP',  en  procédant  comme  il  a  été 
indiqué  précédemment  (n»  231);  puis,  à  l'aide  de  /"E  ou  du 
rabattement  de  aP',  on  relèverait  la  base  afin  d'obtenir  ses 
projections  abc,  a'b'c'  (n»  170). 

Problème. 

234.  Construire  une  pyramide  triangulaire  dont  on  connaît 
les  six  arêtes. 

Prenons  le  plan  d'une  face  pour  plan  horizontal  de  projection; 
le  plan  vertical  peut  être  quelconque  par  rapport  à  la  pyramide 
demandée. 

Sur  le  plan  horizontal,  traçons  la  base  abc  à  l'aide  de  ses 
trois  côtés;  soient  d,  e,  f  les  longueurs  des  trois  arêtes  latérales. 

En  supposant  le  solide  construit  et  rabattant  la  face  ASB  sur 
le  plan  horizontal ,  le  sommet  S  décrit  un  arc  de  cercle  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation  ab,  et  les  arêtes 
e,  /"viennent  se  placer  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal; 
construisons  donc  le  triangle  aQ^b  avec  e  et  f;  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  Sj  sur  ab  passe  par  la  projection  inconnue 
s  du  sommet;  de  même,  construisons  le  triangle  cSj&  avec  les 
arêtes  f  et  d,  la  projection  s  du  sommet  sera  déterminée  par 
les  perpendiculaires  SjS  et  SjS. 

Pour  avoir  la  hauteurn's',  rabattons  le  triangle  rectangle  dont 
n's'  et  ms  sont  les  côtés  de  l'angle  droit,  et  mS^  l'hypoténuse  : 
m^  et  mSj  étant  connus,  on  est  ramené  à  construire  un  triangle 
rectangle^  connaissant  un  côté  et  l'hypoténuse.  Il  faut  élever 
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une  perpendiculaire  sSj,  et  couper  cette  ligne  en  S3  par  un  arc 
décrit  du  point  m  comme  centre,  avec  mS,  pour  rayon. 


f/i'-' 


^\ 


Fïg.  233. 


Il  faut  ensuite  porter  sSa  de  n'  en  s'. 

« 

Remarques.  I.  Pour  avoir  la  hauteur,  on  pourrait  aussi 
rabattre  sur  le  plan  horizontal  le  triangle  rectangle  Ssb. 

II.  Une  pyramide  quelconque  est  déterminée  lorsqu'on  tonnait 
Ea  base  et  trois  arêtes  latérales;  par  exemple,  celles  qui  abou- 
tissent à  trois  sommets  donnés.  A,  B,  C;  on  peut  donc  déter- 
miner comme  précédemment  s  et  s\  puis  joindre  ces  points  aux 
projections  de  tous  les  sommets  de  la  base. 


Problème. 


23iî.  Construire  un  tétraèdre  régulier,  connaissant  son  arête 
et  le  plan  de  l'une  de  ces  faces. 

On  rabat  le  plan  donné,  on  construit  sur  ce  plan  la  base  du 
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tétraèdre,  et  l'on  relève  cette  base.  Il  suffit  ensuite  de  déter- 
miner le  sommet. 

Soit  le  plan  PaP'  sur  lequel  doit  reposer  le  tétraèdre. 


->B 


Fig.  234. 


A  l'aide  dû  point  (a,  a')  rabattons  le  plan  en  PaP'^ ,  et  traçons 
un  triangle  équilatéral  BCD  avec  le  côté  donné  ;  en  employant 
des  horizontales,  on  détermine  les  projections  bcd,  h'c'd'  de 
cette  base  (n^  170). 

Au  point  E,  centre  de  la  base,  élevons  à  la  bissectrice  DE 
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une  perpendiculaire  ES  telle  que  DS  =  DG;  le  segment  ES  est 
la  hauteur  du  tétraèdre,  le  point  E  relevé  donne  {e,  e'). 

Pour  obtenir  le  sommet  inconnu,  il  faut  mener  la  hauteur 
par  le  point  (e,  e');  pour  cela,  par  e,  e',  il  faut  mener  des 
droites  respectivement  perpendiculaires  à  aP  et  aP'. 

Rabattons  le  plan  qui  projette  es,  plan  perpendiculaire  à  aP, 
Il  faut  porter  ff  sur  une  perpendiculaire  menée  à  es  par  le 
point/".  Le  point  {e,  e')  devient  E^■,  comme  précédemment 
(n°  233),  il  suffit  d'élever  la  perpendiculaire  E,S|  =  ES.  Le 
point  Si  permet  de  déterminer  s,  et  par  suite  s',  sur  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  e'  sur  aP'. 

230.  Remarque.  En  projection  horizontale,  l'arête  bc  est 
cachée;  car  le  sommets,  placé  entre  l'observateur  et  le  plan  de 
base  bcd,  se  projette  hors  de  cette  base,  et  par  suite  les  faces 
shd,  scd  sont  seules  visibles. 

En  [irojection  verticale,  h'd'  est  invisible  pour  une  raison 
analoç'ue. 


§  III.  —  Sections  planes  des  polyèdres. 


237.  Pour  déterminer  la  section  d'un  polyèdre  par  un  plan , 
on  peut  employer,  suivant  le  cas,  deux  moyens  principaux.  On 
cherche  le  point  où  chaque  arêle  du  polyèdre  perce  le  plan,  et 
l'on  joint  deux  à  deux  les  points  consécutifs;  ou  bien  on  dé- 
termine la  section  de  chaque  face  du  polyèdre  par  le  plan 
donné.  11  est  parfois  avantageux  d'employer  simultanément  les 
deux  méthodes. 

238.  Déterminer  la  section  d'un  prisme  droit  par  un  plan 
quelconque. 

Soient  le  prisme  droit  (abcde,  a'a\)  et  le  plan  PaP'. 

Remarquons  d'abord  que  abcde  est  la  projection  horizon- 
tale de  l'intersection;  le  problème  revient  donc  à  déterminer 
la  projection  verticale  m'  d'un  point  du  plan  PaP',  con- 
naissant la  projection  horizontale  m  de  ce  point.  On 
mène  l'horizontale  (m«,  m'n')  du  plan,  et  l'on  trouve  m! 
(n»  64). 
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239.  Remarques.  I.  On  peut  considérer  l'horizontale  {mn,  ni'n') 
comme  Tinterseclion  du  plan  donné,  avec  le  olan  vertical  mené 
par  Tarèle  {a,  a'a\),  parallèlement  à  aP. 


îlg.  235. 


II.  En  rabattant  PaP'  sur  un  des  plans  de  projection,  on  obtien- 
drait la  vraie  grandeur  de  la  section. 

III.  On  suppose  généralement  que  la  partie  supérieure  du 
prisme  a  été  enlevée. 

IV.  En  projection  verticale,  la  section  est  visible,  car  les  arêtes 
latérales  les  plus  courtes  sont  en  avant  du  solide,  du  côté  de 
l'observateur. 

En  projection  horizontale,  la  section  est  visible;  son  périmètre 
se  confond  avec  celui  de  la  base. 

Problème. 


240.  Déterminer  la  section  droite  d'un  prisme  dont  les 
arêtes  latérales  sont  parallèles  à  l'un  des  plans  de  projec^ 
tion. 
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Admettons  que  le  prisme  repose  sur  le  plan  horizontal  par  une 
de  ses  bases,  et  que  ses  arêtes  latérales  soient  parallèles  au  plan 
vertical  de  projection. 


Fig.  236. 


Par  suite  de  la  disposition  des  données,  le  plan  sécant  PaP'  est 
debout,  et  l'on  obtient  directement  la  projection  verticale  de  la 
section,  ainsi  que  la  longueur  comprise  sur  chaque  arête,  de- 
puis le  plan  horizontal  jusqu'au  plan  sécant;  on  peut  alors  déter- 
miner facilement  la  projection  horizontale  de  la  section  et  faire 
le  développement  de  la  surface  latérale  du  prisme. 

Soit  un  prisme  penlagonal  dont  les  arêtes  latérales  sont  de 
front.  La  section  droite  étant  perpendiculaire  aux  arêtes,  son 
plan  PaP'  sera  de  bout,  et  sa  projection  verticale  sur  aP';  ainsi 
f,  déterminé  directement,  fait  connaître  f,  la  projection  g'  fait 
connaître  g,  etc. 

La  vraie  grandeur  FGHIJ  de  la  section  a  été  obtenue  par  le 
rabattement  de  PaP'  sur  le  plan  horizontal. 

En  projection  horizontale,  les  cinq  arêtes  aboutissant  en  a  et 
h  sont  cachées.  En  projection  verticale,  l'arête  e'/  seule  est 
cachée. 
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241.  Développement.  Il  faut  porter  bout  à  bout,  sur  une  droite 


Kg.  237. 

indéfinie,  les  côtés  du  périmètre  FHJ,  puis  prendre  FjAi  égal  à 
la  vraie  grandeur  a'f,  B^Gj  égal  à  h'g',  etc. 

Problème. 


242.  Déterminer  la  section,  par  un  plan  quelconque,  d'un 
prisme  pentagonal  régulier  reposant  sur  le  plan  horizontal 
par  une  de  ses  faces  latérales. 

Il  faut  déterminer  d'abord  les  projections  du  prisme,  dont  on 
connaît  la  base  et  la  face  latérale  placée  sur  le  plan  horizontal 
(no  232). 

Soient  donc  les  projections  ace,  aa^  et  a'c'e,  a'a\. 

1er  Moyen.  Cherchons  les  points  d'intersection  des  arêtes  laté- 
rales et  du  plan  donné  (fig.  238). 

Pour  cela,  menons  un  plan  horizontal  par  chaque  arête  latérale 
du  prisme;  ce  plan  auxiliaire  et  le  plan  PaP'  détermineront  une 
horizontale  qui  rencontrera  l'arête  correspondante  au  point  où 
cette  ligne  perce  le  plan  donné.  Ainsi  le  plan  mené  par  [bh^, 
h'h\)  donne  l'horizontale  {gon,  g'o'n')^  et  par  suite  les  projec- 
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jections  n,  o,  puis  n',  o'.  De  même,  le  plan  mené  par  {aa^, 
a'a\)  donne  Thorizontale  {fm,  fm')  qui  détermine  le  point 
{m,  m'). 

243.  2«  Moyen  (fig.  239).  On  peut  recourir  à  un  plan  vertical 


rig.  238. 


auxiliaire,  perpendiculaire  au  plan  sécant,  afin  de  déterminer 
d'abord  la  projection  horizontale  de  la  section. 

Avec  x'y" ,  perpendiculaire  à  aP,  prenons  un  nouveau  plan 
vertical. 

Projetons  le  prisme  sur  ce  plan.  Pour  cela,  prenons 
l\a\  =  l'a'  =  Lk,  etc.;  c'j  et  d'^  sont  sur  x"y". 

Pour  avoir  la  nouvelle  trace  P',  du  plan  donné,  il  suffit 
de  mener  une  parallèle  à  la  ligne  grF,  obtenue  en  rabattant 
une  ligne  de  pente  GF. 

Sur  le  plan  V",  déterminé  parx"y",  la  section  a  sa  projection 
sur  P',  ;  doncw',  est  un  des  points  et  fait  connaître  la  projection 
horizontale  m;  cette  dernière,  à  son  tour,  détermine  m';  de 
même  n'^  donne  n,  puis  n';  de  o',  on  déduit  o  et  o',  sur  l'arAte 
menée  par  (e,  e'). 

Remarque.  On  n'a   représenté  en  trait    plein  ou    en  lignes 
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ponctuées  que  le  tronc  du  prisme,  compris  entre  le  plan  PaP'  et 
les  plans  de  projection. 

La  projection  horizontale  montre  que  les  sommets  A,B,C  sont 
visibles  en  élévation,  tandis  que  D,  E  sont  cachés  par  la  partie 


/ 
/* 

J^    ^-/\    v'yV 
ri/ ^.,—  -ri;         /•  ^ 


/ 


Fig.  239. 


antérieure  du  tronc;  par  suite,  les  projections  verticales  o'c',  e'd' 
des  arêtes  AE,  ED,  sont  ponctuées. 

En  regardant  le  solide  de  haut  en  bas,  ainsi  qu'on  le  fait  pour 
le  projeter  horizontalement,  on  reconnaît  que  les  lignes  am,  bn, 
eo  sont  visibles,  tandis  que  cr,  ds  sont  invisibles.  En  effet,  les 
arêtes  GR,  DS  sont  cachées  par  la  partie  supérieure  du  tronc 
de  prisme. 

La  section  est  visible  dans  les  deux  projections. 
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Problème. 


244.  Déterminer  la  section  d'un  prisme  quelconque  par  un 
plan  quelconque. 


Fig.  240. 

Soient  le  plan  sécant  PaP'  et  un  prisme  donné  par  sa  base 
{abcd,  a'b'c'd')  et  la  direction  {aai,  a'a\)  de  ses  arêtes  latérales. 

Cherchons  le  point  où  chaque  arête  rencontre  le  plan  sécant; 
pour  cela  recourons,  par  exemple,  au  plan  qui  projette  horizon- 
talement Tarête  considérée. 

Ainsi  pour  {cci,  c'c\),  le  pian  projetant  coupe  PaP'  suivant 
{iv,  i'v');  or  i'v'  coupe  c'c\  en  g',  puis  une  ligne  de  rappel 
donne  g.  On  procède  de  même  pour  chaque  arête,  et  l'on  obtient 
{efgh,  e'f'g'h')  pour  la  section  du  prisme  par  le  plan  PaP'. 

Remarques.  I.  Les  intersections  du  plan  PaP'  par  les  divers 
plans  projetants  sont  parallèles  entre  elles,  puisque  les  arêtes 
latérales  sont  parallèles;  il  suffit  donc  de  projeter  j  en  /  et  de 
mener  la  parallèle  j'h',  etc.  On  opère  ainsi  rapidement,  et  l'épure 
est  fort  simple. 

II.  On  n'a  représenté  que  la  partie  du  solide  comprise  entre  la 
base  donnée  et  la  section;  cette  partie  du  prisme  est  en  avant  et 
au-dessus  du  plan  PaP',  par  rapport  à  l'observateur. 
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III.  Pour  obtenir  la  section,  on  pourrait  recourir  aux  autres 
moyens  donnés  pour  déterminer  la  section  d'une  pyramide 
(n««249  et  251). 


Problème. 

245.  Déterminer  la  section  d'une  pyramide  régulière  par  un 
plan  de  bout. 

La  projection  verticale  de  la  section  est  sur  la  trace  verticale 
du  plan  sécant,  puisque  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan  V 
(n*'  40).  On  reconnaît  donc  directement  la  projection  verticale  du 
point  où  chaque  arête  est  coupée  par  le  plan  sécant. 


Fig.  241. 

Soit  le  plan  de  bout  PaP',  coupant  une  pyramide  régulière 
pentagonale. 

La  projection  verticale  de  la  section  se  trouve  sur  a  P';  f  fait 
connaître  f,  f  fait  connaître  y,  etc. 

Quant  à  l'arête  {sb,  s'fe'),  qui  est  de  profll,il  suffit  de  la  rendre 
parallèle  au  plan  vertical,  en   la  faisant  tourner  autour  de  la 
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hauteur  (n">  151);  g'  détermine  g\,  et  par  suite  y,;  une  rotation 
opposée  à  la  première  amène  gr,  en  g. 

21G.  Vraie  grandeur  de  la  section.  Poup  obtenir  la  vraie  gran- 
deur de  la  section,  on  peut  rabattre  le  plan  PaP'  sur  un  des  plans 
de  projection.  FGIIIJ  est  le  rabattement  sur  le  plan  horizontal, 
F,H,Ji  est  le  rabattement  sur  le  plan  vertical. 

Un  seul  rabattement  suffit;  mais  il  faut  savoir  l'opérer,  soit 
sur  le  plan  horizontal,  soit  sur  le  plan  vertical. 

Problème. 

247.  Déterminer  la  section   d'une  pyramide  par  un  plan 

quelconque. 


Fig.  242. 

On  peut  employer  trois  moyens  difTérents  : 

1°  Chercher  le  point  où  chaque  arête  rencontre  le  plan  donné; 
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2<»  Déterminer  directement  la  section  de  chaque  face  de  la 
pyramide  par  le  plan  sécant; 

30  Prendre  un  nouveau  plan  de  projection  perpendiculaire  au 
plan  donné,  et  retomber  ainsi  dans  le  cas  précédent  (n°  245). 

248.  1er  Moyen.  Pour  obtenir  la  section  d'une  pyramide,  on 
peut  déterminer  directement  le  point  où  chaque  arête  perce  le 
plan  donné  PaP'  (fig.  242). 

Pour  l'arête  (as,  a' s'),  considérons  le  plan  projetant  sur  le 
plan  horizontal;  il  coupe  PaP'  suivant  {gh,  g'h');  or  les 
droites  (as,  a' s')  et  {gh,  g'h')  sont  dans  un  même  plan  proje- 
tant; donc  d'  est  la  projection  verticale  cherchée,  elle  fait  con- 
naître d. 

Ce  moyen  est  très  simple;  mais  parfois  l'arête  {se,  s'c')  et 
l'intersection  {mn,  m'n')  se  coupent  sous  un  angle  trop  aigu 
pour  que  le  point  [f,  f)  soit  bien  déterminé. 

Pour  avoir  la  vraie  grandeur  de  la  section,  il  faudrait  rabattre 
PaP'  sur  un  des  plans  de  projection. 

249.  2«  Moyen.  Application  à  une  pyramide  pentagonale 
(fig.  243).  Déterminons  directement  l'intersection  de  la  face  SAB 
et  du  plan  donné. 

On  est  conduit  à  chercher  l'intersection  d'un  plan  sécant  donné 
par  ses  traces  et  d'une  face  de  la  pyramide  dont  un  côté  du 
polygone  de  base  est  la  trace  horizontale. 

L'intersection  des  deux  traces  horizontales  donne  un  point  de 
l'intersection  cherchée;  pour  avoir  un  second  point,  il  faut  re- 
courir à  un  plan  horizontal  auxiliaire  (n"  76). 

Les  traces  horizontales  ah  et  aP  se  coupent  au  point  f;  un 
plan  horizontal  auxiliaire  donne  l'horizontale  {hi,  h'i')  du  plan, 
et  coupe  l'arête  AS  au  point  {g ,  g').  Il  suffit  de  mener  gi  paral- 
lèle à  hf,  puisque  cette  dernière  ligne  est  une  horizontale  de  la 
face  SAB.  Les  deux  horizontales  ainsi  déterminées  se  coupent  au 
point  i;  donc  fijk  est  la  projection  horizontale  de  l'intersection  du 
plan  P(xP',  par  le  plan  illimité  de  la  face  SAB.  Pour  le  problème 
à  résoudre,  il  suffit  de  conserver  jfc  et  d'en  déduire /fe'. 

Les  autres  côtés  de  la  section  s'obtiennent  très  rapidement, 
quel  que  soit  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide;  car,  si  l'on 
prolonge  hc,  le  point  l  appartient  à  l'intersection  de  PaP'  et  de 
la  face  SBC;  or  on  connaît  déjà  le  point  k  de  cette  face,  donc 
il  suffit  de  mener  Imk,  puis  nom,  n  étant  sur  le  prolongement 
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de  cd,  et  enfin  j)or.  Comme  vérification,  il  faut  que  jr  et  ae  se 
coupent  sur  aP. 


Fig  2i3. 


250.  Remarque.  Cette  méthode  est  plus  rapide  que  les  deux 
autres;  mais  toute  la  construction  repose  en  réalité  sur  la  dé- 
termination du  premier  point  obtenu;  par  suite,  la  moindre 
inexactitude  commise  au  début  entacherait  d'erreur  toute  la 
construction. 

251.  3«  Moyen  (fig.  244).  Soient  le  plan  PaP'  et  la  pyramide 
(s. abc,  s'.a'b'c'). 

Prenons  x'y'  perpendiculaire  à  aP,  et  déterminons  la  nouvelle 
trace  fiP',  du  plan  donné,  ainsi  que  la  projection  s\.  a\b\c\  de 
la  pyramide. 

Pour  avoir  s\,  on  prend  au-dessus  de  x'r/'  une  longueur  égale 
à  nV. 

Les  points  a\ ,  b\,  d^  sont  les  projections  de  a,  6,  c,  sur  x^\f . 
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Actuellement,  le  solide  donné  a  pour  projections  s,  abc  et  s',, 
a\b\c\.  Le  plan  sécant  P&P'i  est  perpendiculaire  au  nouveau 
plan  vertical  de  projection. 

On  est  donc  ramené  à  une  question  connue  (n°  240), 


(  Lire  «  au  lieu  de  S.  ) 
Fig.  244. 


d\e\f^  est  la  projection  verticale  de  Tintersection  ;  le  point  d'| 
fait  connaître  d,  etc.;  on  obtient  ainsi  la  projection  horizon- 
tale def. 

Enfin,  d  détermine  d' ,  e  donne  e',  et  Ton  a  d^e'f  pour  projection 
verticale  de  l'intersection. 


EL. 


6 
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Vcri/ication.  Les  distances  de  fi,  e\,d\  à  x'y'  doivent  être 
égales  aux  distances  de  f,e',d'  à  on/. 

Vraie  grandeur  de  la  section.  En  utilisant  le  plan  vertical 
auxiliaire,  on  trouve,  par  un  rabattement  sur  le  plan  horizontal , 
la  vraie  grandeur  DEF  de  la  section. 

2Jï2.  Développement.  Développer  la  surface  latérale  d'une 
pyramide,  c'est  amener  les  diverses  faces  de  cette  pyramide 
à  se  trouver  dans  un  même  plan ,  sans  qu'elles  cessent  d'avoir 
deux  à  deux  un  côté  commua. 


Fig.  245. 


Pour  développer  la  surface  latérale  d'une  pyramide,  on  prend 
le  plan  de  Tune  d'elles  comme  plan  de  développement.  On  rabat 
sur  celui-ci  la  face  adjacente,  autour  de  l'arête  commune;  puis 
on  rabat  successivement  toutes  les  faces  suivantes,  en  faisant 
tourner  chacune  d'elles  autour  de  la  dernière  arête  rabattue. 

En  réalité,  le  développement  s'obtient  en  construisant  une 
suite  de  triangles  dont  on  connaît  les  trois  côtés. 
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Épure.  Il  faut  d'abord  connaître  la  longueur  de  chaque  arête. 

Pour  trouver  celle  de  {sb,  s'b')  (fig.  244),  par  exemple,  on 
peut  élever  la  perpendiculaire  sS^  égale  à  n's' ;  on  obtient  6Si 
pour  longueur  de  l'arête,  et  bE^  pour  longueur  de  la  partie 
{be,  b'e').  Puis  on  construit  successivement  les  faces  latérales 
de  la  pyramide;  ainsi  le  triangle  SjCjBj  (fig.  245)  a  pour 
côtés  feSi,  cS,  et  bc;  ainsi  des  autres:  CjF2  =  cFi,  BjEj^  6E, 
(fig.  244). 

Dans  le  développement,  SjFgEjDjFa  correspond  à  la  partie  de 
la  pyramide  comprise  entre  le  sommet  et  le  plan  sécant. 

Remarque.  L'emploi  judicieux  des  projections  obliques  con- 
duit à  un  quatrième  moyen,  d'une  grande  simplicité  (n°  614). On 
pourrait  aussi  recourir  aux  projections  coniques{n°^  615  etsuiv.). 


§  IV.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  polyèdre. 

2S3,  Points  communs  à  une  droite  et  à  une  surface  données. 
Chercher  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  polyèdre,  c'est 
déterminer  les  points  communs  à  cette  droite  et  à  la  surface 
polyédrique. 

Une  droite  ne  peut  rencontrer  un  polyèdre  convexe  en  plus 
de  deux  points,  à  moins  que  la  ligne  donnée  n'appartienne 
à  l'une  des  faces  planes  de  la  surface  polyédrique. 

Dans  le  cas  de  deux  points  communs ,  on  peut  distinguer  le 
point  d'entrée  de  la  droite  et  le  point  de  sortie. 

Les  deux  points  coïncident,  lorsque  la  droite  rencontre  une 
arête;  enfin  il  peut  arriver  que  la  ligne  et  la  surface  n'aient 
aucun  point  commun. 

Problème. 

234.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  la  sur- 
face d'un  polyèdre. 

Par  la  droite  donnée,  on  fait  passer  un  plan,  et  l'on  détermine 
la  section  faite  dans  le  polyèdre  par  ce  plan.  Les  points  d'inter- 
section de  la  droite  et  du  périmètre  de  la  section  plane  répondent 
à  la  question. 

Dans  chaque  cas  particulier,  on  a  recours  à  la  section  plane 
la  plus  facile  à  déterminer. 
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Problème. 

2SS.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  un  prisme. 

Pour  obtenir  les  points  communs  à  une  droite  et  à  une  sur- 
face prismatique,  on  mène  par  la  droite  un  plan  parallèle  aux 
arêtes  latérales  du  prisme;  la  surface  latérale  de  ce  prisme  est 
coupée  suivant  des  droites  parallèles  aux  arêtes;  les  points 
communs  à  ces  parallèles  et  à  la  droite  donnée  répondent  à  la 
question. 

Soient  DG  et  ABC  la  droite  et  le  prisme  donnés  (fig.  246). 

Pour  déterminer  le  plan  parallèle  aux  arêtes,  menons,  par  un 


Fig.  246. 

point  (rf,  d')  de  la  droite  donnée,  une  droite  EF  parallèle  aux 
arêtes.  11  suffit  de  mener  la  trace  horizontale  he  du  plan 
cherché. 

Ce  plan  rencontre  le  prisme  suivant  les  droites  (km,  k'm')  et 
(in,  l'n');  or  ces  lignes  sont  coupées  par  DG  aux  points  (w,«i') 
et  (n,  n');  donc  la  droite  pénètre  dans  le  prisme  par  le  point 
(m,  m')  et  en  sort  par  (n,  n'). 

2S6.  Remarque.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  s'ap- 
plique au  cylindre  aussi  facilement  qu'au  prisme  (n°  375). 
Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  solution  suivante  : 
On  recourt  au  plan  projetant  vertical  dg ,  et  on   détermine 
la  section  correspondante  du  prisme,  comme  on  va   l'indiquer 
pour  la  pyramide  (n°  257,  1'"'  moyen). 
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Problème. 


2JÎ7.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  une 
pyramide. 

Pour  obtenir  les  points  communs  à  une  droite  et  à  une  sur- 
face pyramidale,  on  prend,  comme  plan  auxiliaire,  soit  l'un  des 
plans  projetants  de  la  droite,  soit  le  plan  mené  par  la  droite  et  le 
sommet  de  la  pyramide. 

i"  Moyen.  Prenons  comme  plan  sécant  celui  qui  projette 
horizontalement  la  droite. 

Soient  FG  et  SABG  la  droite  et  la  pyramide  données. 

Les  points  d,   o  con-  j, 

tenus  dans  le  plan  hori- 
zontal font  connaître  d', 
o'  sur  xy. 

Le  plan  projetant  dont 
fg  est  la  trace  horizon- 
tale coupe  l'arête  {sa,  s'a') 
en  un  point  dont  l  est  la 
projection  horizontale;  l 
fait  connaître  V  sur  s'a'; 
de  même  la  projection  e 
détermine  e';  ainsi  la 
section  se  projette  verti- 
calement suivant  d'I'e'o'; 
or  son  périmètre  coupe 
fg'  en  m'  et  n' . 

Donc  {m,  m')  et(w,w') 
sont  les  points  deman- 
dés. 


Fig.  247. 


Remarque.  Le  segment  rectiligne  {mn,  m'n')  est  invisible. 

2S8.  2^  Moyen.  Par  la  droite  et  le  sommet  de  la  pyramide, 
on  mène  un  plan  sécant;  le  solide  est  coupé  suivant  un  triangle 
facile  à  construire. 

Déterminons  la  trace  horizontale  du  plan  sécant  (fig.  248).  Il 
faut  prendre  un  point  quelconque  {f,  f)  sur  la  droite,  le  joindre 
à  {s,  s').  La  trace  cherchée  joint  les  traces  horizontales  des 
lignes  FG  et  FS. 

Cette  trace  hg  rencontre  le  périmètre  de  la  base  de  la  pyra- 
mide en  d,  e;  donc  la  pyramide  est  coupée  suivant  les  généra- 
trices {sd,  s'd')  et  {se,  s'e').  Ces  génératrices  rencontrent  la  droite 
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(fi)}  f'(l')  a"x  points  demandés:  leurs  projections  horizontales 
sont  m,  n,  et  leurs  projections  verticales  sont  m',  «'. 

Vérification,  m  et  m'  doivent  être  sur  une  même  perpendi- 
culaire à  xy.  Il  en  est  de  même  de  n  et  n'. 


Fig.  248. 

Remarque.  Ce  second  moyen  a  l'avantage  de  s'appliquer  au 
cône  aussi  facilement  qu'à  la  pyramide  (n°  386),  tandis  que  le 
premier  exigerait  la  construction  d'une  courbe  par  points. 

Intersection  des  polyèdres. 


2S9.  Les  connaissances  acquises  suffiraient  pour  traiter 
actuellement  de  V intersection  des  polyèdres;  mais  cette  étude, 
renvoyée  au  chapitre  v  de  la  II*  partie,  se  trouve  réunie  à  la 
recherche  de  V  intersection  des  surjaces  courbes.  (Voir  n*"*  397, 
399  et  400.) 


EXERCICES 

FIGURES    PLANES    ET    POLYÈDRES 


Figures  planes. 

224.  Déterminer  les  projections  d'un  cercle  dont  le  centre  et  le  rayon  sont 
donnés,  le  plan  du  cercle  devant  être  perpendiculaire  à  la  droite  qui  projette 
le  centre  sur  la  ligne  de  terre. 

225.  Déterminer  les  projections  d'un  cercle  tangent  à  chaque  plan  de  pro- 
jection et  placé  sur  un  plan  donné,  parallèle  à  xy. 

226.  Circonscrire  une  circonférence  à  un  triangle  donné,  sans  recourir  aux 
traces  du  plan  du  triangle. 

227.  Déterminer  les  projections  d'un  cercle  dont  on  connaît  le  rayon,  ainsi 
que  deux  droites  passant  dans  son  plan  par  le  centre  de  ce  cercle. 

228.  Dans  un  plan  rabattu,  on  décrit  une  circonférence.  1<>  Déterminer  les 
projections  d'un  point  de  cette  courbe  et  celles  de  la  tangente  en  ce  point. 
2"  Déterminer  une  tangente  telle  que  ses  projections  soient  parallèles  à  celles 
d'une  droite  donnée;  déterminer  en  outre  le  point  de  contact  de  cette  tan- 
gente. 

229.  Dans  un  plan  P'aP,  on  donne  un  cercle  par  son  rayon  R  et  la  projec- 
tion verticale  o'  de  son  centre. 

1°  Construire  les  projections  de  la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues  du 
point  CL. 

2»  Construire  les  projections  du  diamètre  des  cordes  de  profil. 

230.  Une  ellipse  est  tracée  sur  un  plan,  que  l'on  incline  d'un  angle  donné  P 
par  rapport  au  plan  horizontal  ;  déterminer  la  projection  horizontale  de  l'el- 
lipse. 

231.  Dans  un  plan  on  mène  une  droite  qui  rencontre  les  deux  traces  de  ce 
plan;  déterminer  les  projections  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  formé  par 
les  traces  et  la  droite  qui  les  coupe. 

232.  Étant  donné  le  côté  d'un  hexagone  régulier,  rabattu  sur  le  plan  hori- 
zontal, trouver  les  projections  des  sommets,  connaissant  la  trace  horizontale 
du  plan  rabattu  et  l'angle  des  traces. 

233.  Déterminer  les  projections  d'un  carré,  connaissant  les  deux  projections 
de  l'un  des  côtés  et  la  direction  de  la  projection  horizontale  d'un  des  côtés 
adjacents. 

234.  Déterminer  les  projections  d'un  carré,  connaissant  les  deux  projections 
d'un  côté  et  la  projection  horizontale  de  la  droite  sur  laquelle  se  trouve  le  côté 
du  carré  parallèle  au  premier. 

236.  Déterminer  les  projections  d'un  carré,  connaissant  celles  de  l'un  de  ses 
côtés  et  l'inclinaison,  sur  le  plan  horizontal,  du  plan  de  ce  carré. 

236.  Déterminer  les  projections  d'un  triangle  équilatéral,  connaissant  les 
projections  d'un  côté  et  la  direction  de  la  projection  horizontale  d'un  autre  côté. 


168  ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 


Représentation  des  polyèdre*. 


237.  Trouver  les  projectionfl  et  le  déTeloppement  d'an  tétraèdre  régulier, 
placé  sur  le  plan  horizontal. 

238.  1»  Déterminer  l'angle  dièdre  du  tétraèdre  régulier. 

2°  Déterminer  les  six  dièdres  d'une  pyramide  triangulaire  donnée  par  ses  six 
arêtes. 

339.  Trouver  les  projections  et  le  déreloppement  d'un  hexaèdre  régulier  (ou 
du  cube). 

240.  Trouver  les  projections  et  le  développement  d'un  octaèdre  régulier. 

241.  Déterminer  l'angle  dièdre  de  l'octaèdre  régulier,  ainsi  que  l'angle  d'In- 
clinaison d'une  face  sur  le  plan  mené  par  l'extrémité  de  quatre  arêtes  partant 
du  même  sommet. 

242.  Déterminer  l'angle  que  la  diagonale  de  l'octaèdre  régulier  forme  avec 
chaque  arête  et  avec  les  faces  du  solide. 

243.  Trouver  les  projections  et  le  développement  d'un  dodécaèdre  régulier, 

244.  Déterminer  l'angle  dièdre  du  dodécaèdre  régulier,  ainsi  que  l'angle  d'in- 
clinaison d'une  face  sur  le  plan  mené  par  l'extrémité  de  trois  arêtes  partant 
d'un  même  sommet. 

246.  Déterminer  l'angle  formé  par  chaque  côté  du  dodécaèdre  régulier,  avec 
une  diagonale  joignant  deux  sommets  opposés. 

246.  Trouver  les  projections  et  le  développement  d'un  icosaèdre  régulier. 

247.  Déterminer  l'angle  dièdre  de  l'icosaèdre  régulier,  ainsi  que  l'angle  d'in- 
clinaison d'une  face  sur  le  plan  mené  par  l'extrémité  des  cinq  arêtes  partant 
d'un  même  sommet. 

248.  Déterminer  l'angle  que  forme  chaque  arête  d'un  Icoeaèdre,  avec  une 
diagonale  qui  Joint  deux  sommets  opposés. 

249.  Construire  une  pyramide,  connaissant  la  base  et  trois  arêtes  latérales. 

250.  Déterminer  les  projections  d'une  pyramide  pentagonale  régulière  repo- 
sant sur  le  plan  horizontal  par  une  de  ses  faces  latérales. 

251.  Construire  un  tétraèdre  régulier,  connaissant  les  projections  d'un  côté  et 
une  ligne  de  pente  de  la  face  qui  le  contient. 

252.  Construire  un  tétraèdre  régulier,  connaissant  les  projections  d'une  arêt« 
et  la  direction  de  la  projection  horizontale  d'une  arête  contiguë  à  la  première. 

253.  Déterminer  la  longueur  de  la  diagonale  d'un  parallélépipède  rectangle 
et  l'angle  qu'elle  forme  avec  chaque  arête,  connaissant  la  longueur  des  trois 
côtés  du  parallélépipède. 

254.  Déterminer  les  projections  d'un  parallélépipède  rectangle,  connaissant  la 
diagonale  et  les  angles  qu'elle  fait  avec  deux  des  arêtes  du  parallélépipède. 

255.  On  donne  trois  droites  illimitées,  non  concourantes  deux  à  deux,  une 
verticale,  et  deux  horizontales  dont  les  projections  horizontales  sont  perpendi- 
culaires l'une  à  l'autre,  mais  quelconques  par  rapport  au  plan  vertical  ;  construire 
un  parallélépipède  rectangle,  ayant  une  arête  sur  cluonne  de  cee  droites,  et 
déterminer  la  vraie  longueur  de  la  diagonale. 
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266.  Étant  données  les  directions  des  projections  de  trois  arêtes  contigaës 
d'un  parallélépipède  et  leurs  longueurs,  construire  les  projections  du  parallé- 
lépipède. 

257.  Déterminer  les  projections  d'un  cube,  dont  une  diagonale  est  perpendi- 
culaire au  plan  horizontal  et  dont  quatre  arêtes  sont  parallèles  au  plan  ver- 
tical. 

258.  Déterminer  les  projections  d'un  cube,  en  le  supposant  suspendu  par  l'un 
de  ses  sommets,  de  manière  que  la  diagonale  correspondante  soit  verticale. 

259.  Construire  un  cube,  connaissant  un  sommet  {a,  a'),  la  longueur  l  du 
côté  et  la  direction  de  la  projection  horizontale  des  trois  arêtes  qui  aboutissent 
au  sommet  donné. 

260.  Déterminer  les  projections  d'un  parallélépipède  rectangle,  connaissant  un 
sommet  (a,  a'),  la  projection  horizontale  ab  d'une  arête,  et  les  directions  au, 
av  des  projections  horizontales  des  deux  autres. 

261.  Déterminer  les  projections  d'un  parallélépipède  rectangle,  connaissant 
une  arête  {ab,  a'b'),  la  projection  horizontale  ac  d'une  arête  adjacente  et  la 
longueur  de  la  troisième. 

262.  Étant  données  les  deux  projections  ab,  a'b'  d'une  arête  d'un  cube,  ainsi 
que  la  direction  ae  de  la  projection  horizontale  d'une  seconde  arête  contiguë  à 
la  première,  déterminer  les  projections  de  ce  cube. 

263.  Étant  données  les  projections  horizontales  de  deux  arêtes  adjacentes 
d'un  cube,  ainsi  que  la  projection  verticale  du  sommet  auquel  ces  lignes  abou- 
tissent, déterminer  les  projections  de  ce  cube. 

264.  Construire  un  parallélépipède,  connaissant  le  point  milieu  de  quatre  faces 
telles  que  les  quatre  points  donnés  ne  soient  pas  dans  un  même  plan. 

265.  Construire  un  parallélépipède  connaissant  quatre  de  ses  sommets.  (Vingt- 
neuf  solutions.) 

266.  Construire  un  parallélépipède,  connaissant  les  milieux  de  quatre  arêtes. 
(Deux  cent  sept  solutions.) 


Sections  planes.  —  Développement. 


267.  Déterminer  la  section  d'une  pyramide  par  un  plan  perpendiculaire  à 
une  arête  latérale,  et  qui  coupe  cette  ligne  au  tiers  de  sa  longueur  à  partir  du 
sommet. 

268.  Etant  donné  un  parallélépipède  droit  à  base  rectangulaire,  le  couper  par 
un  plan  tel  que  la  section  soit  un  carré. 

1»  Le  plan  doit  passer  par  un  point  donné  sur  une  arête. 
2"  Le  plan  doit  passer  par  un  point  donné  de  l'espace. 

269.  Couper  un  cube  par  un  plan  qui  passe  par  les  milieux  des  trois  arêtes 
non  contiguës  et  non  parallèles;  déterminer  la  vraie  grandeur  de  la  section. 

270.  On  coupe  un  cube  par  un  plan  perpendiculaire  à  une  diagonale;  étudier 
les  variations  de  la  section  obtenue  lorsque  le  plan  sécant  s'éloigne  de  l'extré- 
mité de  la  diagonale  considérée. 

271.  On  donne  un  point  sur  l'arête  d'un  tétraèdre  quelconque;  on  demande 
les  projections  du  chemin  minimum  qu'il  faut  suivre  sur  les  faces  pour  revenir 
au  point  de  départ. 
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272.  Sur  denx  plans  qui  coupent  xy  aux  points  a,  p,  trouver  le  chemin  mi- 
nimum allant  de  a  à  p. 

273.  On  donne  une  pyramide  triangulaire  régulière;  quelle  est  la  ligne  brls<5e 
minimum  qui,  partant  d'un  sommet  de  la  Imso ,  viendrait  se  terminer  à  un 
point  (tn,  m')  donné  sur  l'arête  correspondante,  après  avoir  rencontré  doux 
fois  chaque  arête  latérale  intermédiaire? 

274.  L'intersection  de  deux  plans  donnés  P  et  Q  rencontre  la  ligne  de  terre, 
et  passe  dans  le  premier  dièdre  ;  on  demande  la  ligne  brisée  parcourue  par  un 
point  qui,  partant  de  la  trace  verticale  la  plus  élevée,  se  mouvrait  suivant  la 
ligne  de  plus  grande  pente  de  chaque  plan,  pour  arriver  à  la  trace  horizontale 
la  plus  éloignée. 

275.  Même  énoncé  pour  les  deux  plans  (n»  274);  mais  on  demande  la  ligne 
brisée  la  plus  courte  pour  aller  d'un  point  A  situé  sur  le  plan  vertical  h  un 
point  B  du  plan  horizontal,  chaque  partie  de  la  ligne  brisée  devant  être  située 
sur  un  des  plans  donnés  ou  sur  un  des  plans  de  projection. 

276.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  coupe,  sous  des  angles  égaux, 
les  faces  latérales  d'une  pyramide  triangulaire  dont  la  base  repose  sur  le  plan 
liorizontal. 

277.  Couper  un  tétraèdre  donné  dans  une  position  quelconque,  par  un  plan 
vertical  qui  le  divise  en  deux  parties  équivalentes.  Vraie  grandeur  de  la  section. 

278.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes  opposées,  et 
déterminer  la  nature  et  la  vraie  grandeur  de  la  section. 

279.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  coupe  les  trois  arêtes  d'une 
pyramide  triangulaire  sous  le  même  angle. 

280.  Par  un  point  donné ,  mener  un  plan  qui  coupe  trois  droites  quelconques 
sous  le  même  angle. 

281.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  coupe  une  droite  AO  lona  un 
angle  donné  a,  et  une  autre  droite  BD  sous  un  angle  p. 

282.  Par  un  point  pris  sur  l'arête  d'une  pyramide  triangulaire  quelconque, 
faire  passer  un  plan  sécant  donnant  pour  section  un  triangle  isocèle,  la  lon- 
gueur des  côtés  égaux  étant  donnée. 

283.  Couper  une  pyramide  triangulaire  quelconque,  par  un  plan  tel  que  la 
section  soit  un  triangle  isocèle,  dont  la  base  ait  une  longueur  donnée  et  soit 
parallèle  ù  une  droite  située  sur  une  des  faces  de  la  pyramide. 

284.  Couper  une  pyramide  quadrangulalre  par  un  plan,  de  manière  que  la 
section  soit  un  parrallélogramme. 

285.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan,  de  manière  que  la  section  passe  par 
*n  point  et  soit  un  parallélogramme. 

286.  Par  quatre  points  non  situés  dans  un  même  plan,  mener  quatre  droites 
parallèles,  de  manière  que  les  sections  planes  du  prisme  qui  aurait  les  quatre 
parallèles  pour  arêtes  soient  des  parallélogrammes. 

287.  Un  parallélépipède  a  pour  base  un  parallélogramme  quelconque;  couper 
ce  parallélépipède  par  un  plan,  de  manière  que  la  section  soit  un  carré. 

288.  Un  qiiadrllataire  gauche  ABCD  est  dans  une  position  quelconque  par 
rapport  aux  plans  de  jirojection;  déterminer  un  plan  PaP',  tel  qu'on  obtienne 
un  carré,  en  projetant  sur  ce  plan  les  quatre  points  A,  B,  C,  T),  par  des  droites 
parallèles  entre  elles,  mais  menées  dans  une  direction  qu'il  faut  aussi  déter- 
miber. 
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PROBLÈMES    DIVERS 


Détermination  d'un  point  ou  d'une  droite. 

289.  Deux  points  étant  donnés  par  leurs  projections,  déterminer  sur  le  plan 
veitical  un  point  dont  les  distances  aux  deux  premiers  aient  respectivement  des 
longueurs  données. 

290.  Trouver  les  points  d'un  plan  P,  situés  à  une  même  distance  d  de  deux 
verticales  données. 

291.  Trouver  sur  xy  un  point  d'oii  l'on  voie  sous  des  angles  égaux  les  ordon- 
nées Aa,  B6  de  deux  points  donnés. 

292.  Étant  donnés  deux  points  et  un  plan,  trouver,  sur  ce  plan,  un  point  tel 
qu'en  le  joignant  aux  deux  premiers  on  ait  un  triangle  équilatéral. 

293.  Déterminer,  sur  un  plan  quelconque ,  un  point  qui  soit  à  une  distance  l 
d'un  autre  point  {a,  a')  du  plan  et  à  une  distance  d  d'un  point  donné  {h,  b  ). 

294.  Sur  une  droite  donnée  AB,  déterminer  un  point  dont  la  différence  des 
carrés  des  distances  à  deux  points  donnés  C  et  D  égale  une  valeur  donnée  K^. 

295.  Trouver  sur  une  droite  MN  un  point,  dont  la  somme  des  distances  aux 
deux  plans  de  projection  et  au  plan  de  profil  a  soit  égale  à  une  longueur  don- 
née l. 

296.  Trouver  dans  un  plan  a  une  droite  dont  chaque  point  soit  équidistant 
des  deux  traces  d'un  plan  |B. 

297.  Construire  une  droite  dont  chaque  point  soit  équidistant  respectivement 
de  deux  plans  donnés  et  des  traces  de  leur  intersection. 

298.  Mener  par  un  point  A  une  droite  qui  s'appuie  sur  une  droite  BC  et  sur 
une  circonférence  donnée  par  son  plan,  son  rayon  et  la  projection  verticale  de 
son  centre. 

299.  Mener  parallèlement  à  une  di-oite  AB  une  droite  qui  s'appuie  sur  une 
droite  CD  et  sur  une  circonférence  donnée  {comme  ci -dessus,  n°  298). 

300.  Mener  par  un  point  A  une  droite  qui  rencontre  une  droite  BC  et  fasse 
avec  les  deux  plans  de  projection  des  angles  égaux. 

301.  Mener  par  un  point  A,  parallèlement  à  un  plan  a,  une  droite  également 
inclmée  sur  les  deux  plans  de  projection. 

302.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  touche  xy  et  soit  également 
Inclinée  sur  deux  droites  données. 

303.  Étant  données  deux  horizontales  et  une  droite  quelconque,  mener  une 
quatrième  droite,  limitée  aux  deux  première»,  et  ayant  son  milieu  sur  la  troi- 
sième. 
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304.  Inscrire  entre  deux  droites  données  une  droite  qui  soit  divisée  par  une 
troisième  droite  donnée,  dans  un  rapport  donné  k. 

305.  On  donne  deux  droites  de  front  et  un  plan  quelconque;  mener  entre 
ces  droites  une  horizontale  ayant  son  milieu  sur  le  plan  donné. 

306.  Un  point  étant  donné,  mener  par  ce  point  une  droite  ((ui  rencontre  le 
plan  horizontal  sous  un  angle  donné,  et  telle  que  sa  trace  horizontale  soit 
deux  fois  plus  éloignée  de  la  ligne  de  terre  que  ne  l'est  la  trace  verticale. 


Vraie  grandeur  des  droites. 


307.  Connaissant  la  projection  horizontale  ab  d'un  segment  de  droite,   les 

projections  ( &,  6')  d'un  de  ses  pointa  et  la  vraie  grandeur  l  de  cette  droite, 
trouver  la  projection  verticale  de  cette  ligne. 

308.  On  donne  une  circonférence  sur  le  plan  horizontal  et  un  point  sur  le 
plan  vertical;  trouver  sur  la  circonférence  un  point  distant  du  point  donné 
d'une  longueur  donnée. 

309.  Trouver,  sur  une  circonférence  située  dans  un  plan  quelconque,  un  point 
dont  la  distance  à  un  point  donné  égale  une  longueur  donnée. 

310.  Mener  dans  un  plan  donné  une  droite  dont  la  distance  à  xy  égale  l,  et 
dont  les  projections  soient  parallèles  entre  elles. 

311.  Inscrire  entre  les  traces  d'un  plan  donné  une  droite  de  longrueur  l,  qui 
passe  à  une  distance  d  d'un  point  A. 

312.  Mener  dans  un  plan  donné,  par  un  point  A  de  ce  plan,  une  droite  pas- 
sant à  une  distance  d  d'un  point  B. 

313.  Mener,  dans  le  plan  horizontal,  une  droite  qui  passe  h  des  distances  m 
et  n  de  deux  points  donnés  A  et  B. 

314.  Trouver,  dans  un  plan  donné,  une  droite  passant  à  des  distances  m  et  n 
de  deux  verticales  données  AB  et  CD. 

315.  Mener,  par  un  point  A,  une  droite  dont  la  distance  à  xy  égal  l  et  dont 
le  segment  aux  traces  égale  d. 

316.  Entre  deux  droites  données,  mener  une  horizontale  de  longueur  donnée. 

317.  Entre  deux  horizontales  orthogonales  données,  AB,  CD,  inscrire  un 
segment  rectllignc  de  longueur  donnée  l,  ayant  son  milieu  dans  un  plan  verti- 
cal donné  a. 

318.  Inscrire  entre  les  plans  de  projection  une  droite  de  longueur  I  qui  ren- 
contre une  droite  AB,  et  dont  la  perpendiculaire  commune  avec  xy,  de  lon- 
gueur d,  tombe  en  son  milieu. 

319.  Construire  une  droite  qui  rencontre  une  droite  AB,  soit  parallèle  à  CD, 
et  passe  à  une  distance  l  de  xy. 

S20.  Inscrire  entre  les  plans  de  projection  une  droite  de  profil  de  longueur  t 
qui  ait  son  milieu  sur  une  droite  AB. 

321.  Inscrire  entre  les  plans  de  projection  une  droite  qui  ait  son  milieu  sur 
un  plan  P,  rcQconfere  une  droite  A£  et  soit  parallèle  k  CD. 
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322.  On  donne  une  droite  et  un  point  dans  l'espace,  déterminer  une  droite 
passant  par  ce  point,  s'appuyant  sur  la  ligne  donnée  et  telle  que  le  segment 
compris  entre  sa  trace  horizontale  et  le  point  donné  soit  double  de  celui  qui 
est  compris  entre  le  même  point  et  la  trace  verticale  de  cette  ligne. 

323.  Mener  dans  un  plan  a  une  droite  telle  que  la  perpendiculaire  commune 
à  cette  droite  et  à  une  droite  AB  ait  une  longueur  l  et  rencontre  AB  en  un 
point  donné  B. 

324.  Mener,  par  un  point  donné ,  Hne  droite  telle  que  la  perpendiculaire  com- 
mune à  cette  droite  et  à  une  droite  AB  ait  une  longueur  l  et  rencontre  AB  en 
un  point  donné  B. 

325.  Par  un  point  donné,  mener  entre  deux  plans  parallèles  a,  P,  une  droite 
de  longueur  donnée  l  ayant  son  milieu  sur  un  plan  donné  j. 

326.  Par  un  point  donné  dans  un  plan  P,  mener  dans  ce  plan  une  droite 
équidistante  de  deux  autres  points  donnés. 


Angle  et  droite. 


327.  On  donne  une  circonférence  tracée  sur  le  plan  horizontal  et  un  point 
hors  de  ce  plan;  joindre  le  point  donné  à  un  point  de  la  circonférence,  de  ma- 
nière que  la  droite  rencontre  le  plan  horizontal  sous  un  angle  donné.  Entre 
quelles  limites  peut  varier  cet  angle  ? 

328.  Mener  dans  un  plan  P  une  droite  inclinée  sur  le  plan  horizontal  d'un 
angle  donné  et  éloignée  d'xy  d'une  longueur  l. 

329.  Mener,  par  un  point  A,  une  droite  qui  rencontre  une  droite  BC  et  dé- 
termine, avec  un  point  D,  un  plan  incliné  sur  la  verticale  d'un  angle  donné. 

330.  Mener  à  un  plan  P  une  parallèle  qui  coupe  des  droites  AB  et  CD  soua 
des  angles  égaux. 

331.  Mener  dans  un  plan  donné,  par  le  point  de  concours  de  ses  traces,  une 
droite  faisant  avec  xy  un  angle  donné. 

332.  Construire  une  droite  qui  rencontre  deux  droites  AB,  CD  sous  des  angles 
donnés  a,  ^. 

333.  Mener  par  un  point  A  une  droite  qui  fasse  respectivement ,  avec  le  plan 
horizontal  et  avec  une  horizontale  BC,  des  angles  a  et  p. 

334.  Mener  par  un  point  A  une  droite  inclinée  d'un  angle  donné  sur  une 
droite  de  front  BC,  et  passant  à  une  distance  r  d'un  point  D  situé  sur  la  ver- 
ticale du  point  A. 

335.  Inscrire  entre  les  plans  de  projection  une  droite  qui  ait  son  milieu  au 
point  A  et  fasse  avec  xy  un  angle  donné. 

336.  Inscrire  entre  les  plans  de  projection  une  droite  parallèle  à  un  plan  P, 
incliné  d'un  angle  donné  sur  le  plan  horizontal,  et  ayant  son  milieu  sur  une 
droite  AB. 

337.  Une  droite  (ab,  a'b')  et  un  point  (c,  c')  étant  donnés,  mener  par  le 
point  une  droite  qui  rencontre  la  ligne  donnée  et  qui  fasse  avec  le  plan  hori- 
zontal un  angle  donné. 

6*       . 
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33S.  Par  on  point  (a,  al)  prlB  dans  un  plan  donné  P,  mener  dans  ce  plan 
une  droite  qui  coupe  le  plan  horizontal  sous  un  angle  donné. 

339.  Par  un  point  donné  (a,  a'),  pris  dans  un  plan  P,  mener  dans  ce  plan 
une  droite  telle  que  la  diBtauce  comprise  entre  le  point  (a,  o')  et  la  trace  hori- 
zontale de  la  droite  ait  une  longueur  donnée  l. 

340.  Mener  par  un  point  A  une  droite  qui  rencontre  une  droite  BC  et  faue 
avec  un  plan  P  un  angle  donné. 

341.  Inscrire  entre  les  traces  d'un  plan  P  une  droite  de  longueur  l,  faisant 
avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné. 

342.  Inscrire  entre  les  plans  de  projection  une  droite  de  longueur  l,  qui  soit 
parallèle  à  un  plan  P,  rencontre  une  droite  A6 ,  et  fasse  avec  le  plan  horizon- 
tal un  angle  donné. 

343.  Mener  par  un  point  Â  une  droite  qui  fa^se  avec  les  deux  plans  de  pro- 
jection un  même  angle  donné. 

344.  Construire  une  droite  qui  rencontre  une  droite  AB,  passe  à  une  distance 
l  à.c  xy,  et  fasse  avec  les  deux  plans  de  projection  un  même  angle  donné. 

345.  Étant  donnés  deux  plans  qui  se  coupent,  mener  dans  le  premier  plan, 
par  un  point  donné,  une  droite  faisant  avec  le  second  on  angle  déterminé. 


Détermination  d'un  plan. 


346.  Par  un  point  donné  mener  un  plan  également  incliné  sur  les  deux  plans 
de  projection,  et  tel  que  l'angle  aux  traces  ait  une  valeur  donnée. 

347.  Par  nue  droite,  quelconque  par  rapport  aux  plans  de  projection,  faire 
passer  un  plan  tel  que  l'angle  aux  traces  égale  un  droit. 

348.  On  donne  une  droite  AB  et  deux  points  C  et  D.  Trouver  sur  la  droite 
un  point  d'où  l'on  voie  le  segment  rectUigne  CD  : 

1°  Sons  un  angle  droit. 
20  Sous  un  angle  donné. 

349.  Trouver  sur  une  droite  AB  un  point  également  éclairé  par  deux  lumi- 
naires M  et  N  d'intensités  données  i,  t'. 

350.  Trouver  sur  la  droite  AB  le  sommet  d'une  pyramide  ayant  iK>ur  base  un 
quadrilatère  donné  MNPQ,  et  telle  qu'on  la  paisse  couper  suivant  un  rectangle. 

351.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  qui  rencontre  le  plan  horizontal 
sous  un  angle  donné. 

352.  Mener  par  une  droite  AB  un  plan  qui  fasse  avec  une  verticale  CD  un 
angle  donné. 

353.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  qui  rencontre  un  plan  de  profil 
BOUS  un  angle  donné. 

354.  Par  une  droite  de  profil,  mener  un  plan  qui  rencontre  les  plans  de  profil 
BOUS  un  angle  donné. 

3>5.  Mener  par  une  droite  AB  un  plan  qui  couine   un  plan  P  suivant  une 
droite  dont  la  partie  entre  les  traces  ait  son  milieu  sur  la  droite  AB. 
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356.  Mener  par  une  droite  AB  un  plan  qui  laisse  entre  deux  plans  horizon- 
taux une  bande  de  largeur  l. 

357.  SCener  par  une  droite  AB  un  plan  dont  les  sections  par  deux  plans  P 
et  Q  fassent  entre  elles  un  angle  donné. 

358.  Une  droite  limitée,  située  dans  le  plan  vertical,  a  une  de  ses  extrémités 
Bur  la  ligne  de  terre  ;  par  cette  droite,  mener  un  plan  tel  que  l'aire  du  triangle 
compris  entre  les  traces  et  le  plan  de  profil  mené  par  la  seconde  exti'énilté  de 
la  ligne  donnée  ait  une  valeur  donnée. 

359.  Mêmes  données  (n»  358);  mais  le  volume  de  la  pyramide  limitée  par  les 
plans  de  projection ,  le  plan  de  profil  et  le  plan  demandé  P?wP',  doit  avoir 
un  volume  donné  fc^. 

360.  Par  une  droite  donnée,  quelconque  par  rapport  aux  plans  de  projection, 
faire  passer  un  plan  tel  que  l'angle  de  sa  trace  horizontale  et  de  la  ligne  don- 
née ait  une  grandeur  donnée. 

361.  Deux  plans  rectangulaires  passent  respectivement  par  xy  et  par  une 
droite  az  située  dans  le  plan  horizontal.  Trouver  l'intersection  de  ces  plans, 
sachant  qu'elle  est  située  dans  un  plan  donné  P'aP. 

Physique  et  mécanique. 

3G2.  I.  Dans  la  réflexion  de  la  lumière,  de  la  chaleur,  dn  son,  le  rayon  inci- 
dent, le  rayon  réfléchi  et  la  normale  à  la  surface  au  point  considéré  sont  dans 
un  même  plan,  et  la  normale  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  le  rayon 
incident  et  le  rayon  réfléchi. 

Ces  principes  rappelés,  on  demande  de  déterminer  les  projections  du  rayon 
réfléchi,  connaissant  les  projections  du  rayon  incident  et  les  traces  du  plan 
réflecteur. 

362.  II.  On  donne  un  miroir  plan  et  deux  points  A  et  B  placés  d'un  même 
côté  du  miroir,  déterminer  un  rayon  lumineiix  qui,  partant  du  iwint  A,  vienne 
passer  par  B  après  s'être  réfléchi  sur  le  miroir. 

362.  III.  On  donne  deux  points  A  et  B  situés  dans  le  dièdre  droit  de  deux 
miroirs  plans  P  et  Q,  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  déterminer  les  rayons 
lumineux  émanés  du  point  A,  qui  passent  par  le  point  B  après  réflexion. 

363.  Étant  donnés  deux  miroirs  verticaux  IR,  IS,  Inclinés  à  45»;  un  point 
lumineux  A ,  sur  le  plan  H  ;  et  un  point  O,  dans  l'angle  des  miroirs.  Dessiner 
les  projections  du  rayon  lumineux  qui  va  du  point  A  au  point  O,  en  se  réflé- 
chissant deux  fois  sur  chaque  miroir. 

364.  Dans  la  réfraction,  le  rayon  incident,  le  rayon  réfracté  et  la  normale 
sont  dans  un  même  plan  ;  d'ailleurs ,  les  sinus  des  angles  d'incidence  et  de  réfrac- 
tion sont  dans  un  rapport  constant. 

D'après  cette  loi,  on  demande  les  projections  d'un  rayon  réfracté,  connais- 
sant les  projections  d'un  rayon  incident,  le  plan  de  réfraction  et  l'indice  de 
réfraction. 

365.  Un  prisme  triangulaire  en  verre  repose,  par  une  de  ses  faces,  sur  le  plan 
horizontal.  On  donne  les  projections  d'un  rayon  lumineux  situé  dans  un  plan 

3 
perpendiculaire  aux  arêtes  du  prisme,  ainsi  que  l'indice  de  réfraction  — .  On 

demande  les  projections  du  rayon  réfracté  qui  a  traversé  le  prismei 
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366.  On  donne  les  projections  de  deux  forces  concourantes;  déterminer  le» 
projections  de  leur  résultante,  la  vraie  grandeur  de  cette  force,  ainël  que  les 
angles  qu'elle  fait  avec  chacune  des  composantes. 

367.  Déterminer  la  résnltante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  concoa- 
rantes. 

368.  Déterminer  la  longueur  de  la  diagonale  d'un  parallélépipède  et  les  angles 
qne  cette  ligne  forme  avec  chaque  arête  de  ce  solide,  connaissant  les  projections 
de  trois  arêtes  issues  d'un  même  sommet.  (  Voir  n*  253.) 

369.  Faire  l'épure  de  la  décomposition  d'une  force  en  deux  autres  de  direc- 
tions données.  La  force  et  l'une  des  directions  sont  données  chacune  par  leurs 
deux  projections,  la  seconde  direction  est  donnée  par  sa  projection  verticale. 

370.  Faire  l'épure  de  la  décomposition  d'une  force  en  trois  autres  de  direc- 
tions données;  ou  décomposer  une  force  donnée  par  ses  projections,  en  troU 
forces  dont  les  directions  sont  données  par  leurs  projections. 

371.  Définitions.  On  apiielle  projection  orthogonale  d'un  point  sur  un  axe, 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  cet  axe. 

On  appelle  projection  d'une  force  sur  un  axe,  le  segment  de  l'axe  compris 
entre  les  projections  des  extrémités  de  cette  force. 

La  projection  sur  un  axe  quelconque  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
concourantes  est  égale  ii  la  somme  algébrique  des  projections  des  composantes. 

—  Étant  donnés,  par  leurs  projections  tur  deux  plans  rectangulaires,  n 
forces  concourantes  et  un  axe  de  piojection;  trouver  la  somme  des  projections 
de  toutes  ces  forces  sur  l'axe  donné. 


DEUXIEME  PARTIE 

DES    SURFACES    COURBES 


CHAPITRE   I 

DES    SURFACES    EN    GÉNÉRAL 


§  I.  —  Classification  des  surfaces. 

260.  Surfaces  à  représenter.  La  géométrie  descriptive  permet 
de  représenter  toute  surface  rigoureusement  définie.  Toute 
surface  capable  d'une  définition  mathématique  est  dite  surface 
géométrique i  les  autres  surfaces,  celle  d'un  terrain,  par 
exemple,  sont  remplacées,  dans  les  applications,  par  des 
surfaces  conventionnelles,  dites  topographiques ,  qui  s'en  rap- 
prochent autant  que  possible*  (n°  490). 

Génération  des  surfaces.  Toute  surface  géométrique  peut  être 
engendrée  par  une  ligne  qui  se  meut  suivant  une  loi  donnée. 

Exemples.  La  surface  sphérique  est  engendrée  par  la  révo- 
lution complète  d'une  demi -circonférence  autour  du  diamètre 
qui  la  termine. 

Le  plan  peut  être  engendré  par  la  rotation  d'une  droite  qui 
casse  par  un  point  fixe  d'un  axe  et  reste  constamment  perpen- 
diculaire à  cet  axe. 

Le  cylindre  de  révolution  peut  être  engendré  par  la  rotation 
d'une  droite  qui  reste  parallèle  à  l'axe  de  rotation. 

261.  Génératrice  et  directrice.  On  nomme  génératrice  la  ligne 
qui  engendre  une  surface,  cette  ligne  pouvant  occuper  l'une 
quelconque  de  ses  positions. 

La  génératrice  change  quelquefois  de  grandeur  et  de  forme, 
en  même  temps  qu'elle  se  déplace. 
Dans  le  premier  exemple,  la  demi -circonférence  est  la  géné- 

*  Voir  Arpentage,  Levé  des  plans  et  Nivellement,  par  P.-J.,  3»  édition. 
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ratrice  de  la  surface;  elle  reste  invariable  de  grandeur,  La 
condition  d'opérer  une  révolution  complète  autour  du  diamètre 
est  la  loi  à  laquelle  la  génératrice  est  assujettie. 

Dans  les  autres  exemples ,  la  génératrice  est  la  droite 
mobile;  la  loi  concerne  la  position  de  cette  ligne  par  rapport 
à  l'axe  et  la  rotation  complète  qu'elle  doit  opérer. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  la  génératrice  est  assujettie 
à  glisser  sur  une  ou  plusieurs  lignes  fixes  nommées  direc- 
trices. 

Directnce.  On  nomme  directrice  toute  ligne  fixe  que  la  géné- 
ratrice doit  constamment  rencontrer  dans  son  mouvement. 

Exemple.  Le  plan  est  engendré  par  une  droite  qui  se  meut 
parallèlement  à  elle-même,  en  touchant  constamment  une 
droite  fixe  donnée. 

La  droite  mobile  est  la  génératrice;  la  droite  fixe  est  la 
directrice. 

262.  Classification.  On  distingue  deux  classes  de  surfaces  géo- 
métriques :  les  surfaces  réglées  et  les  surfaces  non  réglées. 

Surfaces  réglées.  Les  surfaces  réglées  sont  des  surfaces  qui 
peuvent  être  engendrées  par  une  ligne  droite.  Exemple  :  cylindre, 
cône,  hélicoïde.^(G.,  no»  510,  524,  874.) 

Surfaces  non  réglées.  Les  surfaces  non  réglées  sont  des  sur- 
faces qui  ne  peuvent  être  engendrées  par  une  ligne  droite. 
Exemple  :  sphère,  paraboloïde  elliptique.  (G.,  n°8o41,  864.) 

Les  surfaces  réglées  se  divisent  en  deux  groupes  :  les  surfaces 
développables  et  les  surfaces  gauches. 

263.  Surfaces  développables.  Les  surfaces  développables  sont 
des  surfaces  qui  peuvent  s'étendre  sur  un  plan  sans  déchirure 
ni  duplicature. 

Pour  qu'une  surface  soit  développable,  il  faut  que  ses  géné- 
ratrices soient  deux  à  deux  dans  un  même  plan,  c'est-à-dire 
parallèles  ou  concourantes. 

On  distingue  trois  sortes  de  surfaces  développables;  les  deux 
plus  importantes  sont  :  la  surface  cylindrique  et  la  surfin  ,■ 
conique. 

264.  Surface  cylindrique  OU  cylindre.  La  surface  Cylindrique 
est  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  parallèlement  à  elle- 
même  en  s'appuyant  constamment  snr  une  directrice.  (G.,  n"olO.) 

Le  plan  peut  être  considéré  comme  une  variété  de  la  surface 
cylindrique;  il  correspond  au  cas  où  la  directrice  est  rectiligne. 
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Le  cylindre  est  de  révolution  lorsque  la  directrice  est  une 
circonférence  et  que  la  génératrice  est  perpendiculaire  au  plan 
de  cette  circonférence.  (G.,  n»  508.) 

265.  Surface  conique  OU  cône.  La  surface  conique  est  engen- 
drée par  une  droite  qui  passe  constamment  par  un  point  fixe,  en 
glissant  le  long  d'une  directrice;  le  point  fixe  est  le  somtnet  de 
la  surface.  La  génératrice  étant  illimitée,  la  surface  engendrée 
se  compose  de  deux  parties  nommées  nappes,  situées  de  part  et 
d'autre  du  sommet. 

Le  plan  peut  être  considéré  comme  une  variété  de  la  surface 
conique;  il  correspond  au  cas  où  la  directrice  est  rectiligne. 

Le  cylindre  est  un  cas  particulier  du  cône;  il  suffit  de  consi- 
dérer le  point  fixe  comme  situé  à  Tinfini. 

Le  cône  est  de  révolution  lorsque  la  directrice  est  circulaire 
et  que  le  sommet  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  élevée  au 
plan  de  la  directrice,  parle  centre  de  la  circonférence.  Dans 
les  applications,  le  cône  de  révolution  est  souvent  considéré 
comme  engendré  par  une  droite  qui  rencontre  l'axe  sous  un 
angle  constant.  (G.,  n»  522.) 

266.  La  troisième  espèce  de  surface  développable  est  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  qui  reste  constamment  tangente 
à  une  ligne  à  double  courbure,  c'est-à-dire  à  une  courbe  dont 
les  éléments  ne  sont  pas  tous  dans  un  même  plan.  Exemple  : 
l'hélicoïde  développable.  (G.,  n»  874.) 

Remarque.  Dans  le  cylindre,  toutes  les  génératrices  sont 
parallèles  entre  elles;  dans  le  cône,  toutes  les  génératrices 
passent  par  un  même  point;  la  troisième  espèce  est  caractérisée 
par  des  génératrices  qui  se  coupent  deux  à  deux ,  en  des  points 
différents. 

267.  Surfaces  gauches.  Les  surfaces  gauches  sont  des  surfaces 
réglées  non  développables  ;  on  peut  citer  :  le  paraboloïde  hyper- 
bolique, le  conoïde,  Vhyperboloïde  à  une  nappe  (G.,  n°^  866, 
873,  869);  cette  dernière  surface  peut  être  de  révolution. 

268.  Surfaces  de  révolution.  On  nomme  surface  de  révolution 
la  surface  engendrée  par  la  rotation  d'une  ligne  quelconque 
autour  d'une  droite  fixe ,  dite  axe  de  cette  surface. 

Nos  éléments  de  géométrie  traitent  du  cylindre,  du  cône  de 
révolution  et  de  la  sphère,  et  donnent  aussi  la  définition  de 
l'ellipsoïde  à  deux  axes  égaux ,  des  hyperboloïdes  et  du  parabo- 
loïde elliptique.  (G.,  n^^  837,  8.o8,  8b9.) 
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Le  tore  est  la  surface  engendrée  par  la  rotation  d'un  cercle 
autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 

Dans  les  surfaces  de  révolution,  chaque  point  de  la  généra- 
trice décrit  une  circonférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  l'axe;  par  suite,  tout  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  coupe 
la  surface  suivant  un  cercle. 

269.  Remarque.  Les  surfaces  de  révolution  rentrent  dans  les 
deux  grandes  classes  de  surfaces  réglées  et  de  surfaces  non  réglées. 

Ainsi  le  cylindre,  le  cône,  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  sont  des 
surfaces  réglées,  car  elles  peuvent  être  engendrées  par  une  droite. 

Ces  trois  surfaces  sont  les  seules  surfaces  réglées  qui  soient 
de  révolution;  car  une  droite  ne  peut  avoir  que  trois  positions 
par  rapport  à  un  axe. 

lo  Elle  est  parallèle  à  cet  axe  et  donne  lieu  à  un  cylindre; 

2°  Elle  rencontre  l'axe  et  engendre  un  cône  ; 

3<>  La  droite  et  l'axe  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  alors  la 
surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Dans  les  deux  derniers  cas,  si  la  génératrice  fait  avec  Taxe 
un  angle  droit,  le  cône  ou  l'hyperboloïde  engendrés  dégénèrent 
en  surface  plane. 

Toutes  les  autres  surfaces  de  révolution  sont  des  surfaces 
non  réglées. 

Par  exemple,  la  sphère,  l'ellipsoïde,  l'hyperboloïde  à  deux 
nappes,  le  tore,  etc. 

270.  Méridien.  On  nomme  méridien  d'une 

surface  de  révolution,  la  section  obtenue  par 
un  plan  quelconque  passant  par  l'axe. 

Les  méridiens  sont  égaux  entre  eux,  la 
rotation  complète  de  la  moitié  CAC  de  l'un 
d'eux  suffit  pour  engendrer  la  surface. 

Lorsque  l'axe  de  la  surface  de  révolution 
est  une  ligne  de  front,  on  nomme  méridien 
pnncipal  le  méridien  AGA'C,  parallèle  au 
plan  vertical  de  projection. 
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Parallèle.  On  nomme  parallèle  d'une  surface  de  révolution 
tout  cercle  aba'b'  déterminé  par  la  rotation  d'un  point  quelconque 
de  la  génératrice. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  coupe  la  surface  de  révolu- 
tion suivant  un  parallèle. 

Lorsque  l'axe  est  vertical,  les  parallèles  se  projelleut  en  vraid 
grandeur  sur  le  plan  horizontal. 
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271.  Remarque.  La  tangente  au  méridien,  en  un  point 
donné  a,  est  plus  ou  moins  inclinée  par  rapport  à  Taxe,  suivant 
le  parallèle  auquel  appartient  le  point  de  contact. 

Ainsi,  en  supposant  que  le  méridien  soit  une  ellipse,  la  tan- 
gente est  parallèle  à  Taxe  GC  aux  sommets  A  et  A'  du  méri- 
dien ACA'C'  (fig.  249);  elle  fait  un  angle  aigu  taa',  pour  un 
parallèle  tel  que  aba'b';  enfin  elle  est  perpendiculaire  à  Taxe 
aux  sommets  G  et  G'. 

272.  Equateur  et  collier.  Véquateur  est  le  plus  grand  des 
parallèles ,  pour  lesquels  la  tangente  au  méridien  est  parallèle 
à  l'axe  de  révolution. 

L'ellipsoïde  a  un  équateur,  ABA'B'.  La  tangente  AT  au 
méridien  GAG',  en  un  point  A  du  cercle  ABA'B',  est  parallèle 
à  l'axe  GG'. 

Le  collier  ou  cercle  de  gorge  est  le  plus  petit  des  parallèles, 
pour  lesquels  la  tangente  au  méridien  est  parallèle  à  l'axe. 

L'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  a  un  collier;  le  tore 
a  un  équateur  et  un  collier. 

L'hyperboloïde  à  deux  nappes,  le  paraboloïde  de  révolution, 
le  cône,  n'ont  ni  équateur  ni  cercle  de  gorge. 

Remarque.  Une  même  surface  peut  toujours  être  engendrée 
de  diverses  manières.  Ainsi,  un  cône  de  révolution  peut  aussi 
être  engendré  par  une  droite  assujettie  à  passer  par  le  sommet 
et  à  glisser  sur  une  directrice  de  forme  quelconque;  ou  encore, 
par  un  cercle  variable  dont  le  plan  reste  perpendiculaire  à 
l'axe;  etc. 

Dans  chaque  question,  on  choisit  le  mode  de  génération  qui 
conduit  le  plus  facilement  au  résultat  cherché. 

§  II.  —  Plans  tangents. 

273.  Définition.  Le  plan  tangent  en  un  point  donné  d'une 
surface  courbe  est  le  lieu  géométrique  des  tangentes  menées  en 
ce  point ,  aux  diverses  lignes  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface 
par  le  point  considéré. 

Pour  justifier  cette  définition,  il  suffit  de  démontrer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème. 

274.  Les  tangentes  menées  à  une  surface  par  l'un  de  ses 
points  se  trouvent  dans  un  même  plan,  qui  est  le  plan 
tangent. 
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Eu  effet,  soient  deui  courbes  quelconques  AB,  AC,  tracées 
sur  la  surface  donnée,  et  une  troisième  courbe  BC  qui  rencontre 
les  deux  autres.  On  peut  considérer  la  surface 
comme  engendrée  par  la  génératrice  curvi- 
ligne BC,  variable  de  forme,  assujettie  à  s'ap- 
puyer constamment  sur  les  directrices  AB 
et  AC. 

Lorsque  la  génératrice  se  rapproche  du 
point  A,  les  arcs  AB,  AC  et  BC  tendent  simul- 
tanément vers  zéro,  et  les  cordes  AB,  AC  et 
BC,  constamment  situées  dans  un  même 
plan,  ont  respectivement  pour  positions  li- 
mites les  tangentes  AB',  AC  et  AD'  encore 
situées  dans  un  tnême  plan;  donc  les  tangentes  à  trois  courbes 
quelconques  tracées  sur  la  surface,  par  un  point  A,  sont  situées 
dans  un  même  plan*. 

27o.  Re^narqu^.  Quand  l'axe  d'une  surface  de  révolution  est 
normal  à  la  génératrice,  le  lieu  des  tangentes  menées  à  la  sur- 
face, par  l'extrémité  de  l'axe,  est  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe;  mais  lorsque  la  génératrice  d'une  surface  de  révolution 
rencontre  l'axe  sous  un  angle  aigu,  le  lieu  des  tangentes  au 
point  où  Vaxe  rencontre  la  surface  est  un  cône.  Le  théorème 
comporte  donc  certaines  exceptions. 

276.  Scolies.  I.  Pour  déterminer  le  plan  tangent  à  une  surface 
en  un  point  donné,  il  suffit  de  chercher  les  tangentes  à  deux 
lignes  m,enées  par  ce  point  sur  la  surface. 

277.  IL  Lorsque  la  surface  est  réglée,  le  plan  tangent  en  un 
point  donné  contient  la  génératrice  rectiligne  menée  par  ce 
point;  car  la  tangente  en  ce  point,  à  la  génératrice  considérée, 
n'est  autre  que  la  droite  elle-même. 

277  his.  m.  Si,  par  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent, 
on  mène  un  plan  quelconque ,  les  lignes  suivant  lesquelles  il 
coupe  le  pdan  tangent  et  la  surface  courbe  sont  tangentes 
entre  elles. 

Théorème. 

278.  Le  plan  tangent  en  un  point  donné  d'une  surface 
dévelojjpable  est  tangent  à  la  surface  en  chaque  point  de  la 
génératrice  rectiligne  menée  par  le  point  donné. 

*  Le  théorème  précédent  ne  peut  être  établi  d'une  manière  rigoureuse  que 
par  l'Analyse;  la  démoui^tratlon  géométrique  que  noua  donnons  est  empruntée 
à  U  Uéométi-ie  dcticiiplive  de  Leroy, 
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Fig.  251. 


En  effet,  considérons  une  surface  développable ,  un  cône,  par 
exemple,  et  un  plan  tangent  à  la  surface  au  point  M. 

Le  plan  tangent  est  le  lieu  des  tangentes  menées  à  toutes  les 
lignes  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  par  le 
point  M;  donc  il  doit  contenir  la  généra- 
trice SM  (n°277)  et  la  tangente  à  la  sec- 
tion P  (n°  274);  il  peut  donc  être  considéré 
comme  la  limite  des  positions  que  prend  un 
plan  P  mené  par  deux  génératrices  voi- 
sines SM ,  SN ,  qui  se  rapprochent  indéfi- 
niment, lorsque  le  plan  des  deux  droites 
tourne  autour  de  SM. 

Ainsi  le  plan  des  deux  génératrices  con- 
tient la  sécante  MN;  mais,  à  la  limite, 
cette  ligne  devient  tangente  à  la  section  P 
au  point  M. 

Or  un  raisonnement  analogue  conduirait  au  même  résultat  s'il 
s'agissait  de  déterminer  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
m  de  la  même  génératrice;  car  la  sécante  mn  est  dans  le  plan 
SMN;  donc, 

Le  plan  tangent  au  point  M  est  tangent  au  cône  en  chaque 
point  de  la  génératrice  SM ,  car  il  contient  la  droite  S>nM  et  la 
tangente  mt,  menée  en  ce  point  m,  a  une  courbe  quelconque 
passant  par  ce  point. 

279.  Scolies.  I.  Le  théorème  est  démontré  pour  le  cylindre, 
puisque  cette  surface  n'est  qu'un  cas  particulier  du  cône. 

280.  IL  Lorsqu'un  plan  quelconque  rencontre  une  surface 
développable  et  son  plan  tangent,  les  deux  intersections  sont 
tangentes  entre  elles. 

Celte  importante  propriété  des  surfaces  développables  est 
comprise  dans  l'énoncé  suivant  : 

S581.  La  tangente  à  une  section  plane,  en  un  point  donné,  est 
l'intersection  du  plan  tangent  au  point  considéré  et  du  j)lan 
sécant  qui  détermine  la  section. 

282.  Remarque.  Le  plan  tangent  à  une  surface  réglée,  non 
développable,  n'est  tangent  qu'en  un  seul  point,  bien  qu'il 
contienne  toute  la  génératrice  rectiligne  menée  par  le  point  de 
contact. 
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Théorème. 

283.  Lorsqu'on  projette  sur  un  plan  quelconque  une  courbe 
et  sa  tangente,  la  projection  de  la  tangente  est  tangente  à  la 
projection  de  la  courbe. 

Soient  ABC  et  BD  une  courbe  et  sa  tangente, 
soient  abc  et  bd  leurs  projections,  il  faut  dé- 
naontrer  que  bd  est  tangente  à  la  courbe  abc. 

En  effet,  les  projetantes  de  la  courbe  ABC  et 
celles  de  la  tangente  BD  forment  un  cylindre 
et  un  plan  qui  sont  tangents  suivant  la  proje- 
tante B6;  donc  {n°^  278  et  281)  la  trace  bd 
du  plan,  c'est-à-dire  la  projection  de  la  tangente 
^'       ■  BD ,  est  tangente  à  la  courbe  abc. 

284.  Remarques.  I.  Le  théorème  comporte  une  exception  :  le 
plan  de  projection  ne  doit  pas  être  perpendiculaire  à  la 
tangente  donnée. 

En  effet ,  dans  le  cas  particulier  où  l'on  projetterait  la  courbe 
ABC  et  sa  tangente  BD  sur  un  plan  perpendiculaire  à  BD,  la 
projection  de  la  tangente  se  réduirait  à  un  point;  et  ne  donne- 
rait plus  de  tangente  à  la  projection  abc. 

II.  Lorsque  deux  courbes  sont  tangentes,  il  en  est  de  même 
de  leurs  projections. 

28o.  Règles  pratiques.  I.  Pour  mener  le  plan  tangent  en  un  point 
d'une  surface  réglée  développable ,  on  détermine  la  génératrice 
qui  passe  sur  ce  point,  et  l'on  mène  une  tangente  à  une  courbe 
quelconque  de  la  surface,  au  point  où  la  génératrice  de  contact 
rencontre  cette  courbe. 

Ainsi,  pour  mener  le  plan  tangent  à  un  cylindre  (fig.  232)  en 
un  point  B,  il  faut  mener  la  génératrice  Bb,  puis  une  tangente 
telle  que  bd  à  une  courbe  quelconque,  mais  au  point  b,  pris 
sur  la  génératrice.  Le  plan  Êbd  est  le  plan  demandé. 

II.  Pour  mener  le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface 
réglée  non  développable,  on  détermine  la  génératrice  qui  passe 
par  ce  point,  et  la  tangente  à  une  courbe  qui  passe  par  ce  même 
point. 

Ainsi  la  tangente  auxiliaire  doit  nécessairement  passer  par  le 
point  donné,  car  le  plan  tangent  à  une  surface  gauche  n'est 
tangent  qu'en  un  seul  point  de  la  génératrice  rectiligne  qu'il 
contient  tout  entière  (n°  282). 

286.  Normale.  La  normale  à  une  surface  courbe,  en  un  point 
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donné  A,  est  la  perpendiculaire  menée  en   ce  point   au  plan 
tangent  à  la  surface  en  ce  même  point  A. 

Théorème. 

287.  Lorsque  deux  surfaces  se  coupent,  la  tangente  en  un 
point  donné  de  la  courbe  d'intersection  : 

1°  Est  l'intersection  des  plans  tangents  à  chaque  surface  au 
point  coiisidéré ; 

2°  Elle  est  perpendiculaire  au  plan  des  normales  menées 
par  ce  point  à  chaque  surface. 

En  effet  :  1°  La  courbe  d'intersection  appartenant  à  chaque 
surface,  la  tangente  à  cette  courbe  doit  se  trouver  dans 
chacun  des  plans  tangents  (n»  274)  ;  donc  la  tangente  est  l'inter- 
section des  deux  plans  tangents  aux  surfaces  données  au  point 
considéré. 

2"  Chaque  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  la  normale 
correspondante  du  point  de  contact;  donc  la  tangente,  qui  est 
l'intersection  de  ces  plans,  se  trouve  perpendiculaire  au  plan 
des  normales. 

Théorème. 

St88.  Le  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution  est  perpen- 
diculaire au  plan  du  méridien  du  point  de  contact. 

Soient  DE  l'axe  de  révolution  et  A  le  point 
de  contact  du  plan  tangent  considéré. 

Le  plan  qui  passe  par  le  point  A  et  par 
l'axe  DE  coupe  la  surface  suivant  le  méri- 
dien DAE. 

Le  plan  mené  par  le  point  A  perpendi- 
culairement à  Taxe  détermine  le  parallèle 
BAC. 

Ces  deux  plans  sont  rectangulaires,  puis- 
que le  second  est  perpendiculaire  à  une 
droite  du  premier. 

Traçons  la  tangente  AM  au  cercle  BAC. 

Cette  droite,  menée  dans  l'un  des  plans  rectangulaires, 
perpendiculairement  à  l'intersection  OA,  est  normale  à  l'autre 
plan,  c'est-à-dire  au  plan  du  méridien. 

Donc  le  plan  tangent  qui  contient  cette  tangente  (n°  274)  est 
lui-même  perpendiculaire  au  plan  du  méridien. 

Théorème. 

280.  La  normale  à  une  surface  de  révolution  rencontre 
l'axe  de  cette  surface,  ou  lui  est  parallèle. 
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Soit  A  un  point  quelconque  de  la  surface. 

Sa  normale  AG  et  le  plan  DAE  de  su 
méridien  sont  perpendiculaires  tous  doux 
au  plan  tangent.  Donc  la  normale  -  ~l 
dans  le  plan  du  méridien,  et  elle  rencontre 
l'axe  situé  dans  ce  plan,  ou  lui  est  pa- 
rallèle. 


Corollaire.  Les  normales  relatives  à  un 
même  parallèle  rencontrent  toutes  l'a.'c 
au  même  point,  ou  sont  toutes  parallél 
à  cet  axe. 

Car,  tandis  que  le  point  A  décrit  son 
parallèle  BAC,  le  point  G  reste  fixe  sur 
l'axe,  et  la  droite  GA,  constamment  située  dans  le  plan  du 
méridien  générateur,  ne  cesse  pas  d'être  normale. 

Théorème. 


Fig.  2^. 


Fig.  255. 


290.  Les  tangentes  menées  aux  mtri-  i 
diens  par  tous  les  points  d'un  même  pa-  j 
rallèle  rencontrent  l'axe  au  même  point.  ! 

Soit  le  méridien  DAE  et  sa  tangente  en 
A  qui  rencontre  l'axe  au  point  F.  | 

Tandis  que  le  point  A  décrit  son  parai-  ! 
lèle  BAC,  le  point  F  reste  fixe,  et  la  droite  « 
AF  ne  cesse  pas  d'être  tangente  au  méri- 
dien générateur. 

291.  Corollaire.  Les  plans  tangents  dont 
les  points  de  contact  sont  sur  U7i  même  parallèle  coupent  tous 
l'axe  au  même  point. 

En  etîet,  chacun  d'eux  contient  la  tangente  AF  du  méridien 
qui  passe  par  son  point  de  contact.  Or  toutes  ces   tangentes   j 
coupent  Taxe  au  même  point.  Donc  il  en  est  de  même  des  plans 
tangents. 

Remarqua.  Pour  un  équateur  ou  un  collier,  toutes  les  tan- 
gentes au  méridien  et  tous  les  pians  tangents  sont  parallèles  à  l'axe. 

Théorème. 

292.  Lts  plans  tangents  dont  les  points  de  contact  sont  sur 
un  mêmt  inéridien  enveloppent  un  ajlindrc  circonscrit  à  la 
surface  de  révolution. 


!!•  PARTIE.  —  DES  SURFACES  COURBES 


487 


Les  plans  tangents  aux  divers  points  d'un  môme  méridien 
contiennent  une  tangente,  telle  queAM, 
perpendiculaire  au  plan  du  méridien;  ces 
Jivers  plans  sont  perpendiculaires  à  ce 
méridien,  et  les  tangentes,  telles  que  AM, 
sont  les  génératrices  d'un  cylindre  circon- 
scrit à  la  surface  de  révolution  suivant  le 
méridien  donné. 

293.  Scolie  générale.  Des  théorèmes  pré- 
cédents, il  résulte  que  le  plan  tangent  à 
une  surface  de  révolution,  en  un  point 
donné  A,  peut  être  considéré  sous  les 
trois  aspects  suivants  : 

1'^  Le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  la  normale  AG  menée 
par  ce  point  ; 

2°  Il  est  tangent  au  cône  circonscrit  à  la  surface  suivant  le 
parallèle  GAB,  mené  par  ce  point,  et  dont  AF  est  la  génératrice 
de  contact  ; 

S''  Il  est  en  outre  tangent  au  cylindre  circonscrit  suivant  le 
_ méridien  DAE,  et  dont  AM  est  la  génératrice  de  contact. 

294.  Remarque.  Le  plan  tangent  à  une  sphère  est  perpendi- 
culaire à  l'extrémité  du  rayon  du  point  de  contact. 


Fig.  256. 


Théorème. 

29S.  1°  Tous  les  plans 
tangents  à  un  cône  de  ré- 
volution sont  également 
inclinés  sur  les  plans 
perpendiculaires  à  l'axe 
de  ce  cône. 

En  effet,  soit  un  plan  P 
tangent  suivant  une  géné- 
ratrice quelconque  SG;  tout 
plan  perpendiculaire  à 
l'axe  SD  coupe  le  plan  et 
le  cône  suivant  une  droite 
MN  et  une  circonférence 
ACB,  qui  sont  tangentes 
(n»  278);  par  suite,  MN 
est     perpendiculaire     au 


Fig.  257. 
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rayon  CD  et  à  la  génératrice  GS,  en  vertu  du  théorème  des  trois 
perpendiculaires  (G.,  n*»  372);  ainsi  l'angle  DCS  mesure  rincli- 
naison  du  plan  tangent  sur  le  plan  ACB;  mais  l'angle  DCS  est 
constant,  car  toutes  les  génératrices  d'un  cône  de  révolution  sont 
également  inclinées  sur  l'aie  de  ce  cône,  et  par  suite  sur  la 
base  de  ce  même  cône;  donc  tous  les  plans  tangents  sont  égale- 
ment inclinés,  etc. 

296.  2°  Un  plan  tangent  à  un  cône  de  révolution  est  tangent 
à  une  sphère  de  rayon  quelconque  inscrite  dans  ce  cône. 

Inscrivons  ui-e  sphère  quelconque  dans  le  cône;  la  ligne  de: 
contact  EGF  est  un  cercle,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
l'axe  du  cône;  par  suite,  on  peut  considérer  le  cône  donné 
comme  circonscrit  à  la  sphère,  suivant  le  parallèle  EGF;  donc 
{n°'  290  et  293,  2»)  le  plan  dont  CS  est  la  génératrice  de  contact 
est  tangent  à  la  sphère  au  point  G  du  parallèle  EGF. 

297.  Remarque.  Pour  mener  un  plan  tangent  à  un  cône  de  S 
révolution ,  on  pourra  mener  par  le  sommet  S  un  plan  tangent  ' 
à  une  sphère  inscrite;  ou   réciproquement,  suivant  le  cas,  on 
pourra  substituer  à  une  sphère  un  cône  circonscrit. 

§  III.  —  Contour  apparent. 

298.  Contour    apparent    dans    l'espace.    Le  COntour   apparent 

dans  l'espace,  d'une  surface,  par  rapport  à 
un  point  donné,  est  le  lieu  géométrique 
des  points  de  contact  des  plans  tangents 
menés  à  cette  surface  par  l'oeil  de  l'obser- 
vateur, supposé  placé  au  point  donné. 

On  appelle  cône  circonscrit  à  une  sur- 
face le  cône  formé  en  joignant  le  point 
donné  à  chacun  des  points  de  contact  des 
plans  tangents  menés  par  ce  point;  le 
contour  apparent  peut  donc  être  considéré 
comme  la  ligne  de  contact  de  la  surface 
donnée  et  du  cône  circonscrit,  ayant  pour 
sommet  le  point  donné. 

Soit  une  surface  quelconque  S,  un  point 
donné  0,  et  un  plan  tangent  quelconque  P, 
passant  par  le  point  0. 

Le  point  de  contact  A  appartient  au  contour  apparent.  La 
courbe  ABCD,  lieu  des  points  de  contact,  est  le  contour  appa- 
rent dans  l'espace,  par  rapport  au  point  0. 


Fig.  258. 
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En  joignant  le  point  0  à  chaque  point  de  contact  A,  B,  G,D, 
on  obtient  le  cône  circonscrit  0,  ABGD. 

299.  Remarque.  Le  contour  apparent  change  avec  la  position 
de  Fcbservateur  :  lorsqu'on  suppose  que  l'œil  est  infiniment 
éloigné  de  la  surface,  les  rayons  visuels  sont  considérés  comme 
parallèles. 

Le  contour  apparent  dans  l'espace,  d'une  surface,  par  rapport 
à  une  direction  donnée ,  est  le  lieu  géométrique  des  points  de 
contact  des  plans  tangents  menés  à 
cette  surface,  parallèlement  à  la  direc- 
tion donnée. 

On  appelle  cylindre  circonscrit  à 
une  surface  le  cylindre  formé  par  les 
droites  menées  par  chaque  point  de 
contact,  parallèlement  à  la  direction 
donnée  YZ;  le  contour  apparent  est 
donc  la  ligne  de  contact  de  la  surface 
et  du  cylindre  circonscrit,  parallèle  à 
lia  droite  donnée. 

!  L'observateur  étant  supposé  infini- 
ment éloigné  de  la  surface,  soit  YZ 
la  direction  des  rayons  visuels  paral- 
lèles. 

Tout  plan  tangent  P  parallèle  à  YZ 
donne  un  point  A  du  contour  apparent.  La  courbe  ABGD ,  lieu 
des  points  de  contact,  est  la  ligne  de  contour  apparent. 

En  menant  par  chaque  point  A,  B  ,  ...  une  parallèle  à  YZ,  on 
obtient  le  cylindre  circonscrit. 

Position  de  l'observateur.  En  géométrie  descriptive,  l'obser- 
vateur est  supposé  dans  le  premier  dièdre;  au-dessus  et  infini- 
ment éloigné  de  l'objet,  pour  la  projection  horizontale;  en 
avant  et  à  une  distance  infinie,  pour  la  projection  verticale 
(n»88). 

Il  y  a  donc  lieu  de  considérer  les  projections  des  contours 
apparents,  ou  ce  qu'on  nomme  plus  simplement  le  contour 
apparent  sur  le  plan  horizontal ,  et  le  contour  apparent  sur  le 
plan  vertical. 

300.  Contour  apparent  en  projection.  Le  contour  apparent  sur 
leplan  horizontal  est  la  projection  horizontale  du  contour  appa- 
rent déterminé  sur  la  surface,  dans  l'espace,  par  les  plans 
tangents  verticaux. 


Fig.  259. 
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On  peut  dire  aussi  :  la  ligne  de  contour  apparent,  sur  le  plan! 
horizontal,  est  la  trace  horizontale  d'un  cylindre  vertical  cir 
conscrit. 

Le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical  est  la  projection 
verticale  du  contour  apparent  déterminé  sur  la  surface  donnée 
par  des  plans  tangents  de  bout. 

Remarque.  Dans  la  plupart  des  cas,  les  contours  apparents, 
sur  les  deux  plans  de  projection,  ne  sont  pas  les  projections 
d'une  même  ligne  de  l'espace. 

Ainsi,  pour  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  serait  ver- 
tical, le  contour  apparent  par  rapport  au  plan  H  serait  Véqua- 
teur  de  l'ellipsoïde,  tandis  que  le  contour  par  rapport  au  plan  V 
serait  le  méridien  principal  de  la  surface  donnée. 

301.  Plan   tangent   et  contour  apparent.  1°  Tout  plan  tangent\ 

à  un  cône  circonscrit  à  une  surface  donnée  est  tangent  à  la 
surface,  en  un  point  du  contour  apparent  relatif  au  sommet 
du  cône. 

En  effet,  cette  ligne  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  plana 
tangents  menés  à  la  surface  par  le  sommet  du  cône. 

2°  De  même,  tout  plan  tangent  à  un  cylindre  circonscrit 
à  une  surface  donnée  est  tangent  à  la  surface,  en  un  point  du 
contour  apparent  relatif  à  la  direction  des  génératrices  du 
cylindre. 

3°  Si  deux  cônes  ou  deux  cylindres,  ou  bien  un  cône  et 
un  cylindre,  sont  circonscrits  à  une  surface  donnée,  le  plan 
déterminé  par  les  génératrices  qui  passent  par  un  point 
commun  aux  deux  contours  apparents  ainsi  obtenus  est 
tangent  à  la  surface  donnée. 

En  effet,  ce  plan  est  tangent  à  chaque  surface  circonscrite. 

Théorème. 

302.  Le  contour  apparent  d'une  surface  sur  un  plan  de  pro- 
jection est  tangent  à  la  projection  de  même  nom  de  toute 
ligne  tracée  sur  la  surface  considérée  et  rencontrant  le  contour 
apparent  dans  l'espace. 

Soient  AB  la  ligne  qui  rencontre  en  D  le  contour  apparenlMN; 
DE,  DF  les  tangentes  à  ces  courbes  (fig.  260). 

Le  plan  tangent  EDF  est  perpendiculaire  au  plan  P;  donc  les 
tangentes  DE  et  DF  qui  y  sont  contenues  se  projettent  sur  la 
trace  df  de  ce  plan. 
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Les  projections  mn  et  ab  sont  tangentes  à  cette  droite  en  un 
même  point  d;  donc  ces  pro- 
jections   sont  tangentes  entre 
elles. 

Remarque.  Il  y  a  exception 
lorsque  la  tangente  DE  à  la 
courbe  ABD  est  perpendicu- 
laire au  plan  P, 

Définition.  On  nomme  enve- 
loppe d'une  série  de  courbes 
telles  que  adb,  ou  de  droites 
telles  que  edg ,  une  courbe 
mdn  qui  est  tangente  à  toutes 
les  lignes  considérées. 

On  peut  donc  énoncer  comme 
il  suit  le  théorème  précédent  : 

Le  contour  apparent  d'une 
surface,  sur  un  plan  de  pro- 
jection, est  l'enveloppe  des  pro- 
jections de  même  nom  des 
lignes  tracées  sur  la  surface 
considérée. 

Remarque.  Il  faut  que  les  lignes  tracées  sur  la  surface  donnée 
rencontrent  le  contour  apparent  MDN;  sans  quoi  leurs  projec- 
tions, toujours  situées  à  l'intérieur  du  contour  apparent,  ne 
seraient  plus  tangentes  à  l'enveloppe. 


Fig.  260. 


CHAPITRE  II 


REPRESENTATION    DES    SURFACES 


303.  Mode  de  représentation.  Une  surface  peut  être  repré- 
sentée par  son  contour  apparent  sur  chaque  plan  de  projection. 

Ainsi  une  sphère  se  représente  par  deux  cercles  égaux ,  ayant 
leurs  centres  sur  une  même  ligne  de  rappel. 

Un  ellipsoïde,  à  axe  vertical,  est  représenté  en  projection  ver- 
ticale par  une  ellipse  dont  un  des  axes  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre,  et  en  projection  horizontale  par  un  cercle  égal 
à  l'équateur  de  l'ellipsoïde. 

Malgré  l'utilité  de  ce  mode  de  représentation,  il  est  bien  des 
problèmes  sur  les  surfaces  qu'on  peut  résoudre  sans  connaître 
les  contours  apparents.  11  suffit  que  la  surface  soit  déterminée 
par  des  données  suffisantes.  Exemples  (n°*320,  327,330,351). 

Plusieurs  autres  problèmes  pourraient  aussi  être  traités  sans 
tracer  les  contours  apparents  (n°*  306,  311,  322,  324,328,  333). 


§  I.  —  Cylindre. 

Problème. 

304.  Détetininer  le  contour  apparent  d'un  cylindre  dont 
on  connaît  la  trace  horizontale  et  une  génératnce. 

Soient  ace,  (cm,  c'm)  la  trace  horizontale  et  la  génératrice 
données. 

En  projection  horizontale,  toutes  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  cm;  donc  les  génératrices  extrêmes  sont  tangentes  à  la 
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trace  du  cylindre;  ainsi  bgf  est  la  ligne  de  contour  apparent  sur 
le  plan  H. 

Sur  le  plan  V,  les  génératrices 
se  projettent  parallèlement  à  c'm'. 
Les  lignes  extrêmes  sont  données 
par  les  projetantes  gg',hh'  tan- 
gentes à  la  trace  ace;  elles  passent 
par  g'  et  h',  et  sont  parallèles  à 
c'm'. 


SOS.  Remarques.  I.  Les  lignes 
extrêmes  g'i',  h'f,  en  projection 
verticale,  ne  sont  pas  les  projec- 
tions verticales  des  lignes  de  con- 
tour apparent  ab,  ef  relatives  au 
plan  H. 

IL  La  partie  a-c-h-e  est  invi- 
sible en  projection  horizontale. 

IIL  II  arrive  fréquemment  que 
les  cylindres  ne  sont  pas  limités,  il  suffit  de  connaître  une  di- 
rectrice et  une  génératrice  pour  pouvoir  résoudre  les  problèmes 
relatifs  à  leurs  plans  tangents  et  à  leurs  sections. 


Fig.  261. 


Problème. 


306.  -Un  cylindre  étant  donné  par  sa  trace  horizontale  et 
les  projections  d'une  génératrice, 
trouver  une  des  projections  d'un 
point  de  la  surface,  connaissant 
l'autre  projection  de  ce  point. 

11  faut  déterminer  la  généra- 
trice qui  passe  par  le  point  dont 
on  connaît  une  projection ,  la 
ligne  de  rappel  menée  par  cette 
projection  connue  détermine  la 
projection  demandée. 

1»  Soient  {ah,  a'b')  et  m  la  gé- 
nératrice et  la  projection  horizon- 
tale données  ;  menons  mcd  paral- 
lèle à  ab;  puis  par  c'  une  parallèle 
à  a'b',  enfin,  une  ligne  de  rappel 
qui  détermine  m',  et  par  suite  M  sur  la  génératrice  CM. 

EL.  ^ 


Fig.  262. 
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Il  y  a  généralement  une  seconde  solution  (m,  m',)  sur  la  gé- 
nératrice {dm,  d'm\)  contenue  dans  le  même  plan  vertical. 

On  opère  d'une  manière  analogue  lorsqu'on  donne  m'. 

Remarque.  Ainsi  qu'on  Ta  indiqué  (n»  303),  la  connaissance 
du  contour  apparent  n'est  d'aucune  utilité  pour  résoudre  le  pro- 
blème proposé. 

Problème. 

307.  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  cylindre  de  révo- 
lution dont  on  connaît  l'axe  et  le  rayon. 


Fig.  2B3. 

Soient  {ab,  a'b')  l'axe  et  r  le  rayon. 

Pour  avoir  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal,  il  faut 
déterminer  la  trace  horizontale  du  cylindre,  et  mener  à  celle 
trace  des  tangentes  parallèles  à  la  projection  horizontale  de 
l'axe. 
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La  trace  est  une  ellipse  (G.,  no8'42)  dont  le  grand  axe  est  sur 
ab;  le  petit  axe,  perpendiculaire  au  grand  axe,  est  égal  à  2r. 
Les  extrémités  du  grand  axe  sont  les  traces  horizontales  des 
génératrices  situées  sur  le  plan  vertical  projetant  l'axe  du 
cylindre. 

Pour  les  obtenir,  on  rabat  ce  plan  sur  le  plan  H. 

L'axe  du  cylindre  vient  en  aB,  et  les  génératrices  se  rabattent 
suivant  les  droites  gi,  hj,  parallèles  à  aB  et  situées  de  part  et 
d'autre  à  une  distance  r. 

Les  traces  i,  j  de  ces  génératrices  limitent  l'axe  cherché. 

On  obtient  ainsi  les  axes  ce,  ij,  qui  permettent  de  tracer  l'ellipse. 

Le  contour  apparent,  sur  le  plan  horizontal  (no  300),  se  com- 
pose de  la  demi-ellipse  de  et  des  projections  horizontales  cd,  ef 
des  génératrices  extrêmes. 

308.  Remarques.  L  On  procède  d'une  manière  analogue  pour  déter- 
miner le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical.  Les  projetantes  menées 
par  les  points  d,  f  sont  tangentes  à  la  trace  verticale  du  cylindre  ;  car 
d,  f  sont  les  projections  horizontales  des  deux  points  de  cette  trace, 
qui  sont  le  plus  à  droite  et  le  plus  à  gauche. 

■  Une  remarque  analogue  peut  être  faite  pour  les  points  k'  et  q' ,  où 
les  génératrices  extrêmes,  en  projection  verticale,  rencontrent  xy;  les 
projetantes  sont  tangentes  à  l'ellipse  ciej. 

II.  On  peut  déterminer  directement  quelques  points  de  l'ellipse 
ciej,  autres  que  les  sommets  de  la  courbe. 

Soit  à  déterminer  le  point  où  la  génératrice  projetée  suivant  spl 
rencontre  le  plan  H. 

Le  plan  vertical  de  cette  génératrice  coupe  le  cercle  de  section 
droite  en  un  point  dont  la  distance  horizontale  à  l'axe  est  indiquée 
par  CLS.  Mais  à  la  distance  as  ou  pn  correspond  une  élévation  an  au- 
dessus  de  l'axe.  Or,  en  rabattant  le  plan  projetant  ah,  on  obtient  aB 
pour  rabattement  de  l'axe,  la  perpendiculaire  gah  représente  le  cercle 
de  section  droite  ;  donc  l'élévation  sp  ou  an  devient  am. 

La  génératrice,  projetée  d'abord  dans  la  direction  sp,  est  actuelle- 
ment projetée  suivant  une  droite  mo  parallèle  au  rabattement  gi  de  la 
génératrice  extrême  ;  donc  ao  est  la  distance  du  point  cherché  à  l'axe 
ce  de  la  trace  horizontale  ciej. 

Ainsi  le  point  demandé  l  s'obtiendra  en  menant  ol  parallèle  à  ce. 

§  II.  -  Cône. 

Problème. 

309.  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  cône  dont  on  con- 
naît la  trace  horizontale  et  le  sommet. 


ïlg.  264. 
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Soient  abcd  et  {s,  s')  la  trace  horizontale  et  le  sommet  donnés. 

En  projection  horizontale,  les  génératrices  extrêmes  sont  les 

tangentes  sa,  se. 

Pour  avoir  une  génératrice 
quelconque,  il  faut  joindre 
le  sommet  (a,  s')  à  un  point 
quelconque  de  la  trace  hori- 
zontale; donc  les  projetantes 
bb',  dd'  tangentes  à  la  trace 
horizontale  feront  connaître 
les  génératrices  h' s',  d's'  de 
contour  apparent  sur  le  plan  V. 

310.  Remarque.  La  partie 
abc  est  invisible  en  projec- 
tion horizontale.  Les  droites 
sa,  8c  de  contour  apparent 
en  projection  horizontale,  et 

les  droites  s'b',  s'd'  de  contour  apparent  en  projection  verticale, 

ne  correspondent  pas  aux  mêmes  génératrices. 

Problème. 

3H.  Un  cône  étant  donné,  déterminer  une  des  projections 
d'un  point  de  sa  surface,  con- 
naissant l'autre  projection  de  ce 
point. 

Il  faut  déterminer  la  généra- 
trice qui  passe  par  le  point  dont 
on  connaît  une  projection  ,  puis, 
une  ligne  de  rappel  détermine 
l'autre  projection. 

Supposons  que  le  cône  soit 
donné  par  sa  trace  horizontale  abc 
et  son  sommet  [s,  «'). 

l»  Soit  m  la  projection  hori- 
zontale donnée. 

11    faut    trouver    m'.    Menons 

smba;  celte  projection  correspond 

aux  deux  génératrices  {as,  a's') 

et  {bs,  b's');  par  suite,  les  points  {m,  m')  et  (m,  m',)  répondent 

à  la  question. 

2°  Si  m'  est  donné,  on  mène  s  m'a',  puis  a'a  et  as,  afin  de  déter- 


Fig.  265. 
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miner  m.  Généralement  il  y  a  deux  génératrices  {as,  a's')  {es, 
c's'),  qui  ont  même  projection  verticale,  et  l'on  a  m  et  mj  pour 
réponses. 

Problème. 

312.  Déterminer  une  des  pro- 
jections d'un  point  d'une  surface 
conique,  connaissant  l'autre  pro- 
jection de  ce  point  et  les  deux 
projections  d'une  directrice  quel- 
conque. 

Soient  données  la  projection  m 
et  la  directrice  (D,  D').  On  opère 
comme  précédemment  ;  mais  quand 
la  directrice  est  une  courbe  fer- 
mée, il  faut  connaître  les  parties 
qui  se  correspondent  sur  les  deux 
plans  de  projection,  sans  cela  on 
trouverait  quatre  points;  car  à  la 
ligne  sm  on  pourrait  attribuer 
comme  projection  verticale  s'a', 
s'b',  s'f,  s'e';  mais,  par  exemple,  Fig.  266. 

si  les  parties  antérieures  sont  les 

projections  du  même  arc,  il  n'y  a  que  les  deux  solutions  données  par 
s'a'  et  s'b'. 

Problème. 

313.  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  cône  de  révolu- 
tion, connaissant  les  projections  de  l'axe  et  l'angle  que  cet 
axe  forme  avec  les  génératrices. 

La  trace  sur  chaque  plan  est  une 
section  conique.  (G.,  n°  843.) 

Soit  un  cône  de  sommet  S,  coupé  par 
un  plan  qui  donne  la  section  elliptique 
CIBJ. 

Le  plan  mené  par  l'axe  SE,  perpendi- 
culairement au  plan  sécant,  donne  le 
grand  axe  BDG  de  l'ellipse  (G.,  no844). 
Il  faut  déterminer  le  petit  axe  IJ. 

Ce  petit  axe  devant  être  perpendicu- 
laire au  milieu  de  BC,  menons  par  le 
point  D,  milieu  de  BG,  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe;  ce  plan  coupe  le  cône 
suivant  un  cercle;  or  ce  plan,  et  celui 
de  la  section  BG,  sont  perpendiculaires  '^'S-  267. 


198 


ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 


au  plan  BSG  mené  par  l'axe;  donc  leur  intersection  IDJ  est  per- 
pendiculaire à  BG;  et  cette  ligne  IJ,  corde  du  cercle  EF,  est  le 
petit  axe  cherché. 

On  est  donc  conduit  à  la  construction  suivante  (fig.  267): 
Du  point  D,  milieu  du  grand  axe  BC,  il  faut  abaisser  la  per- 
pendiculaire DE  sur  l'axe  du  cône,  décrire  le  cercle  de  centre 
E  et  de  rayon  EF,  et  mener  par  le  point  D  la  corde  IDJ  perpen- 
diculaire à  EF. 

314.  1^  Cas.  L'axe  du  cône  est  parallèle  au  plan  vertical. 


Soient  {as,  a' s')  et  m  l'axe  et  l'angle  donnés. 

En  faisant  les  angles  a's'h'  et  a's'c  égaux  à  l'angle  m,  on 
obtient  les  génératrices  de  contour  apparent;  ces  ligneà 
coupent  le  plan  horizontal  en  6  et  c,  donc  6c  est  le  grand  axe 
de  l'ellipse. 

Le  petit  axe,  perpendiculaire  au  point  d,  milieu  de  6c,  a  d' 
pour  projection  verticale.  Pour  avoir  sa  longueur,  coupons  le 
cône  par  un  plan  mené  par  d!  perpendiculairement  à  Taxe  ;  la 
trace  verticale  e'f  de  ce  plan,  détermine  le  rayon  de  la  section 
circulaire  de  centre  e',  que  Ton  rabat  en  fg'h',  et  dont  la  demi- 
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corde  d'gr',  perpendiculaire  à  e'f,  est  la  moitié  du  petit  axe 
cherché. 

On  porte  ensuite  cette  longueur,  ou  dg,  de  part  et  d'autre  du 
point  d,  sur  une  perpendiculaire  à  hc;  et  idj  est  le  petit  axe 
demandé. 

Le  contour  apparent,  sur  le  plan  horizontal,  se  compose 
d'une  partie  de  la  trace  elliptique  et  des  tangentes  issues  de  s. 

31  S.  2e  Cas.  L'axe  du  cône  est  quelconque. 


Fig.  269. 

Rabattons  Taxe  sur  le  plan  horizontal,  afin  de  déterminer  les 
axes  de  la  section  ;  soit  as\  l'axe  rabattu  ;  formons  l'angle  donné 
tn;  les  génératrices  s\h,  s\c  font  connaître  le  grand  axe  6c.  Le 
petit  axe  est  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  point  d,  milieu 
de  hc.  Par  ce  point  d,  il  faut  abaisser  une  perpendiculaire  de' 
sur  l'axe  du  cône  rabattu  ;  e'f  est  le  rayon  de  la  section  circu- 
laire dont  le  petit  axe  est  une  corde;  du  centre  e',  avec  le  rayon 
e'f ,  décrivons  l'arc  fh';  menons  la  parallèle  dg' .  Cette  ligne 
est  la  longueur  du  demi  petit  axe;  on  porte  cette  longueur  de 
part  et  d'autre  du  point  d  sur  une  perpendiculaire  à  hc,  et  idj 
est  le  petit  axe  demandé. 

§  II ï.  —  Surfaces  de  révolution. 

316.  Une  surface  de  révolution,  à  axe  vertical,  est  générale- 
ment représentée  par  le  méridien  principal,  et  par  l'équateur  ou 
le  cercle  de  gorge,  s'il  y  a  lieu  (n°  272). 
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Dans  la  plupart  des  cas,  on  suppose  que  l'axe  de  révolution  est 
vertical;  par  suite,  tous  les  parallèles  se  projettent  suivant  des 
cercles  sur  le  plan  horizontal,  et  suivant  des  droites  sur  le  plan 
vertical. 

Problème. 


317.  Une  sphère  étant  donnée  par  son  centre  et  son  rayon, 
déterminer  une  des  projections  d'un  point  de  cette  sphère, 
connaissant  l'autre  projection  de  ce  point. 

Il  faut  mener,  sur  la  surface,  une  ligne  qui  passe  par  le  point 
dont  on  connaît  une  des  projections  ;  une  ligne  de  rappel  termi- 
nera le  problème. 

Soient  (c,  c')  le  centre  de  la  sphère, 

d.j^i'. ,>ve''         m  la  projection  horizontale  d'un  point 

de  la  surface  sphérique. 

l®""  Moyen.  Emploi  d'un  parallèle. 
Considérons  le  petit  cercle  que  déter- 
mine le  plan  horizontal  mené  par  le 
point  donné. 

De  c  et  c'  comme  centres ,  avec  le 
rayon  donné,  décrivons  les  circon- 
férences, contours  apparents  de  la 
sphère. 

Le  plan  horizontal  du  point  M 
coupe  la  sphère  suivant  un  cercle 
de  rayon  cm,  qui  se  projette  sur 
le  plan  H  en  vraie  grandeur  et  sur 
le  plan  vertical,  suivant  une  droite  pa- 
rallèle à  xy,  égale  au  diamètre  de  la 
section  ;  on  obtient  cette  projection 
„    270  verticale   d'e'   en  menant  des  proje- 

tantes dd',  ee'  tangentes  à  la  projection 
horizontale  dme. 
La  ligne  de  rappel  menée  par  m  détermine  m'. 

Remarques.  L  II  y  a  généralement  deux  solutions ,  car  on 
peut  prendre  d\e\  comme  projection  verticale  du  cercle  de. 

Ainsi  les  points  (m,  m')  et  (m,  m\)  répondent  à  la 
question. 

Le  premier  est  sur  Thémisphère  supérieur,  et  le  second  but 
l'hémisphère  inférieur. 
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II.  Si  l'on  donner»',  on  mène  le  parallèle  d'm'e',  dme  (n^  316), 
et  à  la  projection  donnée  m!  répondent  les  projections  horizon- 
tales m  et  m,. 

III.  Toute  projection  située  sur  le  contour  apparent  vertical 
a  sa  projection  sur  la  droite  ab,  et  réciproquement  ;  remarque 
analogue  pour  les  points  du  contour  apparent  horizontal. 

IV.  On  peut  éviter  de  tracer  le  parallèle  dme,  et  obtenir  ainsi 
une  solution  qui  s'applique  même  à  l'ellipsoïde  à  trois  axes  iné- 
gaux. On  peut  procéder  comme  il  suit  : 


Fig.  272. 


318.  2^  Moyen.  Emploi  d'un  cône  auxiliaire  (fig.  271). 

Soit  donné  m',  menons  le  parallèle  fg'  ;  mais  au  lieu  de  dé- 
crire le  cercle  de  diamètre  fg,  concentrique  à  l'équateur  adhe, 
menons  a'f's'  et  h'g's',  considérons  le  cône  de  sommet  (s,  s') 
ayant  pour  base  {abde,  a'b'),  et  pour  section  le  parallèle  {fg, 
fg').  Le  point  demandé  appartient  à  la  surface  de  ce  cône. 

En  menant  la  génératrice  s'm'h',  nous  aurons  sh  pour  projec- 
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tion  horizontale  de  cette  même  droite,  et  une  ligne  de  rapiiel 
donne  m,  pour  projection  horizontale  demandée  (n°  311). 
Le  point  (m,,  m')  répond  aussi  à  la  question. 

Remarque.  Si  m  était  donné,  on  pourrait  mener  cmh,  puis  les 
parallèles  ha,  mf,  enfin  a'fs'  et  s'h',  qui  déterminent  m'. 
La  génératrice  af\  ferait  connaître  un  second  point  {m,  m'i). 

319.  3«  Moyen.  Emploi  d'un  méridien. 

Soit  m  la  projection  horizontale  donnée  (fig.  272). 

Le  point  appartient  au  méridien  vertical  cmg.  En  rabattant 
ce  méridien  sur  le  méridien  principal,  m  vient  en  h,  ce  qui  fait 
connaître  h',  et  par  suite  m'. 

On  a  une  deuxième  solution  m\. 

Remarque.  On  peut  éviter  de  tracer  l'arc  mh;  il  suffit  de 
joindre  gb  et  de  mener  une  parallèle  mh.  Avec  celte  modifica- 
tion et  la  considération  des  figures  homothétiques,  ce  troisième 
moyen  s'applique  même  à  l'ellipsoïde  scalène. 

D'ailleurs  on  peut  présenter  cette  solution  bous  un  tout  autre 
point  de  vue,  ainsi  qu'on  va  le  faire  en  donnant  un  quatrième 
moyen. 

320.  4»  Moyen.  Emploi  d'un  cylindre  auxiliaire.  On  peut  recourir 

à  un  cylindre  auxiliaire;  dans  ce  cas,  par  la 
projection  donnée  m',  on  mène  le  diamètre 
fm'g'  d'un  grand  cercle  perpendiculaire  au 
plan  vertical.  Les  droites  a'f  et  b'g'  sont  pa- 
rallèles; donc,  pour  avoir  une  génératrice  du 
cylindre  qui  passe  par  les  grands  cercles  pro- 
jetés suivant  a'b'  et  fg',  il  faut  mener  m'h' 
parallèle  à  fa'  et  km  parallèle  à  ab. 

On  peut  justifier  cette  construction  comme 
il  suit  :  le  grand  cercle  fg'  se  projetterait 
horizontalement  suivant  une  ellipse  dont  de 
serait  le  grand  axe,  cf  le  demi  petit  axe  et 
adbe  le  cercle  principal  ;  donc  les  points  pro- 
jetés verticalement  en  h'  et  m'  sont  équidi- 
stants  du  méridien  de  front  de  la  sphère,  et 
h  détermine  m. 

Remarque.l.  Si  l'on  donnait  m^,  il  faudrait 
procéder  d'une  manière  analogue. 

H.  Le  premier  moyen  et  le  troisième  ne 
peuvent  être  employés  que  pour  les  surfaces 
de  révolution,  tandis  que  le  second  et  le  quatrième  s'appliquent  à 
toutes  les  surfaces  du  second  degré. 
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Problème. 

321.  Déterminer  une  des  projections  d'un  point  d'une  surface  de 
révolution,  connaissant  l'autre  projection  de  ce  point,  la  surface  étant 
donnée  par  les  projections  de  son  équateur  et  de  sonméridien  principal. 

l*""  Moyen.  Emploi  d'une  section  circulaire.  Il  faut  déterminer  les 
projections  du  parallèle  qui  passe  par  le  point  dont  on  connaît  une 
des  projections. 

1»  Soit  o  la  projection  horizontale  donnée  (fig.  274)  ;  décrivons  le 


Fig.  274. 


Fig.  275. 


parallèle  ad,  sa  projection  verticale  est  une  droite  b'd'  parallèle  à  xy; 
elle  fait  connaître  a'. 

Lorsque  le  point  n'est  pas  sur  l'équateur,  il  y  a  deux  solutions 
(o,  a')  et  (a,  o'i). 

2»  Soit  a'  la  projection  verticale  donnée  (fig.  274); menons  le  paral- 
lèle b'd'  et  sa  projection  horizontale  bad.  On  obtient  généralement  deux 
points  a  et  aj,  qui  correspondent  à  la  projection  verticale  donnée  a'. 

Toute  projection  b'  située  sur  le  méridien  principal  correspond  à 
une  projection  b  placée  sur  m,n*. 

2*  Moyen.  Em,ploi  d'un  cylindre  auxiliaire  (fig.  275).  On  mène  le 
plan  diamétral  fm'c'g',  puis  m'h'  et  hm  sont  les  projections  d'une 
génératrice  du  cylindre.  La  construction  pourrait  se  justifier  par  la 
considération  de  deux  ellipses  ayant  de  pour  axe  commun  et  pour 
second  axes  ab  et  fg. 


*  La  surface  représentée  est  un  ellipsoïde  aplati,  c'est-à-dire  un  ellipsoïde 
obtenu  par  la  rotation  d'une  ellipse  b'd'd'\b'i  autour  de  son  petit  axe,  (O.,no867.) 
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Remarques.  I.  Si  l'on  donnait  m,  on  procéderait  d'une  manière 
analogue. 

II.  La  construction  est  si  simple  et  s'applique  si  facilement  à  touks 
les  surface  du  second  degré,  que  nous  l'avons  appliquée  à  un  ellip- 
soïde à  trois  axes  inégaux  (fig.  275;  aussi  bien  qu'à  la  sphère  (fig.  273i 

Problème. 

322.  Un  hyperboloîde  de  révolution  à  une  nappe  étant  donné  par 
son  a^e  et  par  les  projections  d'une  génératrice,  trouver  la  projection 
verticale  d'un  point  de  la  surface,  connaissant  l'autre  projection  de 
ce  point. 

L'hyperboloïde  de  révolution  à  une 
nappe  se  représente  ordinairement  par  son 
axe  et  par  une  de  ses  génératrices  recti- 
lignes;  on  peut  tracer  le  cercle  de  gorge. 
On  doit  connaître  les  propriétés  prin- 
cipales de  cette  surface  et  se  rappeler 
que,  par  un  point  donné  de  la  surface,  il 
passe  deux  génératrices  rectilignes,  mais 
appartenant  à  deux  systèmes  différents. 
(G.,  n"  869*.) 

Soient  [ab,  a'V)  la  génératrice  sup- 
posée parallèle  au  plan  vertical,  et  m  la 
projection  horizontale  d'un  point  de  la 
surface. 

La  perpendiculaire  on  est  le  rayon  du 
collier  ;  prenons  na^nb ,  afin  que  les 
extrémités  des  projections  horizontales 
des  génératrices  limitées  que  l'on  considère  soient  sur  une  même  cir- 
conférence :  alors  (a,  a')  et  (b,  V)  décrivent  des  parallèles  égaux. 
L'épure  suppose  que  le  parallèle  du  point  b  est  dans  le  plan  horizontal. 
Par  m,  menons  une  tangente  cd  au  collier;  elle  a  c'd' pour  projec- 
tion verticale,  et  l'on  trouve  vi'  pour  réponse. 
Si  l'on  prenait  cf^  d\  pour  projection  verticale  de  cd,  on  aurait  m\. 

Remarques.  I.  Par  le  point  (m,  m')  on  peut  mener  une  génératrice 
(ef,  éf)  du  second  système;  à  cause  de  la  symétrie  de  position  des 
lignes  DC  et  FE,  par  rapport  à  l'axe,  on  reconnaît  immédiatement 
que  ces  génératrices  engendrent  la  même  surface. 

II.  Le  contour  apparent  de  l'hyperboloïde  sur  le  plan  vertical  serait 
une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  la  projection  verticale  a'b'  de  la 
génératrice  AB,  et  celle  de  la  génératrice  de  l'autre  système  qui 
aurait  même  projection  horizontale  ab. 

L'axe  transverse  de  l'hyperbole  égale  le  diamètre  du  cercle  de  gorge, 
et  il  est  équidistant  de  c'd',  et  de  d'd^. 


Fig.  276. 


*  Les  principales  propriétés  de  l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  sont 
démontrées  dana  les  ÉlémenU  de  Oéométrle,  P.-J.,  6*  édition,  n«  869,  871. 
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Problème. 

323.  Circonscrire  une  sphère  à  un  tétraèdre  donné. 

On  sait  que  les  six  pians  perpendicu- 
laires aux  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre 
se  coupent  au  même  point,  et  que  ce 
point  est  équidistant  des  quatre  sommets; 
ii  faut  donc  mener  des  plans  perpendicu- 
laires au  milieu  des  droites  qui  joindraient 
trois  sommets  au  quatrième. 

Ordinairement,  pour  simplifier  l'épure, 
on  prend  trois  sommets  A,  B',  G  sur  un 
même  plan  horizontal,  et  le  quatrième  û, 
sur  le  plan  de  front  de  l'un  des  trois  pre- 
miers. 

La  trace  horizontale  du  plan  perpendi- 
culaire au  milieu  d'une  horizontale  {ah, 
a'b')  est  perpendiculaire  au  milieu  de  ah; 
donc  il  faut  déterminer  le  centre  o  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  abc,  élever 
par  ce  point  une  perpendiculaire  au  plan 
horizontal;  l'arête  ad,  a'd'  étant  parallèle 
au  plan  vertical,  il  suffit  de  mener  une 
perpendiculaire  g'of  au  milieu  de  a'd'  pour 
avoir  la  trace  verticale  du  plan  perpen- 
diculaire à  AD;  donc  {0,0')  est  le  point 
équidistant  des  quatre  points  donnés  ;  c'est 

le  centre  de  la  sphère.  Pour  avoir  la  vraie  longueur  du  rayon,  ame- 
nons e  en  Cj  :  on  obtient  ainsi  oVi. 

Remarque.  Le  problème  relatif  à  l'inscription  d'une  sphère  à  un 
tétraèdre  est  donné  ci-après  au  chapitre  des  Plans  tangents  {n°  349). 


EXERCICES 

REPRÉSENTATION    DES    SURFACES 


Cylindre    et    cône. 

37Î.  Déterminer  les  traces  d'un  cylindre  de  révolution,  de  rayon  donné, 
dont  l'axe  est  de  profil  et  rencontre  le  plan  vertical  sous  un  angle  donné. 

373.  Déterminer  le  contour  apparent,  sur  chaque  plan  de  projection,  d'un 
cylindre  de  révolution  dont  on  ne  connaît  que  la  trace  horizontale. 

374.  Un  segment  rectiligne  dont  on  connaît  les  projections  est  l'axe  d'un 
cylindre  de  révolution  terminé  par  des  cercles  de  rayon  r,  tracer  les  projections 
de  ce  cylindre. 

376.  Circonscrire  un  cylindre  de  révolution  à  un  parallélépipède  rectangle. 

376.  Circonscrire  un  cylindre  à  bases  circnlaires,  à  un  prisme  triangulaire 
donné. 

377.  Dans  une  iphère  donnée,  on  Inscrit  un  cylindre  dont  la  hauteur  égale 
le  diamètre  et  dont  l'axe  a  une  direction  donnée;  tracer  le  contour  apparent 
dn  cylindre,  en  admettant  que  la  sphère  est  transparente. 

378.  Déterminer  le  contour  apparent  d'une  surface  conique  donnée,  que  l'on 
transporte  parallèlement  à  elle  -  même ,  de  manière  que  le  sommet  soit  en  un 
point  donné. 

1°  La  trace  horizontale  du  cône  est  un  cercle. 

2»  La  trace  horizontale  est  une  courbe  quelconque. 

379.  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  cône  de  révolntloB  limité,  connais- 
sant les  projections  de  la  hauteur  et  le  rayon  de  la  base. 

880.  Déterminer  les  génératrices  de  contour  apparent  d'un  cûne  de  révolution, 
sans  recourir  aux  traces  du  cône  ;  on  connaît  les  projections  de  l'axe  et  l'angle 
que  font  les  génératrices  avec  cet  axe. 

381.  Déterminer  les  traces  d'un  cône  à  deux  nappes,  dont  l'axe,  également 
incliné  sur  chaque  plan  de  projection,  est  de  profil;  enfin,  le  sommet  du  cône 
appartient  au  plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 

382.  A  un  tétraèdre  donné,  circonscrire  un  cône  à  base  circulaire. 

383.  Quel  est  le  contour  apparent  d'un  cône  de  révolution  limité,  qui  repose 
sur  le  plan  horizontal  par  une  de  ses  génératrices  ?  on  connaît  la  génératrice 
de  contact  avec  le  plan  horizontal  et  l'angle  que  l'axe  forme  avec  les  généra- 
trices. 

384.  Quel  est  le  contour  apparent  d'un  cône  de  révolution  limité  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe?  le  cône  est  tangent  aux  deux  plans  de  projection;  on 
connaît  la  génératrice  de  contact  sur  un  des  plans  de  projection. 

S85.  Dan<!  une  sphère  donnée,  inscrire  un  cône  équilatéral,  dont  la  direction 
de  l'axe  est  dounée. 

Pour  l'épure,  on  mdmettra  que  la  sphère  est  traa«parent«  et  le  cône  opaque. 
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386.  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  tronc  de  cône,  Inscriptible  dans  un 
hi^mlsphère  donné,  sachant  que  le  diamètre  de  la  base  supérieure  est  égal  au 
lajon  de  la  base  inférieure. 

Dans  la  représentation ,  on  suppose  que  l'hémisphère  est  transparent  et  que 
le  tronc  de  cône  est  opaque. 


Surfaces  de  révolution. 


387.  Une  coiorbe  quelconque  est  donnée  par  ses  projections,  on  la  fait  tourner 
mtour  d'un  axe  vertical  : 

1«  On  donne  Ja  projection  hori2ontale  d'un  point  de  la  surface  engendrée 
par  la  rotation  de  la  courbe,  et  l'on  demande  la  projection  verticale  du  même 
point. 

2»  Déterminer  le  contour  apparent  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par 
cette  courbe  dans  sa  rotation  autour  de  l'axe  donné. 

888.  Déterminer  une  des  projections  d'un  point  d'une  sphère,  connaissant 
Fantre  projection  de  ce  point. 

SW.  Déterminer  une  des  projections  d'un  point  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes 
Utégaux,  connaissant  l'autre  projection  de  ce  point. 

390.  L'axe  d'une  surface  de  révolution  dont  on  connaît  le  méridien  de  front 
BBt  parallèle  au  plan  vertical,  sans  être  perpendiculaire  au  plan  horizontal  ;  dé- 
terminer la  projection  horizontale  d'un  point  de  la  surface,  connaissant  la  pro- 
jection verticale  de  ce  point. 

391.  Déterminer  le  contour  apparent  de  la  surface  engendrée  par  une  cir- 
conférence en  tournant  autour  d'un  axe  parallèle  au  plan  de  cette  courbe,  et 
tel  que  le  plan  mené  par  cet  axe  et  le  centre  de  la  circonférence  soit  perpen- 
diculaire au  cercle. 

392.  Déterminer  le  contour  apparent  de  la  surface  engendrée  par  une  ellipse 
tournant  autour  d'un  axe  parallèle  au  grand  axe  de  la  courbe;  le  plan  déter- 
miné par  l'axe  de  rotation  et  l'axe  de  l'ellipse  est  perpendiculaire  au  plan  de 
la  courbe  donnée. 


Hyperboloïde  à  une  nappe. 


T.  Une  droite  qui  tourne  autour  d'une  autre  droite,  non  située  dans  un  même 
plan  avec  la  première,  engendre  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe. 
(  Voir  a.,  n«  869.) 

393.  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe 
vertical,  connaissant  les  projections  (o,  a'b')  de  l'axe  et  celles  d'une  généra- 
trice (cd,  c'd'). 

394.  Mener  une  génératrice  d'un  hyperboloïde  de  révolution,  et  déterminer 
le  point  où  elle  rencontre  le  méridien  principal  et  celui  où  elle  rencontre  le 
collier. 

1»  La  projection  horizontale  de  la  génératrice  doit  passer  par  un  point  donné  ; 
2»  La  projection  horizontale  doit  être  parallèle  à  une  droite  donnée. 

395.  Représenter  un  hyperboloïde  de  révolution  par  les  projections  d'une 
térie  de  génératrices. 
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396.  Déterminer  une  génératrice  d'un  hyperboloïde  de  révolution,  de  manière 
que  la  projection  verticale  de  cette  droite  soit  parallèle  à  une  droite  donnée. 

397.  Étant  donnée  une  des  projections  d'un  point  d'un  hyperboloïde  de  révo- 
lution ,  déterminer  l'autre  projection  de  ce  point. 

398.  Étant  donnée  la  projection  horizontale  d'un  point  d'un  hyperboloïde  à 
trois  axes  inégaux,  déterminer  la  projection  verticale  de  ce  même  point. 


Surfaces  dïveries. 

899,  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  dont 
les  sections  principales  sont  respectivement  parallèles  aux  plans  de  projection. 

400.  Étant  donnée  la  parabole  méridienne  d'un  paraboloïde  de  révolution, 
déterminer  le  contour  apparent  de  la  surface  : 

1»  L'axe  de  la  parabole  est  perpendiculaire  à  xy. 
2»  L'axe  est  parallèle  à  xy. 

401.  Déterminer  le  contour  apparent  de  la  surface  de  révolution  qu'engendre 
ane  conique  en  tournant  autour  d'un  axe,  qui  se  projette  sur  le  plan  de  cette 
conique,  suivant  un  des  axes  de  1^  courbe  donnée. 

402.  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  tore  circulaire,  sur  un  plan  oblique 
à  l'axe  du  tore. 

403.  Déterminer  le  contour  apparent  de  la  surface  de  révolution  qu'engendre 
un  cercle  oblique  par  rapport  au  plan  horizontal,  en  tournant  autour  de  la 
verticale  menée  par  un  des  foyers  de  l'ellipse,  de  sa  projection  horizontale. 

404.  Déterminer  le  méridien  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une 
ellipse  située  dans  un  plan  de  bout  Incliné  à  46o;  l'ellipse  se  projette  horizon- 
talement suivant  un  cercle,  et  elle  tourne  autour  d'un  axe  vertical  qui  passe 
par  l'une  des  extrémités  du  petit  axe  de  la  courbe  génératrice.  —  La  courbe 
obtenue,  comme  méridien,  est  nommée  lemnlscate  de  Gérono. 


Paraboloïde  hyperbolique. 


406,  On  donne  un  losange  abcd  placé  sur  le  plan  horizontal  ;  la  diagonale  ac 
est  perpendiculaire  à  xy ;  a'  et  c'  sont  sur  la  ligne  de  terre,  tandis  que  b*  et 
âl  sont  au-dessus  et  équldistants  de  cette  ligne.  On  divise  deux  côtés  opposé* 
AB  et  CD  en  parties  égales,  et  on  joint  deux  à  deux  les  points  de  division  par 
des  droites  dont  les  projections  horizontales  sont  parallèles  aux  projections 
ah,  6c.  On  demande  le  contour  apparent  de  la  surface  :  1»  sur  le  plan  vertical  ; 
2»  sur  un  plan  de  profil. 

Quelle  est  la  trace  horizontale  de  la  surface  gauche  obtenue? 

406.  Deux  droites  parallèles  au  plan  vertical  iab,  a'b'),  {ed,  c'd')  ont  des 
)irojections  verticales  concourantes  ;  elles  servent  de  directrices  à  une  généra- 
trice rectlllgne  qui  s'appuie  sur  chacune  d'elles,  en  restant  parallèles  à  un  plan 
de  profil.  On  demande  : 

1»  Quelle  particularité  présentent  les  projections  des  génératrices  sur  un  mémo 
plan  de  profil; 

3«  La  trace  horizontale  de  la  earface  engendrée  par  la  génératrice  rectlllgne. 
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407.  Déterminer  les  traces  de  la  surface  engendrée  par  nne  horizontale  qnl 
glisse  sur  deux  lignes  de  front,  non  situées  dans  un  même  plan. 

408.  Un  paraboloïde  étant  défini  par  son  sommet  (o,  a')  et  par  ses  traces 
rcctilignes,  horizontale  et  verticale,  déterminer  une  des  projections  d'un  point, 
connaissant  l'autre  projection  de  ce  point,  et  mener  le  plan  tangent  en  ce  point. 

409.  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  donné  par  les  projections  des  paraboles 
des  deux  sections  principales  de  la  surface;  déterminer  ses  traces  horizontale 
et  verticale,  sachant  que  l'une  des  paraboles  est  parallèle  au  plan  horizontal, 
et  que  l'autre  parabole  est  parallèle  au  plan  vertical. 

410.  Déterminer  une  des  projections  d'un  point  d'un  paraboloïde  hyperbolique, 
connaissant  l'autre  projection  de  ce  jwint  et  les  paraboles  principales  de  la  sur- 
face donnée. 

411.  Projeter  les  génératrices  rectilignes  du  paraboloïde  hyperbolique  sur  un 
plan  tangent  mené  par  le  sommet  commun  des  deux  paraboles  principales. 

412.  Représenter  un  paraboloïde  engendré  par  une  droite  mobile  (DD')  qui 
glisse  sur  deux  droites  fixes  (A,  A'),  (B,  B')  en  demeurant  parallèle  à  un  plan 
directeur,  que  l'on  suppose  être  le  plan  horizontal. 

Gonoïdes.  —  Hélicoïdea. 


413.  Un  cercle  est  sur  le  plan  horizontal  ;  dans  un  plan  mené  par  le  centre 
de  ce  cercle,  parallèlement  au  plan  vertical,  on  mène  une  parallèle  AB  à  xy. 

La  circonférence  et  la  droite  AB  sont  les  directrices  d'une  surface  gauche 
engendrée  par  une  génératrice  rectiligne  qui  s'appuie  sur  chacune  d'elles  en 
restant  parallèle  à  un  plan  de  profil.  On  demande  le  contour  apparent  de  la 
surface  :  1»  sur  un  plan  de  projection  et  sur  le  plan  de  profil  ;  2"  sur  un  plan 
vertical  quelconque;  3»  déterminer  la  projection  verticale  d'un  point  de  la  sur- 
face, connaissant  la  projection  horizontale  de  ce  point. 

414.  Déterminer  le  contour  apparent  du  conoïde  qui  enveloppe  une  sphère, 
les  projections  de  la  ligne  de  contact  et  la  trace  horizontale  de  ce  conoïde. 

416.  Déterminer  le  contour  apparent  d'une  surface  d'égale  pente,  ayant  pour 
directrice  une  ellipse  horizontale  ;  les  génératrices  sont  inclinées  à  45  degrés. 

416.  Tracer  une  hélice  cylindrique,  connaissant  le  rayon  et  le  pas  de  cette 
hélice  ;  mener  une  tangente  à  la  courbe ,  en  un  point  donné. 

417.  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  hélicoïde  gauche  à  cône  directeur. 
On  donne  le  rayon  et  le  pas  de  l'hélice,  ainsi  que  l'Inclinaison  des  génératrices 
sur  l'axe. 

418.  Déterminer  la  trace  horizontale  d'un  héUcoïde  gauche. 

419.  Connaissant  une  des  projections  d'un  point  d'un  hélicoïde  gauche,  déter- 
miner l'autre  projection  de  ce  point. 

420.  Tracer  le  contour  apparent  de  l'héllcoïde  développable. 

421.  Déterminer  la  trace  de  l'héllcoïde  développable  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  cette  surface. 

422.  V  Déterminer  le  contour  apparent,  sur  chaque  plan  de  projection,  d'un 
serpentin  limité  au  plan  de  profil  mené  par  l'axe;  2»  déterminer  sa  trace  sur 
an  plan  horizontal. 
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423.  DéterrDlncr  quelques  génératrices  de  la  surface  gauche  nommée  arrière- 
voîissure  de  Marseille. 

La  surface  est  engendrée  par  une  droite  qui  doit  s'appnyer  sur  deux  courbes 
situées  dans  deux  plans  parallèles,  et  sur  nne  droite  perpendiculaire  aux  plans 
des  courbes  directrices.  Cette  droite  est  parfois  nommée  axe  de  la  surface. 

424.  Déterminer  quelques  génératrices  de  la  surface  gauche  nommée  biaU 
passé. 

Cette  surface  est  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur  deux  courbes  situées 
dans  deux  plans  parallèles  et  sur  une  droite  perpendiculaire  à  ces  plans;  mais 
on  prend  pour  courbes  directrices  deux  demi -circonférences  égales. 

Voir  en  outre  le  chapitre  complémentaire  :  Problème»  sur  la  sphère,  à  la  fin 
de  la  deuxième  partie. 


\ 


CHAPITRE    lïl 


PLANS  TANGENTS 


§  I.  —  Cylindre. 


Problème. 


324.  Par  un  point 
mener  un  plan,  tan- 
gent à  ce  cylindre. 

Le  plan  tangent  doit 
contenir  une  généra- 
trice, et  sa  trace  doit 
être  tangente  à  la  trace 
du  cylindre  (n»»  276  et 
277)  ;  donc  il  faut  mener 
la  génératrice  du  point 
donné ,  et,  par  la  trace 
de  cette  ligne ,  mener 
une  tangente  à  la  trace 
du  cylindre  :  le  plan 
demandé  sera  déter- 
miné par  les  droites 
ainsi  menées. 

Soient  le  cylindre  dé- 
terminé par  sa  trace 
horizontale  C  et  par  la 
génératrice  [cd,  c'd')  et 
le  point  donné  (m,  m'] 


donné  sur   la  surface  d'un  cylindre, 


Fig.  278. 


La  génératrice  du  point  M  est  AB.  Il  faut  mener  par  sa  trace 
horizontale  a  la  tangente  aP  à  la  trace  horizontale  du  cylindre, 
et  joindre  a  à  la  trace  verticale  b'  de  la  génératrice  de  contact  ; 
on  a  ainsi  le  plan  PaP'. 
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Remarque.  Par  un  point  donné  sur  la  surface  cylindrique, 
il  ne  passe  qu'un  seul  plan  tangent;  mais  si  le  point  n'était 
donné  que  par  une  de  ses  projections,  m  par  exemple,  il  faudrait 
déterminer  m';  or  on  trouverait  deux  projections  verticales 
(n"  306),  et  par  suite  on  aurait  deux  plans  tangents  menés  par 
deux  points  différents  ayant  m  pour  projection  horizontale. 

L'intersection  des  plans  tangents  serait  parallèle  aux  généra- 
trices du  cylindre. 

Problème. 


32o.  Mener  un  plan  tangent  à  un  cylindre  par  un  point 
extérieur  [a,  a'). 

Le  plan  tangent  doit  contenir  une  génératrice,  et,  par  suite,  la 
parallèle  menée  aux  génératrices  par  le  point  donné;  ses  traces 
passeront  donc  par  les  traces  de  cette  parallèle  et  seront  tan- 
gentes aux  traces  correspondantes  du  cylindre. 


Fig.  279. 

Soient  le  point  (a,  a']  et  le  cylindre  déterminé  par  sa  trace 
horizontale  G  et  la  direction  (g,  g')  de  ses  génératrices. 

Par  le  point  A,  menons  BG  parallèle  à  la  droite  G;  par  la 
trace  b,  menons  la  tangente  6Pet  joignons  ac*  :  le  plan  PaP'est 
tangent  au  cylindre. 
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Remarque.  Il  y  a  autant  de  solutions  qu'on  peut  mener  de 
tangentes  à  la  trace  G  par  le  point  b.  Dans  l'exemple  donné,  il 
y  a  deux  réponses  :  PaP'  et  QpQ'. 

326.  Détermination  de  aP'  lorsque  aP  ne  rencontre  pas  xy. 
Le  plan  PaP'oflFre  une  particularité  assez  fréquente  :  la  trace 

horizontale  6P  ne  rencontre  pas  ocy  dans  les  limites  de  l'épure, 
on  ne  connaît  donc  qu'un  seul  point  c'  de  la  trace  verticale. 

Pour  en  avoir  un  second ,  on  mène  une  horizontale  du  plan 
tangent.  Pour  cela  on  prend  un  point  [e,  e')  sur  la  génératrice 
de  contact,  on  mène  ef  parallèle  à  &P  et  e'f  parallèle  a  xy  ;  la 
trace  f  appartient  à  aP'. 

On  procéderait  d'une  manière  analogue  si  c'  ne  se  trouvait 
pas  dans  les  limites  de  l'épure. 

Lorsqu'on  ne  peut  déterminer  directement  ni  a  ni  c',  on  mène 
deux  horizontales  du  plan  tangent,  et  l'on  obtient  ainsi  deux 
points  de  aP'. 

La  même  remarque  s'applique  aux  autres  problèmes  relatifs 
aux  plans  tangents. 

Problème. 

327,  Mener  à  un  cylindre  un  plan  tangent  parallèle  à  une 
droite  donnée  (ab,  a'b'). 

\ 

\    . 

•  a 

h. 


Fig.  280. 

Le  plan  tangent  doit  contenir  une  génératrice  (n»  277);  donc. 
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il  est  parallèle  au  plan  déterminé  par  la  droite  donnée,  et  la 
parallèle  menée  aux  génératrices,  par  Tun  quelconque  des 
points  de  cette  droite. 

Soient  AB  la  ligne  donnée  et  un  cylindre  déterminé  par  sa  trace 
horizontale  ff  et  par  la  direction  fh ,  f'h'  de  ses  génératrices  *. 

Par  un  point  (a,  a')  de  la  ligne  donnée,  menons  [ac,  a'c')  pa- 
rallèle aux  génératrices;  menons  les  traces  P,  P'  du  plan  des 
droites  AB  et  AC.  Les  plans  R  et  Q  parallèles  à  PaP',  et  dont 
les  traces  horizontales  sont  tangentes  à  la  trace  du  cylindre, 
répondent  à  la  question. 

VéHfication.  Chaque  plan  tangent,  R  par  exemple,  doit  con- 
tenir la  génératrice  du  point  de  contact  f. 


§  II.  —  Cône. 


Fis.  281. 


Problème. 

328.  Par  un  point 
pris  sur  un  cône,  me- 
ner un  plan  tangent  à 
ce  cône. 

Le  plan  tangent  doit 
contenir  la  génératrice 
du  point  donné,  et  sa 
trace  horizontale  doit 
être  tangente  à  la  trace 
du  cône  (no»  276  et  277). 

Il  faut  donc  mener  la 
génératrice  du  point 
donné,  et,  par  la  trace 
de  cette  génératrice,me- 
ner  une  tangente  à  la 
trace  du  cône. 

Soient  le  point  (a,  a') 
et  le  cône  déterminé 
par  sa  trace  C  et  son 
sommet  (»,  s'). 


*  Le  contour  apparent  du  cylindre  n'est  pas  figuré,  parce  qu'il  n'est  (Vavmne 
uHUté  pour  la  résolution  du  problème  :  il  convient  de  s'habituer  &  no  falra  que 
1m  coQstructIons  nécesMires. 
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Il  faut  mener  la  génératrice  SAB,  puis  la  tangente  fca,  et  joindre 
a  à  la  trace  verticale  c'  de  la  génératrice  de  contact;  le  plan  PaP' 
esl  tangent  au  cône. 

329.  Remarques.  I.  Si  la  trace  aP  ne  rencontre  pas  xy  dans 
les  limites  de  l'épure,  on  mène  soit  une  horizontale  FG  du  plan, 
par  un  point  {f,  f)  de  la  génératrice  AS,  soit  une  parallèle  à 
cette  génératrice  par  un  point  quelconque  de  la  trace  horizon- 
tale aP  (n"  326). 

II.  Les  projections  données  (o,  a')  doivent  appartenir  à  une 
même  génératrice.  Par  un  point  A  ainsi  donné  par  ses  deux 
projections,  il  ne  passe  qu'un  plan  tangent;  mais  si  l'on  ne 
connaissait  qu'une  des  projections  du  point  A ,  la  projection  ver- 
ticale a',  par  exemple,  celle-ci  déterminerait  deux  points  (a,  a!) 
et  {a^,  a!)  sur  la  surface  du  cône,  et  par  suite  deux  plans 
tangents. 

Problème. 

330.  Par  un  point  quelconque,  mener  un  plan  tangent  à  un 
cône  dont  on  connaît  le  som- 
met et  la  trace  horizontale. 

Le  plan  demandé  doit  conte- 
nir le  sommet  et  le  point  donné; 
sa  trace  horizontale  doit  donc 
passer  par  la  trace  horizontale 
de  la  droite  qui  joint  ces  deux 
points,  et  être  tangente  à  la 
trace  horizontale  du  cône. 

Soient  le  point  (a,  a')  et  un 
cône  donné  par  sa  trace  G  et 
son  sommet  (s,  s'). 

Il  faut  mener  la  droite  (sa, 
«'o'  )  ;  par  sa  trace  b,  mener 
une  tangente  a6P  à  la  trace  du 
cône,  et  joindre  a  à  sa  trace 
verticale  e*.  PaP'  est  le  plan 
demandé. 

331.  Remarque.  Il  y  a  au- 
tant de  solutions  qu'on  peut  5îg.  282. 
mener  de  tangentes  à  la  trace 

du  cône  par  le  point  b.  Tous  ces  plans  tangents  se  coupent  sui* 
Tant  la  diroile  AS. 
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Quand  la  base  est  un  cercle  ou  une  autre  courbe  du  second 
degré,  il  y  a  deux  solutions,  une  seule ,  ou  aucune,  suivant  que 
le  point  b  est  extérieur  à  la  courbe,  sur  la  courbe,  ou  intérieur 
à  cette  ligne. 

Problème. 

332.  Mener  à  un  cône  un  plan  tangent  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

Le  plan  doit  contenir  une  parallèle  à  la  droite  donnée,  passer 
par  le  sommet  du  cône,  et  avoir  sa  trace  horizontale  tangente  à 
la  trace  du  cône;  donc,  par  le  sommet  du  cône,  il  faut  mener  une 
parallèle  à  la  droite  donnée,  et,  par  la  trace  horizontale  de  cette 
parallèle,  mener  une  tangente  à  la  trace  du  cône.  Le  plan  de 
ces  deux  droites  est  le  plan  tangent  demandé. 


Soient  (D,  D')  la  droite  donnée  et  le  cône  défini  par  sa  trace 
horizontale  G  et  son  sommet  (s,  s')  *. 


*  Dans  la  figure  283,  le  contour  apparent  du  cône  est  représenté,  tandis  que 
dans  la  figure  284  le  cOne  est  donné  par  sa  trace  C  et  par  son  sommet  (s,  •'). 

Les  constructions  ponr  dc^tcrrtiincr  les  pl.Tns  t.nnpptits  T  et  Q  étant  identiques 
dans  les  deux  figures,  la  seconde  est  moins  cbargée  que  la  première. 
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Par  le  sommet,  il  faut  mener  {ab,  a'V)  parallèle  à  (D,  D'); 
par  la  trace  horizontale  a,  mener  la  tangente  aP;  enfin,  joindre 
a  à  la  trace  verticale  6';  le  plan  PaP'  est  tangent  au  cône. 

Vérification.  Le  plan  doit  contenir  la  génératrice  de  contact. 
Il  y  a  autant  de  solutions  qu'on  peut  mener  de  tangentes  aP, 
aQ  à  la  trace  du  cône. 

Remarque.  Pour  avoir  un  second  point  f  de  la  trace  verti- 
cale du  plan  Q,  on  a  recours  à  une  horizontale  (sf,  s'f)  de  ce 
plan  (no  326). 


Problème. 


333.  Mener  à  un  cône  un  plan  tangent  qui  fasse  avec  le 
plan  horizontal  un  angle  donné. 

Les  plans  tangents  à  un  cône  de  ré- 
volution à  axe  vertical  font  avec  le 
plan  horizontal  un  angle  constant 
(n«  295  ]  ;  la  génératrice  de  contact  SG 
est  perpendiculaire  à  la  trace  hori- 
zontale MN  du  plan ,  en  vertu  du 
théorème  des  trois  perpendiculaires 
[G.,  no  372).  Donc  cette  génératrice 
est  une  ligne  de  plus  grande  pente 
du  plan  tangent,  et  son  inclinaison 
sur  le  plan  horizontal  mesure  l'incli- 
naison du  plan  tangent.  Des  principes 
rappelés,  il  résulte  que  le  plan  de- 
mandé doit  être  tangent  au  cône  donné  et  à  un  cône  de  révolu- 
tion de  même  sommet,  dont  les  génératrices  font  avec  le  plan 
horizontal  l'angle  donné. 

334.  Épure.  Soit  le  cône  ayant  G  pour  trace  horizontale  et  (s,  s') 
pour  sommet  (fig.  286). 

Par  [s,  s')  il  faut  mener  s'a'  faisant  avec  xy  l'angle  voulu  s'a'x, 
décrire  une  circonférence  avec  le  rayon  as,  mener  une  tangente 
commune  aP  aux  traces  des  deux  cônes  ;  la  génératrice  de  con- 
tact {de,  d'e')  détermine  aP',  et  le  plan  PaP'  remplit  les  condi- 
tions de  l'énoncé.  Il  y  a  autant  de  solutions  que  de  tangentes 
communes  aux  traces  des  deux  cônes. 


Fig.  285. 
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33o.  Remarque.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut 
qu'on  puisse  mener  une  tangente  commune  à  la  courbe  G  et  à  la 
circonférence  sa. 


Fig.  288. 


Si  la  trace  G  est  une  ellipse,  on  a  quatre  solutions  lorsque  les 
conrbes  sont  extérieures  Tune  à  l'autre,  ou  qu'elles  se  coupent 
en  quatre  points.  On  aura  trois  solutions,  deux,  une  seule  ou 
aucune,  suivant  les  positions  respectives  des  deux  courbes. 

Problème. 

336.  Mener  à  un  cylindre  un  plan  tangent  faisant  un  angle 
donné  avec  le  plan  horizontal. 

Par  le  sommet  d'un  cône  auxiliaire  de  révolution,  dont  les 
génératrices  rencontrent  le  plan  horizontal  sous  l'angle  donné, 
il  faut  mener  une  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  (n°  333), 
et,  par  cette  droite,  un  plan  tangent  au  cône;  le  plan  ainsi  déter- 
miné est  parallèle  à  celui  que  Ton  demande;  pour  obtenir  ce 
dernier,  il  faut  mener  au  cylindre  un  plan  tangent  parallèle  au 
plan  auxiliaire. 

Soit  donné  un  cylindre  ayant  pour  trace  la  courbe  G,  et  dont 
la  direction  des  génératrices  est  indiquée  par  ah  et  c'd'. 

Gonstruisons  un  cône  de  révolution  de  sommet  quelconque  s' 
tel  que  ses  génératrices  fassent  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
s'f'x  égal  à  l'angle  donné. 

Par  (s,  s')  menons  (gh,  g' h')  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre;  par  la  trace  h,  menons  la  tangente  aP. 


â 
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Le  plan  demandé  doit  être  parallèle  au  plan  auxiliaire  PaP'  ; 
il  faut  donc  mener  la  tangente  ^Q  parallèle  à  aP,  puis  (3Q'  paral- 
lèle à  aP'. 
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Fig.  287. 

Vérification.  Le  plan  Q^Q'  doit  contenir  la  génératrice  du 
point  de  contact  e. 

337.  Remarque.  Dans  le  cas  où  la  trace  G  est  une  ellipse  ou 
une  hyperbole,  on  peut  lui  mener  deux  tangentes  parallèles  à  une 
ligne  donnée;  d'ailleurs,  suivant  la  position  du  point  h,  on  a 
deux  plans  auxiliaires,  un  seul  ou  aucun  ;  donc  : 

Il  y  a  quatre  solutions  lorsque  le  point  h  est  hors  du  cercle, 
deux  lorsqu'il  est  sur  la  circonférence,  et  aucune  lorsque  h  est 
dans  le  cercle. 


§  III.  -  Sphère. 


Problème. 


338.  Par  un  point  donné  sur  une  sphère,  mener  un  plan 
tangent  à  cette  sphère. 

On  sait  que  le  plan  tangent  à  une  sphère  est  perpendiculaire 
au  rayon  du  point  de  contact.  (G.,  n*»  S45. )  11  suffit  donc  de 
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joindre  le  point  donné  au  centre  et  de  mener  un  plan  perpendi- 
culaire à  rextrémité  de  ce  rayon. 
Soit  une  sphère  ayant  pour  contours  apparents  les  cercles 


Fig.  288. 

égaux  C,  C,  de  centres  o,  o'  ;  soit  a  la  projection  horizontale  du 
point  donné. 

Déterminons  a'  et  prenons  le  point  (a,  a')  situé  dans  Thémi- 
sphère  supérieur.  Menons  un  plan  perpendiculaire  à  [oa,  o'd) 
au  point  (a,  a').  Il  suffit  de  mener  l'horizontale  {ad,  a'd')  du 
plan  demandé  (n°  103)  :  PaP'  est  le  plan  tangent. 

Remarque.  Si  le  point  n'était  donné  que  par  sa  projection  a, 
il  y  aurait  à  considérer  (o,  a',),  qui  donnerait  un  second  plan 
tangent. 

Problème. 

339.  Mener  à  une  sphère  un  plan  tangent  parallèle  à  un 
plan  donné. 

Du  centre  de  la  splière,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le 
plan  donné,  et  par  l'extrémité  du  rayon  situé  sur  cette  perpen- 
diculaire on  mène  un  plan  tangent. 

Soient  (c,  c)  et  PaP'  la  sphère  et  le  plan  donnés. 

Du  centre,  abaissons  sur  le  plan  P  la  perpendiculaire  {ca, 
da').  Pour  déterminer  le   point   où  elle  rencontre  la  sphère, 
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(   amenons  cette  droite  à  être  horizontale;  la  ligne  {ca^,  c'a\) 
:    coupe  le  grand  cercle  horizontal  en  {b^,  b\)  ;  donc  (b,  b')  est 
l'extrémité  du  rayon. 
Pour  mener  le  plan  par  {b,  b'),  traçons  une  horizontale  de  ce 

\ 


plan,  ou  bien  une  frontale  {bf,  b'f);  menons  fp  perpendiculaire 
à  ca,  et  ^Q'  perpendiculaire  à  c'a. 

Les  plans  PaP'  et  QpQ'  sont  parallèles  entre  eux  comme  per- 
pendiculaires à  la  même  droite. 

340.  Remarques.  I.  11  y  a  deux  solutions ,  car  on  peut  mener 
un  plan  par  [d,  d'). 

II.  On  peut  construire  le  plan  tangent  demandé  par  la  méthode 
générale  (n»  352),  qui  s'applique  à  toutes  les  surfaces  de  révo- 
lution. 

Problème. 

341.  1°  Déterminer  la  ligne  de  contact  d'une  sphère  et  d'un 
cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une 
droite  donnée. 

2°  Déterminer  la  trace  horizontale  de  ce  cylindre. 

1»  Par  le  centre  de  la  sphère,  on  mène  une  parallèle  à  la 
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droite  donnée,  et  le  problème  est  ramené  à  la  question  connue  : 
déterminer  les  projections  d'une  circonférence  dont  le  centre 
est  en  un  point  d'une  droite  donnée,  et  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  cette  même  droite  (n»  227). 

1°  Par  le  centre  {c,c')  de  la 
sphère,  menons  une  parallèle 
{co,  c'o'  )  à  la  droite  donnée. 

La  perpendiculaire  ace,  pro- 
jection du  diamètre  horizontal, 
est  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

Pour  avoir  le  petit  axe,  ra- 
battons le  plan  vertical  co.  La 
droite  {co,  do')  devient  Co. 
Le  diamètre  contenu  dans  le 
plan  rabattu  est  perpendicu- 
laire à  Co;  on  prend 

CB  =  GD  =  r, 
et  Ton  projette  B  et  D  en  h  et 
d;  bcd  est  le  petit  axe. 

2°  Pour  déterminer  la  trace 
horizontale  du   cylindre,    on 
procède  comme  il  a  été  indi- 
qué (n»  307). 
"  Par  B  et  D,  on  mène  des 

^K-  290.  parallèles  D^^,  Bf  à  l'axe  ra- 

battu Co,  ce  qui  détermine  le  grand  axe  fg. 

Le  petit  axe  ij ,  perpendiculaire  au  milieu  de  fg,  égale  le  dia- 
mètre ae. 

342.  Remarque.  La  projection  verticale  de  la  ligne  de  contact 
et  la  trace  verticale  du  cylindre  circoijscrit  s'obtiennent  d'une 
manière  analogue  :  pour  avoir  la  ligne  de  contact,  on  élève  des 
perpendiculaires  sur  o'c'  en  o'  et  c',  et  l'on  prend  des  longueurs 
égales  à  oo'  et  à  cm.  Il  sufQt  de  mener  on  parallèle  à  xy,  et  de 
porter  la  différence  en  de  c'  en  N;  puis  sur  une  perpendiculaire 
KL  à  l'axe  rabattu  o'N,  on  prend  NK  =  NL  =  r,  et  l'on  déter- 
mine le  petit  axe  Ik  de  l'ellipse. 

Problème. 

343.  1°  Déterminer  la  ligne  de  contact  d'une  sphère  et  d'un 
cône  circonsctnt  dont  on  donne  le  sommet  ; 

2°  Déterminer  la  trace  horizontale  de  ce  cône. 
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io  La  ligne  de  contact  est  un  cercle  perpendiculaire  à  l'axe 
du  cône. 

Pour  déterminer  la  projection  horizontale  de  cette  ligne  de 
contact,  il  faut  rabattre  le  plan  qui  projette  l'axe  sur  le  plan 
horizontal;  sur  ce  plan  rabattu,  le  cercle  se  projette  suivant  un 
diamètre  facile  à  déterminer;  car  il  est  la  corde  de  contact  des 
tangentes  menées  à  un  grand  cercle  de  la  sphère  par  le  sommet 
du  cône. 


a. 

-:"""'" 

1 
— 1-. 



1  1 

• 

\ 

^ 

^~i 

^^~  - ..., 

/ 

/    t  ! . 

^^^'; 


--'^ 


Fig.  291. 

Soient  (o,  o')  et  (s,  s')  le  centre  de  la  sphère  et  le  sommet  du 
cône  circonscrit. 

Pour  opérer  le  rabattement  de  l'axe,  élevons  à  so  les  perpen- 
diculaires 8^1= ps' ;  oOi=n'o'  et  menons  SjOj. 

Le  plan  projetant  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  de 
centre  0,. 

Du  sommet  S,  il  faut  mener  les  tangentes  S,G,  et  SjH,,  la 
corde  GjH,  est  le  diamètre  du  cercle  de  contact. 

En  relevant  le  plan  projetant,  les  points  G^,  H,  se  projettent 
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en  g,  h,  et  déterminent  ainsi  le  petit  axe  gh  de  la  projection 
horizontale. 

Le  grand  axe,  perpendiculaire  au  milieu  de  gh,  est  égal 
à  G,H,. 

344.  Remarque.  Le  grand  cercle  horizontal  kl  se  projette  sur 
le  plan  rabattu,  suivant  un  diamètre  K,L,  parallèle  à  sa.  —  Ce 
cercle  coupe  la  section  GjHi  suivant  une  corde  projetée  en  M, 
sur  le  plan  rabattu,  et  en  rnwi  sur  le  plan  horizontal.  Or,  pour 
l'observateur  placé  au-dessus  de  ce  plan  horizontal,  l'arc  GiM, 
est  visible;  car  il  est  au-dessus  du  cercle  K,L,  de  contour  appa- 
rent, tandis  que  M,H,  est  au-dessous. 

L'ellipse  est  tangente  en  m  et  r»iau  contour  apparent  (no302); 
la  partie  mhm^  est  invisible. 

345.  20  Déterminer  la  trace  horizontale  du  cône  est  une  ques- 
tion connue  (n"  315);  &c  est  le  grand  axe  de  l'ellipse.  Le  petit 
axe  est  perpendiculaire  à  hc,  en  son  milieu  d.  Pour  avoir  la 
longueur  de  ce  petit  axe,  on  mène  par  le  point  d  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  du  cône,  on  rabat  le  cercle  dont  e'  est  le 
centre  et  e'f  le  rayon;  puis,  la  demi-corde  dk,  parallèle  à  l'axe 
du  cône,  est  portée  de  d  en  i  et  en  j. 

On  procède  d'une  manière  analogue  pour  la  projection  verticale. 

Problème. 

346.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une 
sphère. 

^er  Moyen.  Emploi  d'un  cylindre  circo7iscrit.  On  peut  cir- 
conscrire à  la  sphère  un  cylindre  dont  les  génératrices  soient 
parallèles  à  la  ligue  donnée;  le  plan  tangent  mené  au  cylindre 
parallèlement  à  la  droite  donnée  répond  à  la  question  (n°  327). 

Pour  mener  le  plan  tangent  sans  recourir  à  la  trace  du 
cylindre,  on  peut  procéder  comme  il  suit  : 

Par  le  centre  de  la  sphère,  on  mène  un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  donnée;  par  le  point  où  la  droite  perce  le  plan  ,  on 
mène  une  tangente  au  grand  cercle  déterminé  sur  la  sphère  par 
le  plan  auxiliaire.  Le  plan  demandé  passe  par  cette  tangente  et 
par  la  droite  donnée. 

Soient  (c,d)  {hv,  h'v')  la  sphère  et  la  droite  données  (fig.  292). 

Par  le  centre  de  la  sphère  menons  l'horizontale  [cd,  c'd')  et 
la  ligne  de  front  {ce,  de')  du  plan  qui  doit  être  perpendiculaire 
à  la  droite  donnée  {hv,  h'v').,  cd  est  perpendiculaire  à  hv  et  c'e' 
perpendiculaire  à  h'v'  (no  103). 
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Il  faut  déterminer  le  point  {a,  a')  où  la  droite  donnée  perce 
le  plan  auxiliaire;  or  ce  plan  EGD  est  coupé  par  le  plan  vertical 


Fig.  292. 

hv  suivant  la  droite  {fg,  f'g')  et  f'g'  coupe  h'v'  au  point  a';  donc 
(o,  a')  est  l'intersection  demandée. 

Rabattons  le  plan  auxiliaire  sur  le  plan  de  l'équateur,  en  le 
faisant  tourner  autour  de  l'horizontale  {cd,  c'd').  Pour  obtenir 
le  rabattement  du  point  A,  il  suffit  de  prendre  une  perpendicu- 
laire aa^  égale  à  la  distance  verticale  n'a'  du  point  à  l'axe,  et 

EL.  8 
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de  reporter  graj  de  g  en  A,.  Le  grand  cercle  déterminé  par  le 
plan  auxiliaire  se  confond  avec  le  contour  apparent  de  la  sphère  ; 
donc,  par  le  point  A,  il  faut  mener  une  tangente  A,m;  cette 
droite  relevée  donne  {am,  a'm'),  et  le  plan  tangent  est  déter- 
miné, puisqu'il  doit  contenir  les  deux  droites  concourantes  {ah, 
ah')  et  (am,  a'm').  On  peut  mener  les  traces  de  ce  plan  :  on 
obtient  Q^Q'. 

Remarque.  Par   le   point  A„  on  peut   mener   une  seconde 
tangente,  et  obtenir  ainsi  un  second  plan  tangent. 

347.  2'  Moyen.  Emploi  d'un  cône  circonscrit.  On  prend  un  point  de 

la  droite  donnée  pour  sommet 
d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère  ; 
le  plan  mené  par  la  droite  et 
tangent  au  cône  sera  tangent  à 
la  sphère  (n"  296  et  301). 

11  est  avantageux  de  prendre 
le  cône  circonscrit,  dont  l'axe 
est  parallèle  à  l'un  des  plans 
de  projection  ;  car  le  cercle  de 
contact  se  projette  suivant  une 
droite  sur  tout  plan  parallèle  à 
l'axe. 

Soient  {ab,  a'b')  et  (o,  o')  la 
droite  et  la  sphère  donnés. 

Menons  un  plan  de  front  par 
le  centre  de  la  sphère.  Ce  plan 
détermine  la  frontale  [oa,  o'a') 
que  nous  prendrons  pour  axe 
d'un  cône  circonscrit  ayant 
(a,  a']  pour  sommet.  Le  con- 
tour apparent  sur  le  plan  V 
est  indiqué  par  les  tangentea 
a'c'  et  a'd'  ;  la  droite  dd'  est  le 
diamètre  de  la  circonférence  de 
contact  du  cône  et  de  la  sphère; 
le  plan  de  cette  circonférence, 
étant  de  bout,  coupe  la  droite 
donnée  au  point  (6,  V).  Par 
ce  point,  il  faut  mener  des 
tangentes  à  la  circonférence 
de  contact;  pour  cela,  ra- 
battons le  plan  du  cercle  au- 
tour de  son  diamètre  de  front,  ce  qui  revient  à  décrire  la  circonfé- 
rence de  diamètre  dd'  et  à  prendre  6'B  =  bn.  Puis  menons  les  tan- 
gentes BF,  BG;  elles  font  connaître  les  projections  verticales  f  et  g' 
des  points  de  contact  des  plana  taugenti  à  la  sphère.  Pour  obtenir  la 


II"  PARTIE. 


DES  SURFACES   COURBES 


227 


projection  horizontale  de  f,  il  faut  prendre  if—  ¥f.  Un  des  plans  tan- 
gents est  déterminé  par  les  droites  [ah,  a'b')  et  (bf,  b'f)  ;  P  en  est  la 
trace  horizontale;  l'autre  trace  est  hors  des  limites  de  l'épure.  Le 
rayon  {of,  o'f)  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  (abf,  a'b'f). 
La  seconde  solution  serait  donnée  par  la  tangente  BG. 

348.  3»  Moyen.  Méthode  générale.  Comme  précédemment,   on  a 
recours  à  un  cône  circonscrit  (n»  347);  le  plan  mené  par  la  droite  et 


Fîg.  294. 


Flg.  294  bis. 


tangent  au  cône  répond  à  la  question  ;  mais,  afin  d'avoir  une  solution 
qui  s'applique  à  toutes  les  surfaces  du  second  degré,  nous  détermine- 
rons les  points  de  contact  des  plans  tangents,  sans  rabattre  la  courbe 
de  contact  du  cône  circonscrit. 

Soient  (L,  L')  la  droite  donnée  *. 

Pour  cône  circonscrit ,  prenons  celui  dont  l'axe  est  de  front  ;  le 
sommet  est  le  point  {v,  v')  où  la  droite  rencontre  le  plan  du  méridien 


*  On  peut  suivre  Indifféremment  la  démonstration  soit  snr  la  figure  relative 
à  la  sphère ,  soit  sur  celle  qui  se  rapporte  à  l'ellipsoïde  scalëns. 


228  ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 

principal  ;  les  tangentes  v'c',  v'd'  font  connaître  la  projection  verticale 
c'd'  de  la  courbe  de  contact. 

Par  le  point  [e,  e')  où  la  droite  donnée  rencontre  le  plan  de  bout 
c'd',  il  faut  mener  des  tangentes  à  la  courbe  de  contact  (n»  3i7).  Pour 
éviter  tout  rabattement,  considérons  le  cône  auxiliaire  dont  les  géné- 
ratrices extrêmes  sont  a'c'  et  b'd'  ;  le  sommet  {s.s')  est  sur  la  verticale 
menée  par  {v,  v')  {Théorème  des  polaires.  G.,  n»  802). 

Le  problème  est  ramené  à  la  question  suivante  :  Par  un  point  (e,  e') 
du  plan  d'une  section  conique  non  tracée,  mener  des  tangentes  à 
cette  courbe. 

11  faut  joindre  le  sommet  {s.s')  au  point  {e,  e')\  par  la  trace  horizon- 
tale l  mener  des  tangentes  Ih,  Ik  à  la  base  du  cône,  afin  d'obtenir  les 
génératrices  de  contact  {sh,  s'h')  {sk,  s'k'}.  On  détermine  ainsi  les  pro- 
jections verticales  m',  n'  des  points  de  contact  demandés,  et  des  lignes 
de  rappel  donnent  m  et  n. 

Les  plans  tangents  demandés  sont  déterminés  par  la  droite  (L,  L') 
et  par  chacun  des  points  {m,  m')  et  {n,  n'). 

Remarque.  Pour  qu'une  solution  descriptive  relative  à  la  sphère 
puisse  s'appliquer  à  une  surface  quelconque  du  second  degré,  il  faut 
éviter  tout  rabattement  et  tout  tracé  d'arc  de  cercle. 

Problème. 

349.  Inscrire  une  sphère  à  un  tétraèdre  donné. 

Soit  {sabc,  s'a'b'c')  le  tétraèdre  donné. 

Prenons  une  des  faces  {abc,  a'b'c')  pour  plan  horizontal,  admetlous 
en  outre  que  la  face  {sbc,  s'b'd)  soit  de  bout.  Les  plans  bissecteurs 
des  dièdres  que  les  faces  latérales  font  avec  le  plan  de  base  se  coupent 
en  un  point  (o,  o');  et  ce  point,  équidistant  des  quatre  faces,  est  le 
centre  o'  de  la  sphère  inscrite. 

Par  la  hauteur  de  la  pyramide,  menons  des  plans  perpendiculaires 
à  chaque  face,  afin  de  déterminer  leurs  dièdres  avec  le  plan  hori- 
zontal ;  la  trace  horizontale  doit  être  perpendiculaire  à  l'arête  corres- 
pondante ;  ainsi,  abaissons  des  perpendiculaires  sd,  se,  sf ,  celte  der- 
nière est  parallèle  a  xy  ;  rendons  aussi  parallèles  au  plan  vertical  les 
droites  SD,  SE,  qui  joindraient  le  sommet  aux  points  qui  ont  pour 
projection  horizontale  d,  e;  elles  deviennent  {sd^,s'd\].,  (sej,  s'e', ); 
menons  les  bissectrices  des  trois  angles  rectilignes  n'6V,  n'e'^s',  n'd\s'; 
Bi  nous  menons  un  nouveau  plan  horizontal  ayant  pour  trace  verti- 
cale rti'g',  les  bissectrices  le  rencontreront  aux  points  G,  H,  et  Li  ;  les 
points  ij  et  hi  déterminent  i  et  h;  donc  mpr  est  la  section,  par  le 
nouveau  plan  horizontal,  de  la  pyramide  qui  aurait  pour  sommet  le 
point  (o,  o')  encore  inconnu,  où  les  trois  plans  bissecteurs  doivent  se 
couper;  donc  o  sera  donné  par  les  lignes  ma,  rc,  pb.  Quant  à  la  pro- 
jection verticale,  elle  se  trouve  au  point  de  rencontre  des  projections 
verticales  m'a',  g'V  des  mêmes  lignes  ;  d'ailleurs  o  et  o*  doivent  être 
sur  une  même  ligne  de  rappel. 

La  droite  o'n'  est  le  rayon  de  la  sphère  ;  le  méridien  principal  doit 
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être  tangent  à  b's',  car  la  face  SBC  est  perpendiculaire  au  plan  vertical. 
Dans  le  cas  où  cette  face  SBC  serait  quelconque,  on  procéderait 
pour  sf  comme  on  a  fait  pour  se  et  sd. 


trv^^^m 


Kg.  295. 

Remarques.  I.  On  démontre  qu'il  y  a  en  général  huit  sphères  tan- 
gentes à  quatre  plans  donnés. 

L'une,  inscrite,  c'est-à-dire  tangente  aux  faces  mêmes  du  tétraèdre. 

Quatre,  ex- inscrites ,  c'est-à-dire  tangentes  à  une  face  et  aux  pro- 
longements des  trois  autres. 

Et  trois,  situées  dans  les  combles. 

Un  comble  est  l'espace  limité  par  les  prolongements  des  quatre  faces 
au  delà  d'une  même  arête,  dite  le  faîte  du  comble. 

Il  y  a  six  combles;  autant  que  d'arêtes;  mais  il  n'existe  qu'une 
seule  sphère  tangente,  pour  les  combles  de  deux  arêtes  opposées. 

II.  Le  problème  relatif  à  la  sphère  circonscrite  a  déjà  été  résolu 
(n»  323). 
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§  IV.  —  Surfaces  quelconques  de  révolution. 


Problème. 

350.  Par  un  point  donné  sur  une  surface  de  révolution,  menei'  un 
plan  tangent  à  cette  surface. 

On  sait  que  le  plan  tangent  peut  être  considéré  sous  trois  aspects 
différents  (n"  293). 

1°  Le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  la  normale  du  point  de 
contact. 


Flg.  296. 

2»  Il  est  tangent  au  cône  circonscrit  à  la  surface  suivant  le  parallèle 
du  point  donné. 

3°  11  est  tangent  au  cylindre  circonscrit  à  la  surface  suivant  le  mé- 
ridien du  point  de  contact. 

Soient  la  surface  de  révolution  ayant  pour  contours  apparents  C  et 
C  et  (a,  a')  le  point  donné,  situé  sur  le  parallèle  {ab,  a'b'). 

I»  Emploi  de  la  normale.  Les  normales  relatives  au  même  parallèle 
rencontr<:nl  l'axe  au  même  point  (n"  280,  Corollaire);  donc  il  faut 
mener  &'c' normale  à  la  courbe  méridienne,  et  joindre  [eu:,  a'c');  cette 
ligne   est   normale  du   point  (a,    a').   Par  (a,   a')  il  faut  mener  un 
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plan  perpendiculaire  à  {ac,  a'cf  )  (  n"  103)  ;  on  peut  employer  l'hori- 
zontale (ad,  a'dl)  pour  déterminer  un  point  d'  de  la  trace  verticale 
du  plan  ;  on  mène  d'à  perpendiculaire  à  c'a' ,  puis  aP  perpendiculaire 
à  ca. 

2°  Emploi  du  cône  circonscrit.  La  tangente  b'f  est  la  génératrice 
du  cône  circonscrit;  donc  le  plan  demandé  doit  passer  par  [f,  f). 
Menons  fa'e',  la  droite  (fae,  fa'é)  est  la  génératrice  de  contact;  il 
faut  mener  ePa  perpendiculaire  au  rayon  fe  de  la  base  du  cône,  puis 
joindre  a  à  la  trace  verticale  de  l'horizontale  du  plan,  menée  par  {f,  f). 

30  Emploi  du  cylindre  circonscrit.  L'axe  de  la  surface  de  révolution 
étant  vertical,  il  en  est  de  même  du  méridien  du  point  (a,  a');  les 
génératrices  du  cylindre  circonscrit  sont  horizontales;  ainsi,  pour 
avoir  la  génératrice  de  contact,  il  faut  mener  ad  perpendiculaire  à  ca 
et  a'd'  parallèle  à  xy.  La  droite  {ad,  a'd')  appartient  au  plan  ;  il  en 
est  de  même  de  la  droite  {fe,  fe') ,  tangente  au  méridien  au  point 
{a,  a')  ;  donc  par  la  trace  e  il  faut  mener  aP  parallèle  à  ad  et  joindre 
a  à  d'. 

Remarque.  Les  constructions  sont  à  peu  près  les  mêmes  dans  les 
trois  méthodes,  mais  l'exposition  est  différente. 

Problème. 

351.  Par  un  point  pris  sur  la  surface  d'un  hyperboloîde  de  révo- 
lution, mener  un  plan  tangent  à  cette  surface. 

Le  plan  tangent  à  une  surface 
réglée  contient  la  génératrice  du 
point  de  contact  (n»  277).  Il  faut 
donc  mener  les  deux  génératrices 
rectilignes,  qui  passent  par  le  point 
donné  (  n"  320  )  :  le  plan  même  de 
ces  génératrices  répond  à  la  ques- 
tion. 

Soit  un  hyperboloîde  déterminé 
par  le  cercle  de  gorge  et  les  pro- 
jections cd,  c'd'  d'une  génératrice; 
soit  aussi  un  point  {m,  m'  )  pris  sur 
cette  génératrice. 

Pour  obtenir  facilement  la  se- 
conde génératrice  rectiligne  qui 
passe  par  le  point  donné,  ou  peut 
décrire  une  circonférence  concen- 
trique au  collier,  et  passant  par  la 
trace  horizontale  d  de  la  généra- 
trice donnée. 

Cette  circonférence  contient  la  trace  de  toute  génératrice  de  la  sur- 
face; par  suite,  il  suffit  de  mener  la  seconde  tangente  emf,  de  pro- 
jeter «  en  «',  sur  xy,  ot  f  eu  f  sur  la  parallèle  à  xy  menée  par  c. 


Fig.  297. 
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Le  plan  des  deux  droites  CD,  EF  est  tangent  à  l'hyperboloïde ,  au 
point  M. 

La  droite  de  est  sa  trace  horizontale  aP;  pour  obtenir  un  point  de 
la  trace  verticale,  il  suffit  de  déterminer  la  trace  verticale  g"  de  l'une 
des  génératrices  menées,  ou  d'employer  une  horizontale  du  plan. 

Remarque.    Le    plan  est  tangent   à  la  surface  au  seul  point   M 

(no  282). 

Problème. 

352.  Mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  tancent,  parallèle 
à  un  plan  donné. 

Si  le  plan  donné  était  perpendiculaire  au  plan  vertical,  la  trace 


Rg.  298. 

verticale  du  plan  demandé  serait  tangente  au  méridien  principal  :  on 
pourrait  donc  la  construire  directement. 

Si  le  plan  donne  est  quelconque,  on  peut  l'amener,  par  une  rotation 
autour  de  l'axe  de  la  surface,  à  être  de  bout;  mener  un  plan  tangent 
parallèle,  et  faire  opérer  à  ce  dernier  plan  une  rotation  égale  et  con- 
traire à  celle  qu'on  a  fait  subir  au  plan  donné. 

Soit  une  surface  de  révolution  donnée  par  ses  contours  apparents 
(C,  C),  et  soit  un  plan  PaP',  auquel  le  plan  tangent  demandé  doit 
être  parallèle. 

Pour  opérer  la  rotation  du  plan  PaP'  et  l'amener  à  être  de  bout, 
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menons  l'horizontale  [ef,  ff\)  ;  abaissons  la  perpendiculaire  ode;  le 
plan  PaP'  devient  PiaiPV 

Menons  la  tangente  PiQ'i  parallèle  à  ajP'i,  puis  PjQj  perpendicu- 
laire à  xy. 

Par  une  rotation  contraire  à  la  précédente,  il  faut  amener  le  plan 
tangent  QipiQ'i  à  être  parallèle  au  plan  donné. 

Le  point  de  contact  (oj,  a\)  devient  {a,  a').  Pour  avoir  une  horizon- 
tale du  plan,  il  suffit  de  mener  ob  perpendiculaire  à  oa;  d'ailleurs  PiQj 
devient  pQ.  On  joint  le  point  p  à  b',  ou  bien  on  mène  PQ'  parallèle  à  «P. 

353.  Remarques.  I.  On  peut  mener  à  un  ellipsoïde  deux  plans  tan- 
gents répondant  à  la  question. 

II.  En  général,  il  y  a  autant  de  plans  tangents  que  l'on  peut  mener 
de  tangentes  au  méridien  principal,  parallèlement  à  une  direction 
donnée.  Ainsi  le  tore  a  quatre  plans  tangents  de  position  donnée,  car 
on  peut  mener  deux  tangentes  de  direction  donnée  à  chacun  des 
cercles  qui  forment  le  méridien;  deux  de  ces  plans  tangents  seraient 
en  même  temps  sécants  par  rapport  au  tore. 


Problème. 

354.  Détei^miner  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  une  sur- 
face de  révolution,  ce  point  devant  appartenir  à  un  méridien  donné, 
et  le  plan  tangent  être  parallèle  à  une  droite  donnée  (R,  R'). 

On  sait  mener  un  plan  tangent 
à  un  cylindre  dont  la  trace  est 
connue  (n°  327);  il  suffirait  donc 
de  déterminer  la  trace  du  cylindre 
horizontal,  ayant  pour  section 
droite  le  méridien  donné,  et  de 
mener  à  ce  cylindre  un  plan  tan- 
gent parallèle  à  la  droite  donnée; 
mais  il  est  avantageux  de  ré- 
soudre le  problème  sans  recourir 
à  la  trace  du  cylindre. 

Autour  de  l'axe  de  la  surface 
de  révolution,  faisons  tourner  le 
cylindre  et  le  plan  tangent  sup- 
posé mené,  jusqu'à  ce  que  le 
cylindre  soit  perpendiculaire  au 
plan  vertical.  Le  plan  tangent 
deviendra  de  bout,  et  sa  trace 
verticale  sera  tangente  au  méri- 
dien principal  de  la  surface  de 
révolution;  donc  il  faut  faire  tour- 
ner la  droite  d'un  angle  égal  à 
l'angle  formé  par  le  méridien 
donné  avec  le  méridien  principal  ;  mener,  par  cette  nouvelle  droite , 


Fig.  299. 
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un  plan  tangent  au  nouveau  cylindre  ;  puis,  par  une  rotation  égale  et 
contraire,  ramener  le  point  de  contact  à  sa  première  position. 

Soit  mn  la  projection  horizontale  du  méridien  donné;  considérons 
le  cylindre  circonscrit  à  la  surface  de  révolution  suivant  ce  méridien: 
Bes  génératrices  sont  perpendiculaires  à  mn,  sa  section  droite  égale 
le  méridien. 

Pour  mener  un  plan  tangent  à  ce  cylindre,  projetons  (R,  R')  sur 
le  méridien  donné,  et,  afin  de  ne  point  tracer  la  projection  verticale 
de  mn,  amenons  bo  sur  le  méridien  principal;  on  trouve  ainsi  o'b'^; 
il  faut  ensuite  mener  une  tangente  d'ic\  parallèle  à  o'b\\  le  point  de 
contact  c'i  fait  connaître  c, ,  ce  qui  donne  le  point  c  sur  le  méridien 
considéré,  et  par  suite  c'  sur  le  parallèle  e'c'i. 

Il  y  a  deux  solutions  :  (c,  d)  appartient  à  la  partie  antérieure  du 
méridien,  et(/,  f)  à  la  partie  postérieure. 

Remarque.  Dans  ce  problème  et  les  suivants,  on  ne  demande  que 
le  point  de  contact  du  plan  tangent,  car  la  recherche  des  traces  de  ce 
plan  n'offre  ni  intérêt  ni  difficulté. 

Problème. 

355.  Déterminer  le  point  de  contact  dun  plan  tangent  à  une  sur- 
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face  de  révolution,  ce  point  devant  appartenir  à  un  pareUlèle  donn/, 
et  le  plan  être  parallèle  à  une  droite  (B,  H'). 
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Le  plan  demandé  est  tangent  au  cône  circonscrit  à  la  surface  sui- 
vant le  parallèle  donné  :  il  faut  donc  mener  à  ce  cône  un  plan  tangent 
parallèle  à  la  droite  donnée. 

Soit  ch,  c'y  le  parallèle  donné  sur  la  surface  de  révolution ,  sur  un 
tore,  par  exemple. 

Menons  la  tangente  d!h'^  afin  de  déterminer  le  sommet  du  cône 
circonscrit  à  la  surface,  suivant  le  parallèle  donné. 

Par  le  sommet  de  ce  cône,  menons  une  parallèle  (se,  s'e')  à  (R,  R'). 
Cherchons  sa  trace  (e,  é)  sur  un  plan  horizontal  quelconque;  il  faut 
mener  par  le  point  e  une  tangente  ef  à  la  trace  du  cône  sur  ce  plan 
horizontal,  puis  la  projection  horizontale  of  de  la  génératrice  de 
contact  ;  la  rencontre  g  de  cette  droite  et  du  parallèle  fait  connaître  la 
projection  verticale  g'  du  point  de  contact. 

Le  second  point  (A,  A')  appartient  à  la  partie  postérieure  du  paral- 
lèle. 

Remarque.  Il  faut  que  le  point  e  ne  soit  pas  à  l'intérieur  du  cercle  /fi- 
Problème. 


356.  Déterminer  la  courbe  de  contact  d'une  surface  de  révolution 
et  du  cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une 
droite  donnée  (R,  R'). 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  des  plans  tangents  paral- 
lèles à  la  droite  donnée  (R,  R')  est  le  contour  apparent  de  la  surface 
par  rapport  à  la  direction  donnée  (n»  299);  les  parallèles  à  (R,  R'), 
menées  par  chaque  point  de  ce  contour  apparent,  forment  le  cylindre 
circonscrit.  Déterminer  un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact 
revient  donc  à  mener  un  plan  tangent  parallèle  à  la  droite  (R,  R'), 
le  point  de  contact  devant  se  trouver  sur  un  méridien  quelconque,  ou 
sur  un  parallèle  quelconque. 

Par  exemple,  en  employant  le  cylindre  circonscrit  (n°  354),  soit  à 
déterminer  le  point  de  contact  situé  sur  le  méridien  projeté  horizon- 
talement suivant  mn. 

Abaissons  la  perpendiculaire  ab;  déterminons  o'b\  {n°  354),  et 
menons  les  tangentes  c'id'i,  f'ig'i  parallèles  à  o'b\. 

Les  points  de  contact  seront  à  l'intersection  du  méridien  donné  et 
des  parallèles  menés  par  &i  et  /'j.  La  projection  fi  fait  connaître  /"i; 
puis  le  parallèle  coupe  m.n  en  c  et  f,  et  l'on  projette  ces  points  en  c',  f. 

A  l'aide  du  même  procédé,  ou  en  employant  le  cône  circonscrit 
(qo  355),  on  détermine  un  certain  nombre  de  points,  que  l'on  réunit 
ensuite  par  un  trait  continu. 

357.  Remarques.  1.  Par  le  rabattement  de  ob,  le  point  b  peut  donner 
y^o\l  V^  ;  les  tangentes  menées  parallèlement  à  o'b'i  ou  à  o'b'^  déter- 
minent les  mêmes  parallèles  c'i,  /'i- 
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II.   Les  parallèles  c'i,   f,  donnent  des  points  de  contact  (e,   c') 


Fig.  301. 


(h,  h'),  situés  sur  le  méridien  ntiHi  symétrique  demn  par  rapport  à 
la  droite  ao. 
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358.  Points  principaux.  Certains  points  peuvent  être  trouvés  direc- 
tement, d'autres  ont  une  importance  spéciale;  il  faut  les  déterminer  et 
ne  recourir  qu'un  petit  nombre  de  fois  à  la  construction  générale. 

1°  Les  plans  tangents  verticaux  parallèles  à  la  droite  donnée  (R,  R') 
ont  leurs  points  de  contact  p  et  g  sur  l'équateur,  aux  extrémités  du 
diamètre  perpendiculaire  à  R;  d'ailleurs  p  et  g  font  connaître  p'  et  q'.  ■ 

2°  Les  points  situés  sur  le  méridien  principal  sont  donnés  par  les 
plans  tangents  de  bout,  dont  les  traces  verticales  sont  les  tangentes 
i'f  et  i',/i  parallèles  à  R'. 

i'  et  i'i  font  connaître  i  et  tj. 

On  détermine  le  méridien  o'i  symétrique  de  ol,  et  on  obtient  un 
nouveau  point  {k,  k')  en  prenant  ok  =  oi,  etc. 

3°  Le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus  bas  de  la  projection  ver- 
ticale sont  donnés  par  les  tangentes  menées  au  méridien  qui  contient 
(R,  R'),  ou,  plus  généralement,  au  méridien  parallèle  à  la  direction 
donnée.  Amenons  ce  méridien  à  se  confondre  avec  le  méridien  prin- 
cipal; (R,  R')  devient  (Rj,  R'i);  on  mène  r\t\  et  s\u'i  parallèles  à 
R'i  ;  la  projection  r'i  fait  connaître  r^,  et  on  amène  le  point  (rj,  r'i) 
en  (r,  r').  De  même  on  obtient  (s,  s'). 

359.  Remarques.  \.  ao  est  toujours  un  axe  de  la  projection  hori- 
zontale. 

IL  L'arc  (ipii,  i'p'i\),  placé  sur  la  partie  antérieure  de  la  surface, 
est  visible  sur  la  projection  verticale;  l'arc  (psq,  p's'q'),  situé  au-dessus 
de  l'équateur,  est  visible  en  projection  horizontale. 

III.  Les  constructions  se  simplifient  lorsqu'on  connaît  la  nature  de 
la  courbe  à  obtenir;  ainsi,  lorsque  la  surface  de  révolution  est  un 
ellipsoïde,  comme  dans  l'exemple  donné,  chaque  projection  de  la 
courbe  de  contact  est  une  ellipse. 

La  projection  horizontale  a  pour  axes  pq,  rs,  tandis  que  p'q',  r's' 
sont  des  diamètres  conjugués  de  la  projection  verticale  (n«  226,  note). 

Problème. 

360.  Déterminer  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  une  sur- 
face de  révolution,  ce  point  devant  appartenir  à  un  méridien  donné, 
et  le  plan  devant  passer  par  un  point  donné. 

Un  raisonnement  analogue  à  celui  qu'on  a  fait  dans  un  problème 
précédent  (n»  3.54)  conduit  aux  conclusions  suivantes. 

Il  faut  amener  le  méridien  donné  à  coïncider  avec  le  méridien  prin- 
cipal, faire  subir  la  même  rotation  angulaire  au  point  donné,  puis  par 
ce  nouveau  point  mener  un  plan  tangent  au  cylindre  circonscrit  à  la 
surface  de  révolution  suivant  le  méridien  principal;  enfin,  ramener  le 
méridien  donné  à  sa  première  position,  et  déterminer  ainsi  les  projec- 
tions du  point  de  contact  demandé. 

Les  constructions  sont  d'ailleurs  très  simples. 

Soient  {a,  a')  le  point  donné,  et  mn  la  trace  du  méridien  donné. 
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Du  point  {a,  a')  abaiasoDS  une  perpendiculaire  sur  le  méridien  mn, 
aCn  d'avoir  une  parallèle  ab  aux  génératrices  du  cylindre  circonscrit 
suivant  ce  méridien. 

Par  une  rotation  autour  de  Taxe  vertical  de  la  surface,  b  est  amené 


Mener  al. 


Fig.  302. 

en  6,  sur  le  plan  du  méridien  principal;  la  droite  AB  devient  perpen- 
diculaire au  plan  vertical  et  se  projette  alors  au  point  b\.  Le  méridien 
mn  se  confond  alors  avec  le  méridien  principal  ;  donc  par  b'i  il  faut 
mener  une  tangente  6'ic'i  au  contour  apparent. 

La  rotation  contraire  ramène  le  point  de  contact  (cj,  c'j)  en  (c,  c*) 
sur  le  méridien  donné. 

Il  y  a  un  second  point  {d,  d'  )  répondant  à  la  question. 

Problème. 


361.  Déterminer  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  une  sur- 
face de  7-évolution,  ce  point  devant  appartenir  à  un  parallèle  donné, 
et  le  plan  devant  passer  par  un  point  donné. 

Il  suffit  de  mener  par  le  point  donné  un  plan  tangent  au  cône  cit'* 
conscrit  suivant  le  parallèle  donné. 

Soient  {a,  a')  et  (bc,  b/d)  le  point  et  le  parallèle  donnés. 
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Menons  la  tangente  cV  afin  de  déterminer  le  sommet  du  cône  cir- 
conscrit à  la  surface  de  révolution  suivant  le  parallèle  donné  {bc,  b'c'). 

Le  plan  tangent  doit  contenir  la  droite  qui  joint  le  point  donné 
(a,  a')  au  sommet  {s,  s')  de  ce  cône. 

Par  la  trace  horizontale  e,  il  faut  mener  une  tangente  ef  à  la  trace 


,^' 


\ 

\ 


Fig.  303. 

du  cône  sur  le  plan  horizontal  considéré  ;  le  point  de  tangence  déter- 
mine la  génératrice  de  contact  sf;  par  suite,  g  est  la  projection  hori- 
zontale du  point  de  contact,  et  g'  en  est  la  projection  verticale. 
Il  y  a  une  seconde  solution  (h,  h'). 

Remarques.  I.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  suffit  que  la 
droite  SE  ne  soit  pas  intérieure  au  cône  circonscrit. 

II.  On  peut  simplifier  l'épure  en  faisant  passer  le  plan  horizontal 
par  le  parallèle  donné. 

Problème.     . 


362.  Déterminer  la  courbe  de  contact  d'une  surface  de  révolution 
et  d'un  cône  circonscrit  de  somm0t  donné. 
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On  construit  cette  courbe  par  points,  comme  la  courbe  de  contact 

du  cylindre  circonscrit 
(n°3o6). 

Soit  (a,  a')  le  sommet 
du  cône  circonscrit. 

Un  point  quelconque 
de  la  courbe  se  détermine 
à  l'aide  d'un  des  pro- 
blèmes précédents  (n<"  360 
et  361  ). 

Les  points  principaux 
sont  les  suivants  : 

1»  Les  points  p  et  g, 
situés  sur  l'équateur,  sont 
donnés  par  les  plans  tan- 
gents verticaux  ;  ces  plans 
ont  pour  traces  horizon- 
tales les  tangentes  ap,  aq. 

2»  Les  points  i',  i'i, 
situés  sur  le  méridien 
principal,  sont  détermi- 
nés par  les  tangentes  a'i', 
a'i\.  D'ailleurs  i  fait  con- 
naître k  sur  le  méridien 
symétrique  de  oi  par  rap- 
port à  oa. 

3»  Le  point  le  plus 
haut  et  le  point  le  plus 
bas  de  la  projection  ver- 
ticale se  trouvent  sur  le 
méridien  dont  le  plan 
passe  par  le  point  donné 
(o,  a').  Amenons  ce  mé- 
ridien à  se  confondre  avec 
le  méridien  principal  ; 
(o,  a')  devient  (oj,  a\). 

La  tangente  a^r'i  fait 
connaître  le  point  le  plus 
bas  (r,  r*),  et  a\s\  détermine  le  point  le  plus  haut  («,  af). 


Fig.  304. 


Problème. 


363.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une  surface 
de  révolution. 

Soient  la  surface  s  et  la  droite  ab. 

Tout  plan  tangent  à  un  cône  ou  à  un  cylindre  circonscrit  à  la  sur- 
face donnée ,  est  tangent  à  cette  surface  en  un  point  de  la  courbe  de 
contact;  donc,  déterminons  les  courbes  de  contact  ef,  gh  de  deux 
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cônes  circonscrits,  ayant  leurs  sommets  sur  la  droite  donnée  (fig.  305), 
ou  d'un  cône  et  d'un  cylindre  à  génératrices  parallèles  à  ab  (fig.  306), 


Fig.  305, 


Soient  c  et  d  les  points  d'intersection  des  deux  courbes  de  contact  ; 
les  pians  abc  et  abd  répondent  à  la  question. 

Remarque.  Dans  le  cas  simple  relatif  à  la  sphère,  nous  avons  déjà 
recouru  à  deux  cônes  circonscrits  (n°  348),  et  le  premier  moyen 
(n''346)  revient,  en  réalité,  à  l'emploi  d'un  cylindre  et  d'un  cône 
circonscrits. 


EXERCICES 

PLANS     TANGENTS 


Plan  tangent  au  cylindre ,   au  oAne  quelconque! 
et  à  l'ellipsoïde  de  révolution. 

426.  Mener  à  un  cylindre  de  front  un  plan  tangent  fjui  fasse  aveo  le  plan 
horizontal  un  angle  donné. 

426.  Mener  un  plan  parallèle  à  une  droite  donnée,  tangent  à  un  cylindre  dont 
on  connaît  la  direction  des  génératrices,  et  une  directrice  contenue  dans  un 
plan  quelconque  P. 

427.  Déterminer  les  génératrices  de  contact  d'un  cylindre  de  révolution  dont 
l'axe  est  horizontal,  et  des  plans  tangents  parallèles  à  une  droite  donnée. 

428.  A  un  cylindre  de  révolution  donné  par  son  rayon  et  les  projections  de 
l'axe,  mener  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée. 

429.  Déterminer  les  génératrices  de  contact  d'un  cylindre  de  révolution  dont 
l'axe  est  horizontal,  et  des  plans  tangents  menés  par  un  point  donné. 

430.  A  deux  cylindres  donnés,  mener  des  plans  tangents  parallèles  entre 
eux. 

4SI.  Mener  une  normale  commune  à  deux  cylindres. 

432.  Mener,  parallèlement  à  une  droite  donnée,  un  plan  tangent  à  un  cône 
de  révolution  dont  l'axe  est  vertical. 

433.  On  donne  un  cercle,  situé  dans  un  plan  horizontal,  et  on  le  considère 
comme  la  base  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  de  la  ligne  de  terre.  On 
demande  de  lui  mener  un  plan  tangent  par  un  autre  point  de  la  ligne  de  terre, 

434.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  tangent  à  un  cône  de  révolution 
dont  l'axe  est  vertical. 

435.  A  un  cône  et  à  un  cylindre,  mener  des  plans  tangents  parallèles  entre 
eux. 

436.  Mener  à  deux  cônes  des  plans  tangents  parallèles  entre  eux. 

437.  On  donne  les  projections  d'une  génératrice  d'une  sur/ace  de  révolution 
à  axe  vertical  :  on  demande  de  déterminer  le  plan  tangent  en  un  point  quel- 
conque de  la  surface. 

438.  L'axe  d'une  surface  de  révolution  est  de  bout  ;  mener  les  plans  tangents 
à  cette  surface  par  les  points  qui  ont  une  projection  verticale  donnée. 

439.  Déterminer  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  une  surface  de  ré- 
volution :ce  point  doit  appartenir  à  un  parallèle  donné,  et  le  plan  doit  être 
parallèle  &  nne  droite  donnée. 
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440.  Déterminer  les  projections  de  la  courbe  de  contact  d'un  ellipsoïde  de 
révolution  et  du  cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une 
droite  donnée  :  déterminer  directement  les  axes  de  la  projection  horizontale  de 
la  courbe  de  contact. 

441.  Déterminer  la  courbe  de  contact  d'une  surface  de  révolution  et  du 
cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  droite  donnée. 

442.  Déterminer  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  une  surface  de  ré- 
volution :  ce  point  doit  appartenir  à  un  parallèle  donné,  et  le  point  doit  passer 
par  nn  point  donné. 

443.  Déterminer  les  projections  de  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit 
à  nn  ellipsoïde  ou  à  un  paraboloïde  de  révolution  ;  le  sommet  du  cône  est  donné  : 
déterminer  aussi  les  axes  de  la  projection  horizontale. 

444.  A  une  surface  de  révolatlon,  mener  une  normale  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

446.  Par  un  point  donné,  mener  une  normale  à  une  surface  de  révolution. 
Plan  tangent  à  l'ellipsoïde  soalène. 


446.  Par  nn  point  donné  d'un  ellipsoïde  scalène,  mener  un  plan  tangent  à 
l'ellipsoïde. 

447.  A  un  ellipsoïde  scalène,  mener  un  plan  tangent  qui  soit  parallèle  à  un 
plan  donné. 

448.  Déterminer  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  scalène, 
ce  point  devant  appartenir  à  un  méridien  donné,  et  le  plan  tangent  devant  être 
parallèle  à  une  droite  donnée  (  R ,  R'  ). 

449.  Déterminer  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  scalène, 
ce  point  devant  appartenir  à  un  parallèle  donné,  et  le  plan  être  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

480.  Déterminer  la  courbe  de  contact  d'un  ellipsoïde  scalène  et  du  cylindre 
circonscrit  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  droite  donnée. 

461.  Déterminer  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  scalène, 
ce  point  devant  appartenir  à  un  méridien  donné,  et  le  plan  devant  passer  par 
on  point  donné. 

452.  Déterminer  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  scalène, 
ee  point  devant  appartenir  à  nn  parallèle  donné,  et  le  plan  devant  passer  par 
va.  point  donné. 

453.  Déterminer  la  coui'be  de  contact  d'un  ellipsoïde  scalène  et  d'un  cône 
•Irconscrit  dont  le  sommet  est  donné. 

454.  A  un  paraboloïde  elliptique,  mener  un  plan  tangent  faisant  un  angle 
donné  avec  l'axe  de  la  surface  et  tel  que  le  point  de  contact  appartieime  à  un 
parallèle  donné. 

485.  Déterminer  la  courbe  de  contact  d'un  paraboloïde  elliptique  et  d'un 
qriindre  circonscrit,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  droite  donnée. 
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Plan  tangent  mené  par  une  droite  A  la  sphère. 

456.  Mener,  par  la  ligne  de  terre ,  nn  plan  tangent  à  une  sphère  donnée  par 
ses  projections. 

457.  On  donne  ane  sphère  dont  le  centre  est  sur  la  ligne  de  terre,  et  une 
droite  sitaée  dans  nn  plan  de  profil  ;  mener  les  plans  tangents  à  la  sphère , 
passant  par  la  droite  donnée. 

458.  Par  un  point  donné  mener  on  plan  tangent  à  un  cylindre  de  réTolntion 
dont  on  connaît  l'axe  et  le  rayon. 

459.  I.  Un  cône  de  révolution  étant  défini  par  les  projections  de  son  axe  et 
l'angle  que  cet  axe  forme  avec  les  génératrices,  mener  à  ce  cône  un  plan  tan- 
gent qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée. 

459.  II.  Par  nn  point  donné,  mener  un  plan  tangent  à  un  cône  de  réyolutlon 
dont  on  connaît  l'axe  et  l'angle  que  cet  axe  forme  arec  les  génératrices. 

460.  Un  cône  circonscrit  à  une  sphère  a  pour  sommet  un  point  donné ,  sans  i 
tracer  l'ellipse  suivant  laquelle  ce  cône  coupe  le  plan  horizontal,  mené  par  le 
centre  de  la  sphère:  déterminer  la  trace  horizontale  d'un  plan  tangent  à  ce 
cône  et  passant  par  un  point  donné. 

461.  Par  nn  point  donné,  mener  on  plan  tangent  à  deux  sphères  données. 

462.  Mener  un  plan  tangent  commun  à  deux  cônes  de  révolution  de  même 
sommet. 

463.  Â  deux  sphères  données,  mener  un  plan  tangent  qui  soit  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

464.  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères. 

465.  Par  an  point  donné,  mener  un  plan  équidistant  de  trois  sphères  données. 

4C6.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  équidistant  de  deux  sphères 
données. 

467.  Mener  on  plan  équidistant  de  quatre  sphères  données. 

468.  Mener  tin  plan  tangent  commnn  à  une  sphère  et  à  on  cylindre  de  révo 
lution. 

469.  Mener  on  plan  tangent  commnn  à  une  sphère  et  à  nn  cône  de  révola- 
Uon. 

470.  lo  Dans  quel  cas  peut -on  mener  nn  plan  tangent  commnn  à  denz 
cylindres,  et  combien  y  a-t-il  de  solutions  lorsque  la  trace  horizontale  de  chaque 
cylindre  est  une  courbe  convexe  fermée? 

2°  Peut-on  généralement  mener  nn  plan  tangent  à  nn  cône  et  k  nn  cylindre  t 
3»  Peut-on  mener  généralement  un  plan  tangent  commnn  à  deux  cônes  quel- 
conques ? 

471.  I.  Par  une  horizontale  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  nn  tore. 

471.  II.  Mener  à  un  tore  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

472.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  ane  surface  quelconqna 
de  révolution. 


EXERCICES  245 


Plan  tangent  mené  par  une  droite  à  une  surface  quelconque 

du  second  degré. 

473.  Un  cône  est  coupé  par  un  plan  de  bout  ;  par  un  point  du  plan  sécant , 
mener  des  tangentes  à  la  section ,  sans  tracer  cette  courbe. 

474.  Un  cône  est  coupé  par  un  plan  quelconque;  par  un  point  du  plan  sé- 
cant ,  mener  des  tangentes  à  la  section ,  sans  tracer  cette  courbe. 

475.  Un  cône  est  coupé  par  un  plan  de  bout  ;  mener  à  la  section,  sans  tracer 
cette  courbe,  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 

476.  Un  ellipsoïde  scalène  est  coupé  par  un  plan  de  bout;  mener  à  la  section, 
sans  tracer  cette  courbe,  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 

477.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une  surface  du  second 
degré. 

478.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  scalène. 

479.  Par  une  droite,  mener  un  plan  tangent  à  un  paraboloïde  elliptique, 
lorsque  cette  surface  est  donnée  par  une  parabole  principale  et  une  section 
elliptique. 

480.  Par  une  droite,  mener  un  plan  tangent  à  un  paraboloïde  elliptique, 
lorsque  cette  surface  est  donnée  par  ses  deux  paraboles  principales. 

481.  Un  plan  passe  par  une  des  génératrices  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe, 
déterminer  le  point  de  contact  de  ce  plan  tangent. 

482.  Mener  un  plan  tangent  à  un  hjrperboloïde  de  révolution  parallèlement 
à  un  plan  donné  P. 

483.  Par  une  droite  donnée,  mener  nn  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  de  ré- 
volution à  une  nappe,  défini  par  son  axe  et  sa  génératrice. 

484.  Par  une  droite,  mener  un  plan  tangent  à  un  hyperboloïde  scalène  à  une 
nappe. 

485.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  un  hyperboloïde  à 
deux  nappes. 


Plan  tangent  à  un  paraboloïde  hyperbolique,  au  conoîde, 
à  l'hélicoïde. 


486.  Mener  un  plan  tangent  à  un  paraboloïde  hyperbolique  lorsqu'on  connaît 
le  point  de  contact. 

487.  Déterminer  le  point  de  tangence  d'un  plan  mené  par  une  génératrice 
d'un  paraboloïde. 

488.  Le  paraboloïde  étant  défini  par  ses  traces  et  son  sommet,  mener  un  plan 
tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

489.  On  donne  un  plan  quelconque  et  deux  droites,  l'une  sur  le  plan  hori- 
zontal et  l'autre  sur  le  plan  vertical.  Les  deux  droites  sont  les  directrices  d'un 
paraboloïde  hyperbolique  dont  le  plan  donné  est  un  des  plans  directeurs  :  1«  tracer 
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quelques  génératrices  de  la  surface;  2»  déterminer  le  second  plan  directeur; 
3»  la  direction  du  plan  tangent  au  sommet  du  paraboloïde,  et  i"  le  plan  tangent 
en  un  point  de  cette  surface  courbe. 

490.  Un  quadrilatère  gauche  a  deux  de  ses  côtés  sur  le  plan  horizontal  et 
les  deux  autres  sur  le  plan  vertical  ;  déterminer  :  1°  quelques  génératrices  du 
plan  gauche;  2°  le  plan  tangent  en  nn  point  de  la  surface;  3°  la  direction  des 
plans  directeurs, 

491.  Par  un  point  donné  sur  la  surface  d'un  paraboloïde  hyperbolique,  mener 
un  plan  tangent  à  cette  surfaca  Le  paraboloïde  eet  donné  par  ses  deux  para- 
boles principales. 

492.  Par  un  point  donné  d'un  conolde  elliptique,  mener  un  plan  tangent  à 
cette  surface. 

493.  Déterminer  le  point  de  contact  d'an  plan  mené  par  une  génératrice  d'un 
oonolde  elliptique. 

494.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  tangent  à  un  conolde  elliptique. 

495.  Mener  à  un  conolde  elliptique  un  plan  tangent  qui  soit  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

496.  Mener  un  plan  tangent  à  un  hélicoldc  gauche,  par  un  point  donné  de 
cette  surface. 


Point  brillant. 


497.  D'après  les  lois  de  la  réflexion,  le  rayon  Incident,  la  normale  et  le  rayon 
réfléchi  sont  dans  un  môme  plan,  et  l'angle  de  réflexion  est  égal  &  l'angle 
d'incidence;  déterminer,  sur  une  sphère,  le  point  pour  lequel  le  rayon  réfléchi 
est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  le  rayon  lumineux  devant  être  parallèle  à 
une  ligne  donnée.  (Le  point  demandé  est  le  point  brillant  de  la  pi-ojection  ver- 
ticale de  la  sphère.) 

498.  Déterminer  le  point  brillant  de  la  projection  horliontale  d'une  sphère. 

499.  Déterminer  le  point  brillant  de  la  projection  horizontale  d'un  ellipsoïde 
de  révolution. 

600.  Déterminer  les  points  brillants  de  la  projection  verticale  d'un  tore. 

501.  Déterminer  le  point  brillant  de  la  projection  verticale  d'une  sphère, 
lorsque  le  rayon  lumineux  passe  par  un  point  donné. 

602.  Ou  donne  deux  points  a  et  b,  inégalement  éloignés  d'une  sphère,  ayant  o 
pour  centre  ;  trouver  le  chemin  minimum  qui  Joint  ces  deux  points  en  touchant 
la  sphère.  (.Saint- Etienne,  examen  oraipour  l'admiaaion  à  l'École  des  Mines, 
1867.) 

Voir  en  outre  le  chapitre  complémentaire  :  Problèmes  sur  la  sphère,  à  la  fin 
de  la  deuxième  partie. 


CHAPITRE  IV 

SECTIONS     PLANES 


Introduction. 

364.  Surfaces  réglées.  PouF  tfouver  la  section  d'une  surface 

réglée  par  un  plan  quelconque,  on  peut  déterminer  le  point  de 
rencontre  de  chaque  génératrice  avec  le  plan. 

Dans  les  applications,  on  se  borne  à  chercher  un  petit  nombre 
de  points,  convenablement  choisis,  que  l'on  joint  ensuite  par  un 
trait  continu. 

Surfaces  de  révolution.  On  Sait  que  toute  section  plane  de  la 
sphère  est  un  cercle;  la  circonférence  se  projette  suivant  des 
ellipses,  dont  il  convient  de  déterminer  les  axes. 

Pour  les  autres  surfaces  de  révolution,  on  cherche  les  inter- 
sections du  plan  sécant  avec  quelques  parallèles  de  la  surface 
et  avec  le  méridien  principal. 

365.  Tangente  à  la  courbe  de  section.  La  tangente  à  la  courbe 
plane  obtenus,  est  l'intersection  du  plan  sécant  donné  et  du 
plan  tangent  à  la  surface  au  point  considéré  (n°  281). 

Les  projections  de  la  courbe  et  celles  de  la  tangente  sont 
tangentes  entre  elles  (n°  283). 

Vraie  grandeur  de  la  section.  La  vraie  grandeur  de  la  section 
s'obtient  en  rabattant  le  plan  sécant  sur  l'un  des  plans  de 
projection. 

Il  faut  se  borner  à  un  seul  rabattement;  mais  sur  les  épures 
nous  donnons  parfois  le  rabattement  sur  le  plan  horizontal  et 
le  rabattement  sur  le  plan  vertical,  afin  d'indiquer  les  deux 
manières  de  procéder. 

Remarque.  Les  questions  relatives  aux  sections  planes  se 
simplifient  lorsque  le  plan  sécant  est  perpendiculaire  à  l'un  des 
plans  de  projection  ;  car  l'une  des  projections  de  la  section  se 
réduit  alors  à  une  ligne  droite  (  u°  40). 
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366.  Développement     et    Transformée.    Lorsque     la    BUrfaCf 

coupée  est  développable  (n°263),  on  l'ouvre  suivant  une  de  ses 
génératrices,  et  on  dessine  sur  Tépure  la  figure  qu'on  obtien- 
drait en  y  développant  la  surface  étudiée. 

Transformée.  Dans  le  développement  d'une  surface,  on 
nomme  transformée  du  périmètre  d'une  section  plane ,  la  ligne 
qui  correspond,  point  par  point,  à  ce  périmètre. 

Toute  tangente  à  la  section  donne  une  tangente  au  point  cor- 
respondant de  la  transformée;  car  elle  reste  la  limite  des  posi- 
tions que  prend  une  sécante  dont  les  points  d'intersection  se 
rapprochent  indéfiniment;  par  suite, 

Quelle  que  soit  la  modification  subie  par  la  surface  dévelop- 
pable, la  tangente  à  une  courbe  tracée  sur  la  surface  fait  un 
angle  constant  avec  la  génératrice  rectiligne  du  point  ' 
contact. 

367.  Point  d'inflexion.  Le  point  d'inflexion  d'une  courbe  est  ua 
point  à  partir  duquel  la  courbe  est  située  de  part  et  d'autre  de  sa 
tangente  en  ce  point. 

La  tangente,  au  point  d'inflexion,  traverse  donc  la  courbe  en  ce'" 
point.  * 

Le  théorème  suivant  permet  de  déterminer  les  points  d'inflexion  ' 
d'une  transfoi'niée.  '  ' 

Théorème  d'Olivier.  Dans  le  développement  d'une  surface  courbe, 
pour  qu'un  point  d'une  section  plane  donne  un  point  d'inflexion  de 
la  transformée,  il  suffit  que  le  plan  sécant  soit  perpendiculaire  au 
plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point,  sans  l'être  à  la  génératrice  de 
contact. 

Transformée  du  cylindre.  Pour  étudier  la  transformée  du  péri- 
mètre d'une  section  plane  d'un  cylindre,  remplaçons  le  cylindre  pari 
un  prisme  inscrit,  dont  les  arêtes  peuvent  être  aussi  rapprochées  qu'on 
le  voudra. 

Soit  donc  abcde,  Imno  un  prisme  coupé  par  un  plan  S  perpendi- 
culaire à  la  face  cdmn,  mais  oblique  par  rapport  aux  arêtes. 

Développons  le  prisme  sur  le  plan  T.  de  la  face  cdmn;  soit  GCDH 
l'intersection  des  plans  S.  et  T. 

Pour  deux  génératrices  infiniment  rapprochées  cm,  dn,  du  cylindre 
qui  est  la  limite  du  prisme  inscrit  considéré,  le  plan  T.  est  le  plan 
tangent  ;  et  en  développant  la  surface  courbe,  la  droite  GCDH  sera 
tangente  à  la  transformée,  car  elle  a  avec  cette  courbe  un  élément 
rectiligne  commun  CD  ou  cd,  infiniment  petit.  11  suffit  donc  de  dé- 
montrer que  les  éléments  de,  ef,  ayant  leur  transformée  en  DE,  EF,, 
au-dessous  de  la  langenle,  dans  la  région  T.  du  plan  tangent,  leg 
éléments  cb,  ba  ont,  au  contraire,  leur  transformée  CB,  BA  au-dessug, 
de  la  tangente,  dans  la  région  P.  du  plan  tangent. 
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En  effet,  on  sait  que  l'angle  aigu  minimum  qu'une  droite  puisse 
ire  avec  une  autre  droite,  mené  par  son  pied  dans  un  plan,  est 
iijgle  que  la  première  droite  forme  avec  sa  projection  sur  le  plan 
nsidéré,  et  que  l'angle  obtus  supplémentaire,  formé  par  la  même 
oite  avec  le  prolongement  de  sa  projection,  est  l'angle  maximum 
i. ,  n»  409);  or  le  plan  tangent  T.  étant  perpendiculaire  au  plan 
cant  S.,  la  projection  des  généra- 
)ns  me,  nd  est  la  trace  même  CDH 
s  deux  plans  ;  donc  l'angle  aigu  ndW 
t  plus  petit  que  l'angle  nde,  et 
Dffle  obtus  mcG  est  plus  grand 
le  l'angle  mch.  Il  en  résulte  qu'en 
aenant  la  face  ndo  sur  le  plan  T., 
lément  rectiligne  de  viendra  en  DE, 
i  formant  un  angle  nDE  plus  grand 
16  Tangle  minimum  nDH;  tandis  que 

rabattement  de  la  face  m^bl  don- 
ira  CB  pour  transformée  de  bc,  car 
ingle  mc6  est  plus  petit  que  l'angle 
jtus  maximum  mcG;  ainsi,  à  partir 
)  l'élément  de  contact  CD,  les  par- 
is DE,  CB  de  la  transformée  sont 
'  part  et  d'autre  de  la  tangente  GH. 
Bemarque.  Si  le  plan  sécant  est  perpendiculaire  aux  génératrices 
1  cylindre,  le  périmètre  de  la  section  se  transforme  en  ligne  droite. 


P. 

4; 

y" 

G 

T.: 

\1^ 

y 

Fig.  307. 


368.  Point  d'inflexion  de  la  transform,ée  d'un  cône.  Le  théorème 
Olivier  est  vrai  pour  le  cône.  La  démonstration  donnée  pour  le 
•isme  s'applique  à  la  pyramide.  Ainsi 

point  B  (fig.  308)  se  trouve  dans 
ingle  obtus  SCG,  tandis  que  le  point 

est  hors  de  l'angle  aigu  SDH.  11  y  a 
me  encore  inflexion,  car  CBA  et 
EF  sont  de  part  et  d'autre  de  GCDH, 
moins  toutefois  que  la  tangente  au 
)int  considéré  soit  perpendiculaire  à 

génératrice  du  cône  :  le  théorème 
importe  donc  une  exception. 

Exception  :  Transformée  sans  in- 
îxion.  La  transformée  du  périm.ètre 

une  section  plane  d'un  cône  du  se- 
md  degré  n'a  pas  de  point  d'in- 
exion,  lorsque  le  plan  sécant  est 
srpendiculaire  à  la  génératrice  de 

mtact  du  plan  tangent  mené  au  cône,  perpendiculairement  au 
lan  sécant. 

En  effet,  dans  le  développement,  les  points  B,  E  (fig.  309)  se 
'ouvent  d'un  même  côté  de  GH. 


Fig.  308. 
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11  n'y  a  pas  d'inQexion,  à  fortion,  si  la  perpeD>liculaire  menée 
pian  sécant,  par  le  sommet  du  cône,  pasi 
dans  rintérieur  de  ce  cône;  car  alors  a 
cun  plan  langent  ne  saurait  être  perpei 
diculaire  au  plan  sécant. 

Remarque.  En  nous  bornant  aux  côn 
du  second  degré,  c'est-à-dire  aux  côna 
qui  ont  pour  directrices  une  conique,  oi 
peut  dire  ;  La  transformée  d'une  sectiot 
plane  présente  deiix  inflexions,  ou  n'a 
présente  aucune,  suivant  que  la  projeo 
tion  du  sommet  du  cône  sur  le  plan  se 
cant  tombe  ou  ne  tombe  pas  à  l'extériew 
de  la  section.  * 


§  I.  —  Cylindre. 

Problème. 

36Î),  Déterminer  la  section  d'un  cylindre  de  révolution  don 
l'axe  est  vertical,  par  un  plan  de  bout. 

Trouver  la  vraie  grandeur  de   la  section  et  développer 
cylindre. 

Soit  le  plan  PaP';  la  section  est  une  ellipse  ayant  pour  gran< 
axe  a'c'  et  pour  petit  axe  bd.  (G.,  n°  844.) 

En  prenant  un  point  quelconque  m  sur  abcd,  on  délermin^ 
m'  sur  a'c'.  Le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  (m,  7n'n'\ 
a  pour  trace  horizontale  mt,  donc  {mt,  m't!)  est  la  tangente  à  la 
section  au  point  {m,  m')  (n°  365). 

Vraie  grandeur  de  la  section.  En  rabattant  le  plan  PaP'  -iir 
le  plan  vertical,  a/"  devient  aF,  etc.  AC  est  le  grand  axe  le 
l'ellipse,  BD  =  6d  en  est  le  petit  axe;  pour  un  point  quelconque 
(m ,  m'  )  on  a  LM  =  Im. 

La  tangente  tm  devient  TM. 

Lorsque  le  plan  sécant  est  rabattu  sur  le  plan  horizontal,  on. 
obtient  A,BjGiD,.  j 

370.  Développement*.  OuvTons  le  cylindre  suivant  la  gén.n- 


*  Pour  étudier  le  diveloppement ,  11  faut  se  reporter  altcrnathement  à  denS 
figures  diSérentea  :  ainsi  (c,  </«'}  appartient  à  la  figure  310,  et  C1C2  à  la 
figure  311. 
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•ice  (c,  cV).  Traçons  la  droite  CiC^  (fig.  311)  égale  à  la  circon- 

rence  abcd  rectifiée;  les  génératrices  seront  perpendiculaires 

Cjc,;    puis  prenons  CiC\  =  c^c\=zc'e'  (fig.   310):   de    même 


Fig.  310. 


^d\  =  k'd'.  Pour  avoir  un  point  quelconque  de  la  transformée, 
n  prend  a^m^  égal  à  l'arc  rectifié  am,  puis  mim\  =  m'n'. 

Généralement,  pour  rectifier  la  circonférence  ahcd,  on  la 
ivise  en  parties  égales  afin  de  simplifier  les  constructions. 

On  peut  aussi  employer  le  calcul  ;  on  mesure  le  rayon ,  d'oîi 
;=2ttR;  on  en  déduit  la  longueur  des  subdivisions  de  cette 
irconférence.  Rappelons  néanmoins  qu'en  géométrie  descrip- 
Ive,  on  a  surtout  recours  au^  constructions  graphiques  :  on 
eut  utiliser  celles  qui  sont  indiquées  en  géométrie  (n"*  992 

995). 

371.  Tangente.  La  tangente  en  un  point  m',  de  la  transformée 
iit  avec  la  génératrice  m^m^  le  même  angle  que  la  tangente  MT 
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fait  avec  la  génératrice  MN  du  cylindre  (n°  366);  or  la  tangente 
MT  de  l'espace  est  Thypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant 
pour  côtés  de  l'angle  droit  mt  et  m'n'  (fig.  310);  donc  il  suffit 
de  prendre  m^t^  =  mt,  mjtn',  =  m'n'  et  de  joindre  ^i  à  m',. 
La  construction  de  la  tangente  (,m'i  (fig.  311)  ne  présuppose 


Fig.  311. 

point  celle  de  la  transformée,  la  courbe  se  trace  même  plus 
exactement  dans  le  voisinage  d'un  point,  lorsqu'on  connaît  la 
tangente  en  ce  point. 

La  tangente  aux  sommets  e'^ ,  a'j  et  c'j  est  perpendiculaire 
aux  génératrices;  aux  pomts  d'inflexion  6',  et  d'j,  elle  traverse 
la  courbe  au  point  même  du  contact.  On  a  vu  que  les  points 
d'inflexion  correspondent  aux  génératrices  de  contact  des  plans 
tangents  au  cylindre,  qui  sont  en  même  temps  perpendiculaires 
au  plan  sécant  PaP'  (n»  367). 

Remarque.  En  commençant  le  développement  de  la  surface  par 
la  génératrice  {d,  d'k'),  on  obtient  la  transformée  D,A,BiC,D2, 
où  l'on  reconnaît  plus  facilement  une  sinusoïde  {Trigonomé- 
trie, no  11). 

Problème. 

372.  Déterminer  la  section  droite  d'un  cylindre  quelconque. 

La  section  droite  sera  donnée  par  un  plan  perpendiculaire 
aux  génératrices. 

On  pourrait  chercher  la  trace  de  chaque  génératrice  sur  ce  plan, 
en  prenant,  par  exemple,  pour  plan  auxiliaire  l'un  des  plans  pro- 
jetants de  cette  génératrice;  mais  pour  simplifier  la  recherche  de 
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rintersection,  il  suffit  de  prendre  un  nouveau  plan  vertical  de 
projection  perpendiculaire  au  plan  sécant  (n»  365,  Remarque  ). 


Soit  le  cylindre  ayant  pour  trace  horizontale  la  courbe  acbe 
et  {cd,  c'd!)  pour  génératrice. 

Menons  aP  perpendiculaire  aux  projections  horizontales  des 
génératrices,  puis  aP'  perpendiculaire  à  c'd'.  Changeons  de  plan 
vertical  ;  avec  la  nouvelle  ligne  de  terre  x'y'  perpendiculaire  à 
aP,  on  trouve  ^B',  pour  nouvelle  trace  verticale*. 

Les  génératrices  étant  perpendiculaires  à  PpP'i,  la  nouvelle 


*  Afin  de  ne  pas  sortir  des  limites  de  l'épure,  on  a  mené  rs  parallèle  à  a;'?/'; 
le  point  (r,r')  deylent  K;  puis,  par  p,  on  mène  pp'i  parallèle  à  sR  (n»»  144  et  90). 
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projection  verticale  c\d\    doit    être   perpendiculaire  à   ^P',. 

Une  génératrice  quelconque,  par  exemple  celle  qui  a  pour  trace 
(n,  n\),  est  coupée  en  m\;  ce  point  fait  connaître  la  projection 
horizontale  m,  et  celle-ci  fait  connaître  m';  d'ailleurs  Tm'  doit 
égaler  l\m\.  On  détermine  ainsi  autant  de  points  que  l'on  veut. 

Il  est  particulièrement  utile  de  chercher  le  point  d'intersec- 
tion de  chaque  génératrice  de  contour  apparent. 

En  projection  horizontale,  les  génératrices  extrêmes  aj,  bi 
sont  les  tangentes  à  la  directrice  parallèles  à  cd.  Les  généra- 
trices menées  par  les  points  c,  e,  donnent  les  points  f,  g,  où 
la  tangente  est  parallèle  à  aP,  parce  que  cc\  est  la  trace  hori- 
zontale du  plan  tangent  au  cylindre ,  suivant  la  génératrice  du 
point  c. 

373.  Tangente.  La  tangente  au  point  M  est  rintersection  du 
plan  sécant  et  du  plan  tangent  au  cylindre  suivant  la  génératrice 
(wn,  m'n'). 

La  trace  horizontale  de  ce  dernier  plan,  tangente  au  point  n 
à  la  trace  horizontale  du  cylindre,  coupe  aP  au  point  t. 

Donc  tm  est  la  projection  horizontale  de  la  tangente  demandée. 

On  projette  t  sur  xi/,  et  l'on  mène  t'm'. 

La  projetante  /7'i,  relative  à  x'y',  est  tangente  à  la  courbe  au 
point  f;  d'ailleurs  elle  est  parallèle  à  aP;  par  suite,  la  droite, 
dont  ff\  est  la  projection  horizontale,  est  une  horizontale  du 
plan  donné,  et  sa  projection  verticale,  parallèle  à  xy,  est  elle- 
même  tangente  à  la  projection  verticale  de  l'intersection.  Il  en 
est  de  même  pour  la  projection  verticale  de  gg\. 

Vraie  grandeur  de  la  section.  Il  faut  rabattre  le  plan  PaP' 
sur  le  plan  horizontal.  De  chaque  projection  horizontale,  m  par 
exemple,  mener  une  perpendiculaire  à  aP;  mais,  sur  le  plan 
vertical  auxiliaire,  ^P'j  est  la  trace  du  plan  sécant;  m'  est  de- 
venu rn'i,  et  en  portant  f:>m\  sur  ^t/*,  on  obtient  M,,  etc. 

La  tangente  rabattue  joindrait  le  point  t  au  point  M,. 

374.  Développement.  Le  périmètre  de  la  section  droite  est 
perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre;  donc,  dans  le 
développement,  il  aura  pour  transformée  une  ligne  droite. 

Cette  droite  aura  même  longueur  que  le  périmètre  de  la  sec- 
tion, et  toutes  les  génératrices  lui  seront  perpendiculaires. 

Dans  l'exemple  donné  (fig.  313),  la  section  droite  se  déve- 
loppe suivant  une  droite  g^g^  égale  à  la  courbe  F,G,  rectifiée 
(fig.  312).  On  doit  avoir  g^m^=aJrc  G|M|;  puis  Êg^=e'^g^; 
N«i,=n'jWj,  etc. 
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La  courbe  ECE,  est  la  transformée  de  la  trace  horizontale  du 
cylindre. 

La  transformée  de  la  base  supérieure  s'obtient  en  prenant,  à 
partir  des  points  E,  N,  G...,  sur  chaque  perpendiculaire  à  gg^, 
une  longueur  égale  aux  génératrices  du  cylindre. 


\ 


Fig.  313. 

La  tangente  nt  à  la  trace  horizontale  du  cylindre  devient 
Nfj.  Pour  obtenir  cette  tangente  à  la  transformée,  on  prend 
m^t^=M^tel  mi^=:m\n\  (fig.  312). 

Points  d'inflexion.  Dans  le  développement,  A  et  B  sont  les 
points  d'inflexion  ;  ils  sont  donnés  par  les  génératrices  de 
contact  a  et  6  des  plans  tangents  perpendiculaires  à  la  section 
(fig.  312). 

Application. 


37S.  P.  Déterminer  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  cylindre 
donnés. 

Par  la  droite,  on  fait  passer  un  plan  sécant  ;  les  points  où  la 
droite  rencontre  le  périmètre  de  la  section  appartiennent  à  la 
ligne  et  à  la  surface  données. 

Le  plan  auxiliaire  qui  donne  lieu  à  la  construction  la  plus 
simple  est  le  plan  mené  par  la  droite,  parallèlement  aux  gêné- 
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ratrices  du  cylindre,  parce  qu'il  coupe  cette  surface  suivant  des 
génératrices  rectilignes. 

Soient  {ab,  a'b')  et  (C,  C)  la  droite  et  le  cylindre  donnés. 

Pour  obtenir  un  plan  auxiliaire,  il  faut  mener,  par  un  point 


Fig.  314. 

quelconque  (o,  a')  de  la  droite,  une  parallèle  (a/",  a!f)  aux  géné- 
ratrices du  cylindre. 

La  trace  horizontale  de  ce  plan  est  déterminée  par  les  traces 
horizontales  6  et  f;  or  hfdg  donne  les  génératrices  DM ,  GN  ; 
donc  (m,  m')  et  (n,  n')  sont  les  points  demandés. 


§11 


Cône. 


376.  Déterminer  la  section  d'un  cône  de  révolution  par  un 
plan. 

La  courbe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole, 
suivant  l'inclinaison  du  plan.  (G.,  n"  843.) 

D'ailleurs  toute  section  plane  d'un  cône  de  révolution  se  pro- 
jette sur  le  plan  de  la  base  suivant  une  courbe  de  même  genre 
que  la  proposée,  et  la  projection  du  sommet  du  cône  est  l'un  des 
foyers  de  la  nouvelle  courbe.  (G.,  n»  855.) 

Pour  étudier  les  sections  du  cône,  nous  supposerons  l'axe 
vertical  et  le  plan  sécant  de  bout  (n**  37). 
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Problème. 

377.  Déterminer  la  section  d'un  cône  de  révolution  par  un 
plan  qui  rencontre  toutes  les  génératrices  d'une  même  nappe 
de  ce  cône. 


Fig.  315. 

La  section  est  une  ellipse  (G.,  n°  844),  il  suffit  de  déterminer 
les  axes  de  sa  projection  horizontale. 

Soit  PaP'  un  plan  de  bout  coupant  toutes  les  génératrices 
d'une  nappe  du  cône  donné, 

a'b',  grand  axe  de  la  section,  fait  connaître  ab,  grand  axe  de 
la  projection;  le  petit  axe  ce,  perpendiculaire  au  milieu  de  ah, 
égale  la  corde  perpendiculaire  à  b'a' ,  du  parallèle  qui  passe  au 
milieu  de  a'b' ;  donc,  pour  déterminer  ce  petit  axe,  ou  mène  une 
perpendiculaire  Oc'  au  milieu  de  ab;  elle  passe  au  milieu  de 
a'b'  ;  on  projette  f  en  f,  et  la  circonférence  de  rayon  s/"  donne 
ce  pour  petit  axe. 

EL.  9 
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Pour  déterminer  la  courbe  par  points ,  sans  recourir  à  ses 
axes,  on  mène  diverses  génératrices,  {sn,  s'n')  par  exemple,  et 
m'  fait  connaître  m. 

Celte  construction  ne  peut  pas  être  employée  pour  les  géné- 
ratrices de  profll  telles  que  (sd,  s'd');  mais,  le  point  G  appar- 
tenant au  parallèle  g'h',  il  suffit  de  décrire  un  arc  du  point  s 
comme  centre  avec  g'h'  pour  rayon. 

Tangente.  Le  plan  tangent  au  cône  au  point  (m,  m')  contient 
la  génératrice  {sm,s'm').  Sa  trace  horizontale  est  la  tangente 
menée  à  la  circonférence  de  base,  par  le  point  n.  Cette  tangente 
nt  coupe  aP  au  point  t;  donc  tm  est  la  tangente  demandée 
(n°28l). 

Vraie  grandeur  de  la  section.  On  procède  comme  pour  le 
cylindre  (n»  369). 

378.  Développement.  Lô  développement  du  cône  est  un  secteur 


Fig.  316, 

circulaire  ISI,  (fig.  316),  ayant  pour  rayon  la  génératrice  i's' 
(fig.  315),  et  dont  l'arc  IJIj  a  même  longueur  que  la  circonfé- 
rence de  base.  Pour  obtenir  la  transformée,  on  prend  Tare  IK  = 
l'arc  ik;  l'arc  JN  =  l'arc  jn.  Puis  SM  égale  à  la  vraie  grandeur 
de  {sm,  s'm'),  c'est-à-dire  à  s'V. 

On  obtient  la  transformée  BAB,  en  ouvrant  le  cône  suivant 
{si,  s'i')  et  la  transformée  eia,&iCj  en  l'ouvrant  suivant  la  géné- 
ratrice SE. 

Pour  avoir  la  tangente  au  point  M,  on  prend  NT  (fig.  31G) 
égale  à  nt  (fig,  315);  car  la  tangente  dans  l'espace  est  l'hypolé- 


ne    PARTIE.  —   DES   SURFACES   COURBTIS 


259 


nuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  7it 
et  la  vraie  grandeur  l'i'  de  (mw,  m'n'). 

Problème. 


379.  Déterminer  la  section  d'un  cône  de  révolution  par  un 
plan  parallèle  à  une  de  ses  génératrices. 


Fig.  317. 

La  section  est  une  parabole  (G.,  n°  847),  et  il  en  est  de  même 
de  sa  projection  sur  le  plan  de  la  base. 

Soit  le  plan  de  bout  aa'b',  dont  la  trace  verticale  est  parallèle 
à  une  des  génératrices  du  contour  apparent. 

Pour  déterminer  la  projection  horizontale  de  la  section,  on 
peut  employer  des  parallèles  du  cône.  Ainsi  le  parallèle  (G,  G') 
fait  connaître  les  points  m  et  m,,  car  sa  projection  verticale 
coupe  la  trace  verticale  a'b'  du  plan  sécant  en  m',  qui  détermine 
m  et  m.. 
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Vraie  yrundcur  de  la  secliun.  En  rabattant  la  section  sur  le 
plan  vertical,  on  a  la  vraie  grandeur  ABC. 

Développement.  Si  l'on  veut  avoir  le  développement  de  la 
surface  conique  et  la  transformée  de  la  section,  on  mène  les 
génératrices  des  points  déterminés  (fig.  317);  ainsi  (s/i,  s'n'), 
{sHi,  s'n')  sont  les  génératrices  des  points  (m,  m')  et  (Wj,  m'). 
l'uis  on  décrit  un  arc  avec  un  rayon  égal  à  la  génératrice  du 
cône;  sur  cet  arc,  on  prend  une  longueur  égale  à  Tare  cjîj.  Sur 
le  rayon  S,Ni  ainsi  déterminé,  on  prend  une  longueur  égale 
à  {sm,  s'm'),  c'est-à-dire  égale  à  la  vraie  grandeur  s'G',  et  l'on 
obtient  le  point  de  la  transformée  qui  correspond  à  (w„  m'). 

380.  Autre  Épure.  Seclion  parabolique. 

Soient  (s,  s']  le  sommet  du  cône  et  PaP'  le  plan  sécant  parallèle  à 
la  génératrice  {sb,  s'b'  )  (fig.  318). 


Fig.  318. 


(o,  o')  est  le  sommet  de  la  parabole;  les  points  (n,  n')  et  (n,,  n') 
appartiennent  aussi  à  la  section. 

Pour  avoir  des  points  intermédiaires,  on  détermine  les  traces,  sur 
le  plan  sécant,  de  quelques  génératrices  ou  de  quelques  parallèles  du 
cône  :  on  peut  mener  une  génératrice  quelconque,  par  exemple  (sij, 
s'g'),  la  projection  m'  détermine  m  et  mj;  ou  peut  auosi  mener  le 
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parallèle  m'I',  et  du  point  s,  comnie  centre,  avec  si  pour   rayon, 
couper  en  m  et  m^  la  droite  de  bout  (m',  mmi.) 

Point  à  l'infini.  Si  une  génératrice  mobile  converge  vers  la  géné- 
ratrice BB,  parallèle  au  plan  sécant  a,  sa  trace  sur  ce  plan  s'éloigne 
indéfiniment,  en  décrivant  la  section.  Celle-ci  a  donc  des  branches 
infinies,  qui  convergent  vers  le  point  I,  situé  à  l'infini  sur  SB. 

Tangente.  La  tangente  en  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
(fig.  318)  est  l'intersection  du  plan  a  avec  le  plan  tangent  au  cône  le 
long  de  la  génératrice  SM. 

La  tangente  au  point  à  l'infini  serait  l'intersection  du  plan  a,  avec 
le  plan  tangent  au  cône  le  long  de  SBI;  mais  ces  deux  plans  sont 
parallèles;  la  tangente  au  point  I  est  donc  rejetée  tout  entière  à 
l'infini. 

Points  d'in/lexion.  D'après  le  théorètne  d'Olivier  (n<"  367  et  368)  les 
points  d'inflexion  sont  donnés  par  les  plans  qui  sont  à  la  fois  tangents 
au  cône  et  perpendiculaires  au  plan  sécant.  Ainsi,  du  sommet  [s,  s'),  il 
faut  abaisser  une  perpendiculaire  s'e'd'  sur  le  plan  sécant;  (d,  d')  est 
la  trace  horizontale  de  cette  perpendiculaire.  Tout  plan  tangent  mené 
par   {sd,  s'd')  détermine  un  point  d'inflexion. 

Par  la  trace  d,  il  faut  mener  les  tangentes  dgt,  dg^  ;  elles  déter- 
minent les  génératrices  [sg,  s' g')  et  {sg^,  s'g'),  qui  passent  par  les 
points  {m,  m')  et  {mi,  m',)oii  la  transformée  présentera  des  inflexions  . 

Développement.  D'un  point  S  comme  centre,  avec  s'a'  pour  rayon. 


il  faut  décrire  un  arc  de  cercle;  prendre  arc  AG  =  arc  a^;  arc  GN 
=  arc gn;  NB  =  arc  nb. 

PuisSO=s'o';  SM=:s'i',  car  s'I'  est  la  vraie  grandeur  de  {sm,  s'm'). 
Le  point  0  est  le  sommet  de  la  transformée.  En  ce  point,  la  tangente 
est  perpendiculaire  à  SOA  ;  M  et  Mj  sont  les  points  d'inflexion.  La 
tangente  en  ces  points  se  détermine  comme  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  la  transformée.  11  suffit  de  prendre  la  tangente  GT 
égale  à  gt,  et  de  joindre  le  point  T  au  point  de  contact  M.  On  obtient 
TME.  On  a  de  même  TiiM,E. 
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Problème. 


381.  Déterminer  la  section  d'un  cône  de  révolution  jmr  un 
plan  de  bout  qui  en  coupe  les  deux  nappes. 

Dans  ce  cas,  la  section  est 
une  hyperbole.  (G.,  n»  849.)  Et 
il  en  est  de  même  de  sa  projec- 
tion horizontale. 

On  peut  déterminer  cette  ,,- 
projection  en  cherchant  le 
point  où  chaque  génératrice 
rencontre  le  plan  sécant,  ou 
bien  en  décrivant  des  paral- 
lèles de  la  surface  de  révolu- 
tion. 

Soit  le  plan  PaP'  coupant  les 
deux  nappes  du  cône  donné;        ,.-— 
les  projections   a'   et   b'   font 
connaître  les  sommets  a  et  & 
de  la    courbe  ;    a'b'   est   Taxe 


Fig.  320, 


transverse  de  l'hyperbole,  sa  projection  ah  est  l'axe  transverse 
de  la  projection  de  la  section. 

Pour  avoir  des  points  autres  que  a  et  b,  on  peut  employer  des 
parallèles  tels  que  i'f  ;  au  point  fc'  correspondent  l  et  k. 
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Points  à  l'infini.  Le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône ,  pa- 
rallèlement au  plan  sécant,  coupe  le  cône  suivant  deux  généra- 
trices SD,  SDj,  parallèles  au  plan  sécant. 

Lorsqu'une  génératrice  mobile  converge  vers  une  de  ces  géné- 
ratrices limites,  sa  trace  sur  le  plan  sécant  s'éloigne  indéfini- 
ment sur  la  section  cherchée.  On  voit  ainsi  que  cette  section 
présente  des  branches  infinies ,  qui  convergent  vers  deux 
points  I,  Ij,  situés  à  l'infini  sur  les  génératrices  SD,  SDi, 

Tangente.  La  tangente  en  un  point  quelconque  M  est  l'inter- 
section du  plan  sécant,  avec  le  plan  tangent  au  cône  le  long  de 
la  génératrice  SM.  Pour  obtenir  sa  projection  horizontale,  on 
mène  à  la  base  du  cône  une  tangente,  par  le  point  situé  sur  la 
génératrice  SM;  cette  tangente  coupe  aP  en  un  point  qu'il  suffit 
de  joindre  à  la  projection  m. 

Asymptotes.  Les  asymptotes  sont  les  tangentes  dont  les  points 
de  contact  sont  à  l'infini  (G.,  662).  On  les  obtient  en  menant 
à  la  courbe  les  tangentes  aux  points  I  et  l^.  Ce  sont  les  inter- 
sections du  plan  sécant,  par  les  plans  tangents  au  cône  le  long 
des  génératrices  SDI,  SDJi.  —  Elles  sont  respectivement  paral- 
lèles à  SD,  SDi,  comme  intersections  de  deux  plans  parallèles 
par  le  plan  sécant.  On  sait  qu'elles  passent  par  le  centre  de 
l'hyperbole  (Géom.,  663).  Enfin,  les  projections  des  asymptotes 
sont  asymptotes  aux  projections  de  la  courbe  (283). 

Pour  construire  leurs  projections  horizontales,  on  peut  donc  : 

1°  Mener  par  le  centre  o  des  parallèles  à  sd  et  sd^. 

2°  Mener  à  la  base  du  cône,  par  les  traces  d,  d^,  des  tan- 
gentes df,  d^g  qui  coupent  aP  aux  points  f,  g  ;  il  suffit  alors  de 
mener  par  ces  points  deux  droites  qui  se  coupent  au  centre  o, 
ou  bien  qui  soient  respectivement  parallèles  à  sd  et  sd^. 

Remarqua.  L'hyperbole  a  été  rabattue  sur  le  plan  horizontal. 

382.  Autre  exemple  (fîg.  321).  En  vue  du  développement  d'un  cône 
coupé  suivant  une  section  hyperbolique,  il  est  utile  de  donner  une 
seconde  épure. 

Le  rabattement  de  la  section  a  eu  lieu  sur  le  plan  vertical.  La  nappe 
supérieure  a  été  limitée  à  un  parallèle  plus  petit  que  celui  qui  termine 
la  nappe  inférieure.  La  projection  horizontale  rend  bien  compte  de 
cette  particularité,  et  les  développements  des  deux  nappes  seront  bien 
distincts  l'un  de  l'autre,  parce  qu'ils  auront  des  rayons  différents. 

383.  Développement.  Admettons  qu'on  ouvre  la  surface  du  cône  sui- 
vant la  génératrice  {sm,  s'm' )  de  contour  apparent.  Chaque  courbe 
transformée  sera  divisée  en  deux  parties  égales  par  la  droite  GASD 
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(fig.  322),  car  le  plan  vertical  mené  par  csd  divise  la  suaface  conique 


Fig.  321. 


el  la  section  en  deux  parties  symétriques. 

La  nappe  inférieure  du  cône  devient  un  secteur  circulaire,  dont  le 
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rayon  SC  (fig.  322)  égale  s' d  (fig.  321).  L'arc  MCMi  égale  la  circon- 
férence dont  se  est  le  rayon.  De  même  NDNj  égale  la  circonférence 
qui  aurait  sd  pour  rayon. 
Pour   avoir  la   transformée,   il  faut  mener  quelques  génératrices 


^ 


'1S 


telles  que  {sji,  s'j'i')  (fig.  321);  prendre  sur  le  développement 
l'arc  CI  =  ci;  puis  SJ  ^=s'j'i,  vraie  grandeur  de  {s/_,  s'/)  ;  d'ailleurs 
SA  =  s'a'  ;  l'arc  CH  =  l'arc  cit. 

11  est  avantageux  de  déterminer  les  asymptotes  de  la  transformée 
(n»  366).  Or  les  génératrices  {si,  s'V)  et  (sZ,,  s'V)  parallèles  aux 
asymptotes  deviennent  SL  et  SLi  lorsqu'on  prend  arc  CL  =  cL  La 
tangente  If  reste  égale  à  elle-même;  il  faut  donc  mener  la  tangente 
LF  =  Z/',  puis  mener  FK  parallèle  à  LS  et  F^K  parallèle  à  LjS. 

La  seconde  nappe  du  cône  est  ouverte  suivant  {sn,  s'n'),  prolonge- 
ment de  (sm,  s'ni').  La  génératrice  {sn,  s'n')  limitera  donc  le  secteur 
et  deviendra  SN,  SN'.  Or  le  sommet  {b,  h')  est  sur  cette  droite;  donc 
il  viendra  en  B  et  B^  avec  SB=s'6',  et  la  courbe  de  la  nappe  supé- 
rieure aura  deux  parties  complètement  séparées  BUR,  BiUiRi,  mais 
symétriques  par  rapport  à  SD. 
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FKO,  FiKOi  sont  aussi  asymptotes  de  la  transformée  BR,  B,Rj. 

384.  Remarques.  I.  Les  branches  BR,  B,Ri  sont  normales  aux 
points  B,  Bj  à  la  génératrice  devenue  SN,  SNj. 

II.  L'aspect  du  développement  est  modifié  lorsqu'on  ouvre  le  cône 
suivant  [csd,  ds'd').  La  courbe  de  la  nappe  supérieure  est  continue; 
elle  devient  RBR2,  avec  SN  pour  axe  de  symétrie. 

Alors  la  transformée  de  la  courbe  de  la  nappe  inférieure  a  dt^ux 
parties  séparées  :  la  branche  AJH ,  puis  une  branche  symétrique  par 
rapport  à  SM. 

Problème. 


385.  Déterminer  la  section  d'un  cône  quelconque  par  un  plan 
quelconque. 

Pour  déterminer  le  point  où  chaque  génératrice  rencontre  le  plan, 
on  procède  comme  pour  la  pyramide  (no248);  puis  on  joint  les  points 
d'intersection  par  un  trait  continu. 

Soient  un  cône  ayant  (s,  s')  pour  sommet,  ab...f  pour  trace  hori- 
zontale, et  un  plan  quelconque  PaP'  (fig.  323). 

Déterminons  directement  le  point  où  quelques  génératrices  ren- 
contrent le  plan. 

Prenons  d'abord  les  génératrices  de  contour  apparent  sur  chaque 
plan  de  projection,  car  la  courbe  est  tangente  à  ces  lignes  au  point  où 
elles  rencontrent  le  plan. 

Employons  les  plans  qui  projettent  verticalement  les  génératrices. 
Le  plan  qui  projette  s'b'  contre  PaP'  suivant  {ij,  i'j');  or  ij  rencontre 
sb  au  point  2;  ainsi  la  génératrice  {sb,  s'b')  rencontre  le  plan  au  point 
(2,  2').  De  même  (se,  s'é)  donne  (.5,  5'). 

Les  génératrices  de  contour  apparent,  en  projection  horizontale, 
sont  coupées  aux  points  (1,  1')  et  (4,  4'). 

Pour  avoir  d'autres  points,  on  pourrait  mener  une  génératrice  quel- 
conque; mais  il  est  plus  utile  de  prendre  celles  qui  sont  déterminées 
par  les  tangentes  menées  à  la  trace  abcd,  parallèlement  à  «P.  Ainsi, 
prenons  se  et  sf,  et  nous  aurons  (3,  3')  et  (6,  6').  Le  plan  langent  au 
cône,  suivant  la  génératrice  se,  coupe  le  plan  horizontal  suivant  une 
droite  cin  parallèle  à  aP;  ce  plan  tangent  coupe  PaP'  suivant  une 
horizontale  (3  k,  3'fc');  donc  la  tangente  au  point  3  est  parallèle  à  aP, 
et  la  tangente  à  la  projection  au  point  3'  est  parallèle  à  xy.  De  même 
pour  l'horizontale  (6Z,  67'). 

Projection  horizontale.  La  projection  horizontale  de  rmtersection 
est  suffisamment  déterminée,  car  on  connaît  six  points  et  les  tangentes 
en  ces  points. 

En  effet,  sa,  sd,  appartiennent  au  contour  apparent.  Les  tangentes 
aux  points  3  et  6  sont  connues;  il  en  est  de  même  aux  points  2  et  5, 
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car  le  plan  projetant  s'bi  de  la  génératrice  limite  est  tangent  au  cône; 


Fig.  323. 
or   W  est  la  trace  horizontale  de  ce  plan;  cette  trace  coupe  aP  au 
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point  i;  donc  i2j   est  tangente   à   la   courbe.  De  même  r5  est  une 
tangente. 

Projection  verticale.  On  connaît  les  tangentes  à  la  projection ,  aux 
points  2',  5',  et  3',  6'.  Pour  les  points  1'  et  4',  il  suffît  de  projeter  sur 
xy  les  traces  horizontales  h,  n  des  tangentes  sa,  sd,  et  l'on  aura  les 
tangentes  h'V  et  n'4'. 

Remarque.  Dans  l'épure,  on  suppose  que  la  partie  supérieure  du 
cône  a  été  enlevée;  dans  le  cas  où  on  la  conserverait,  il  faudrait 
ponctuer  les  arcs  1,6,5,4  et  2',3',4',5'. 

Application. 

386.  Déterminer  les  points  où  une  droite  donnée  rencontre  un 
cône  donné. 


Fig.  324. 

Par  la  droite,  on  fait  passer  un  plan.  On  détermine  rinlerseclion  du 
cône  et  du  plan;  tout  point  commun  à  celte  intersection  et  à  la  droite 
répond  à  cette  question. 

Le  plan  auxiliaire  qui  donne  lieu  à  la  construction  la  plus  sini|ile 
est  le  plan  mené  par  la  droite  et  le  sommet  du  cône,  parce  qu'il  coupe 
celle  surface  suivant  des  génératrices  rectilignes. 

Scient  {ab,  a'b')  et  {s,  s')  la  droite  et  le  cône  donnés. 

Pour  obtenir  le  plan  auxiliaire,  il  faut  mener,  par  le  sommet,  une 
droite  qui  rencontre  [ab,  a'b')  ou  lui  soit  parallèle,  menons  {st,  s't') 
parallèle  à  ÂB. 
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La  trace  horizontale  du  plan  est  déterminée  par  les  traces  tiorizon- 
tales  h  et  t;  or  cdht  donne  les  génératrices  CS,  DS  ;  donc  {m,  m'), 
[n,  n')  sont  les  points  cherchés. 

Remarque.  Quand  la  droite  AB  est  verticale  ou  de  bout,  le  plan 
auxiliaire  coïncide  avec  l'un  des  plans  projetants  des  génératrices 
rencontrées. 

La  méthode  subsiste  ;  et  c'est  elle  en  réalité  que  nous  avons  déjà 
utilisée  aux  n<"  306,  3H,  312,  etc. 

§  III.  —  Surfaces  de  révolution. 

387.  Le  cône  et  le  cylindre  peuvent  être  de  révolution  ;  dans 
ce  cas,  tout  plan  perpendiculaire  à  Taxe  coupe  la  surface  suivant 
un  cercle;  cette  propriété  a  été  utilisée  pour  obtenir  quelques 
points  des  sections  coniques  (n°^  377  et  380);  mais  on  pouvait 
employer  les  génératrices  rectilignes  ;  tandis  que  pour  les  sur- 
faces de  révolution  non  réglées ,  il  faut  recourir  aux  parallèles 
ou  aux  méridiens. 

Toute  section  plane  d'une  sphère  est  un  cercle.  (G.,  n»  543.) 
Ce  cercle  se  projette  suivant  des  ellipses  dont  il  est  facile  de 
déterminer  les  axes. 


Problème. 

388.  Déterminer  la  section  d'une  sphère  par  un  plan  de  bout. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  plan 
sécant  est  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  de  projection,  le  cercle 
de  section  s'y  projette  suivant  un 
diamètre. 

Soient  (c,  c')  et  PaP'  la  sphère 
et  le  plan  donnés. 

La  projection  verticale  de  la  sec- 
tion est  a'b' ;  les  points  A  et  B, 
étant  sur  le  méridien  principal,  se 
projettent  en  a  et  6  sur  le  diamètre 
parallèle  à  xy;  ils  font  connaître 
le  petit  axe  de  l'ellipse;  le  grand 
axe,  perpendiculaire  au  milieu  de 
ab,  égale  le  diamètre  a'b'  de  la 
section.  Il  sufût  de  prendre 

od  =  od^=:o'a'. 


Fig.  325. 
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389.  Remarque.  Lorsque  le  plan  sécant  rencontre  l'équateur 
projeté  en  m'n',  le  point  f  d'intersection  fait  connaître  /"et  /', 
sur  le  contour  apparent.  La  partie  fafi  est  cachée,  puisqu'elle 
est  au-dessous  du  plan  de  l'équateur. 

La  détermination  des  points  /"et  /",  est  très  utile,  car  l'ellipse 
ah  est  tangente  en  ces  points  au  grand  cercle  mit  (n^  302). 

Problème. 

300.  Déterminer  les  projections  de  la  section  d'une  sphère 
par  un  plan  quelconque. 


Fig.  328. 

Pour  ramener  le  problême  proposé  au  cas  particulier  pré- 
cédent (n"  388)  et  déterminer  la  projection  horizontale  de  la 
section,  on  emploie  un  plan  auxiliaire  perpendiculaire  à  la  trace 
horizontale  du  plan  sécant,  on  rabat  ce  plan  sur  le  plan  hori- 
zontal, la  section  se  projette  sur  ce  plan  rabattu  suivant  une 
droite,  dont  la  longueur  est  celle  du  grand  axe  de  la  projection 
cherchée. 
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Soient  PaP'  le  plan  donné  et  {c,  c')  le  centre  de  la  sphère. 
Pour  déterminer  Ja  projection  horizontale,  employons,  par 
exemple,  le  plan  mené  par  le  centre  de  la  sphère,  perpendiculai- 
rement à  PaP'. 

Soit  cp  sa  trace  horizontale. 

Le  centre  {c,  c')  se  rabat  en  G  à  une  distance  cG  égale  à  n'c'. 
Pour  avoir  la  nouvelle  trace  ^0,  on  mène  une  parallèle  à  piFi. 
Du  centre  C,  on  décrit  une  circonférence  avec  le  rayon  de  la 
sphère,  AB  est  le  diamètre  de  la  section  ;  en  projetant  A  et  B 
sur  po,  on  obtient  le  petit  axe  de  la  projection  horizontale.  Pour 
avoir  le  grand  axe,  on  détermine  le  milieu  0  de  AB ,  et  l'on 
prend  od  =  odi  =  A.O. 

Le  diamètre  RS,  parallèle  à  j3c,  fait  connaître  les  points  de 
contact  e,  e^  de  l'ellipse  et  du  grand  cercle. 

Remarques,  l.  On  procède  d'une  manière  analogue  pour 
obtenir  les  axes  de  la  projection  verticale. 

n.  Dans  l'épure,  la  partie  supérieure  de  la  sphère  est  enle- 
vée; la  section  est  complètement  visible  sur  chaque  plan  de 
projection. 

Dans  le  cas  où  la  sphère  serait  conservée,  les  arcs  invisibles 
seraient  eaej  en  projection  horizontale,  et  g'j'g\  en  projection 
verticale. 

Problème. 

391.  Déterminer  les  points  principaux  des  projections  de  la  section 
d'une  sphère  par  un  plan  quelconque. 

Soit  à  déterminer  les  axes,  les  points  antérieur  et  postérieur, 
supérieur  et  inférieur,  et  les  points  latéraux  des  projections  du  cercle 
de  section. 

Comme  surfaces  auxiliaires,  on  peut  employer  des  plans  horizon- 
taux, des  plans  de  front  ou  des  plans  perpendiculaires  à  l'une  des 
traces  du  plan  sécant;  pour  déterminer  la  lonj^ueur  du  petit  axe  de 
chaque  ellipse,  on  peut  employer  soit  les  rotations,  soit  les  rabatte- 
ments.  Nous  allons  recourir  successivement  à  ces  diverses  méthodes. 

Plan  horizontal.  Tout  plan  horizontal  coupe  la  sphère  suivant  un 
cercle,  et  le  plan  donné  PaP'  suivant  une  horizontale;  les  points 
communs  à  la  circonférence  et  à  l'horizontale  appartiennent  à  l'inter- 
section demandée.  Ainsi  le  plan  horizontal  mené  par  le  centre  {o,  a') 
de  la  sphère  fait  connaître  les  points  (1,  1')  situés  sur  le  contour 
apparent  horizontal. 

Le  plan  horizontal  mené  par  [c,  c')  centre  de  la  section  (on  va 
indiquer  la  détermination  de  ce  point]  donne  le  parallèle  ayant  oe 
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pour  rayon  et  l'horizontale  {cd,  c'd').  On  obtient  les  points  (3,  3'). 
La  ligne  3-3  est  le  grand  aie  de  la  projection  horizontale,  car  le 


Fig.  327. 

diamètre  parallèle  à  iP  se  projette  en  vraie   grandeur  sur  le  plan 
horizontal. 

Plan  de  front.  Tout  plan  de  front  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle 
projeté  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  vertical  et  coupe  PaP'  suivant 
une  ligne  de  front.  Ainsi  le  plan  du  méridien  principal  donne  la  frontale 
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{ok,  k'W)  et  les  points  (A,  4').  En  projection  verticale,  les  points  4' 
sont  sur  le  contour  apparent. 

Plan  perpendiculaire  à  une  des  traces  de  PaP'.  Le  plan  projetant 
govv'  mené  par  le  centre  de  la  sphère  fait  connaître  la  direction  du 
petit  axe  de  la  projection  horizontale;  le  plan  il'l  dont  la  trace  verti- 
cale i'o'V  passe  par  le  centre  o'  de  la  sphère,  et  est  perpendiculaire 
à  aP',  fait  connaître  la  direction  du  petit  axe  de  la  projection  verti- 
cale. 

Rotation.  Pour  avoir  2-2,  nous  pouvons  amener  le  plan  govv'  à  être 
parallèle  au  plan  vertical,  par  une  rotation  effectuée  autour  d'un  axe 
vertical  mené  par  le  centre  o.  Les  points  {g,  g')  et  {v,  v')  deviennent 
{9i>  9 \)  etC^i,  v\)\  d'ailleurs  g'v'  et  g\v\  coupent  l'axe  au  même 
point  h',  La  droite  g\v\  coupe  la  sphère  aux  points  (2i,  2'^);  on 
obtient  ainsi  les  points  (2,2'),  et  2-2  est  le  petit  axe  de  la  projection 
horizontale,  2'-2'  est  un  diamètre  de  la  projection  verticale;  donc  le 
point  milieu  (c,  c')  est  le  centre  de  la  section. 

Rabattement.  Pour  déterminer  le  petit  axe  de  la  projection  verticale, 
rabattons  le  plan  ll'i',  soit  sur  le  plan  vertical,  soit  sur  le  plan  du  mé- 
ridien principal,  afin  de  ne  pas  sortir  des  limites  de  l'épure.  Le  point 
n'  situé  sur  la  ligne  4' — 4'  du  méridien  principal  ne  varie  point;  pour 
avoir  L,  il  suffit  de  prendre  l'L=^lp,  car  tel  est  l'éloignement  du 
point  {l,  V)  au  plan  du  méridien  principal;  de  même  i'l=iq;  d'ail- 
leurs LI  doit  passer  par  n'.  Les  points  M  déterminent  5'. 

Points  particuliers.  En  projection  horizontale,  les  points  2  et  3  sont 
les  sommets  de  l'ellipse,  les  points  5  sont  le  point  antérieur  et  le  point 
postérieur  :  on  déterminerait  les  points  latéraux  6  comme  il  a  été  in- 
diqué précédemment  (n"  226);  d'ailleurs  ces  deux  points  sont  aux 
extrémités  d'un  même  diamètre.  Les  points  1  sont  sur  le  contour 
apparent,  enfin  (7,  7')  est  un  point  quelconque  donné  par  le  plan 
horizontal  qui  a  fourni  l'un  des  points  6. 

En  projection  verticale,  on  a  pris  (8' — 8')  =  (3 — 3),  et  les  points 
5'  et  8'  sont  les  sommets,  etc.  On  connaît  aussi  les  tangentes  relatives 
aux  divers  points  déterminés'. 

Application. 

392.  Déterminer  les  points  d'intersection  d'une  droite  et 
d'une  sphère. 

l^""  Moyen  :  Emploi  d'un  plan  auxiliaire.  Par  la  droite 
donnée  on  fait  passer  un  plan,  on  cherche  l'intersection  de  la 
sphère  et  du  plan  ;  les  points  communs  à  cette  circonférence  et 
à  la  droite  sont  les  points  demandés. 

*  Dans  les  épures  de  concoors,  on  supprime  la  plupart  des  lignes  de  con- 
struction. 
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(a)  Emploi  d'un  des  plans  projetants  de  la  droite. 

Soient  (c,  c*)  et  (ab,  a'b')  la 
sphère  et  la  droite  données. 

Le  plan  qui  projette  la  droite 
sur  le  plan  horizontal  coupe  la 
sphère  suivant  un  petit  cercle 
dont  le  centre  se  trouve  sur  le 
plan  de  l'équateur;  car  celui-ci 
divise  en  deux  parties  égales 
tout  cercle  déterminé  dans  la 
sphère  par  un  plan  vertical. 

Pour  obtenir  les  points  d'in- 
tersection, il  suffit  de  rabattre 
le  plan  projetant. 

On  peut  le  rabattre  sur  le  plan 
de  l'équateur.  Le  point  {h,  h') 
où  la  droite  donnée  rencontre 
le  plan  de  l'équateur  ne  change 
pas,  {b,  b')  se  rabat  sur  une 
perpendiculaire  6B  égale  à  la  distance  verticale  b'd' ;  le  petit 
cercle,  déterminé  par  le  plan  projetant,  tourne  autour  de  son 
diamètre  ij.  Il  coupe  la  droite  rabattue  ^B  en  E,  F;  donc  on 
obtient  e,  f,  sur  ab,  puis  e',  f. 

cercle.  Par  la  droite 
donnée,  on  fait  passer  le 
plan  d'un  grand  cercle, 
que  l'on  rend  parallèle  à 
l'un  des  plans  de  projec- 
tion, en  le  faisant  tour- 
ner, par  exemple,  autour 
de  son  diamètre  horizon- 
tal. Les  intersections  de 
la  droite  rabattue  et  de 
l'équateur,  avec  lequel 
coïncide  le  grand  cercle 
rabattu,  sont  les  rabat- 
tements des  points  de- 
mandés. 

Le  diamètre  horizon- 
tal ,  devant  servir  d'axe 
de  rotation,  est  déter- 
miné par  le  centre  (c,  c') 


(b)    Emploi   du  plan   d'un   grand 


g-t»^ 


Fig.  329. 
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(fig.  329)  et  par  la  trace  (a,  a')  de  la  droite  sur  le  plan  de 
l'équateur.  Un  plan  quelconque  {b,  b')  se  rabat  en  B,  en  prenant 
bbi  =  nb'  et  dB=zdbi  {n°  173).  La  droite  rabattue  aB  coupe 
l'équateur  en  E,  F;  ce  qui  détermine  e,  f,  puis  e',  f. 

393.  V  Moyen.  Cône  auxiliaire.  Menons  a'e'  et  b'd'.  Considérons 
le  cône  circulaire  qui 
aurait  pour  base  l'équa- 
teur de  la  sphère,  et  dont 
le  sommet  [s,^),  projeté 
verticalement  à  l'inter- 
section des  droites  a'e'  et 
h'd',  serait  dans  le  plan 
du  méridien  principal. 
Ce  cône  sortirait  de  la 
sphère  suivant  le  petit 
cercle  de  diamètre  a'b' 
(  G.,  exercice  781  ) ,  que 
détermine  le  plan  de  bout 
a'b'.  Ainsi  la  droite  AB 
est  projetée  sur  le  plan 
V,  par  un  plan  qui  coupe 
la  sphère  et  le  cône  sui- 
vant la  même  courbe; 
donc  cette  droite  ren- 
contre les  deux  surfaces 
aux  mêmes  points,  et  le 
problème  proposé  revient 
à  la  question  connue: Dé- 
terminer les  points  d'in- 
tersection d'une  droite 
(ab,  a'b')  et,  d'un  cône 
(sdle,  s'd'e')  (n"  386). 

Par  la  droite  et  le  som- 
met on  fait  passer  un 
plan;  ce  plan  coupe  le 
cône  suivant  deux  géné- 
ratrices rectilignes  dont  les  points  d'intersection  par  la  ligne  donnée 
répondent  à  la  question. 

Épure  :  Pour  avoir  la  trace  du  plan  auxiliaire  sur  le  plan  de 
l'équateur,  menons  {sa,  s'a')  et  (sb,  s'b');  ces  droites  rencontrent  le 
plan  de  l'équateur  en  f  et  g,  donc  fg  est  la  trace  cherchée  ;  d'ailleurs 
cette  ligne  doit  passer  par  la  trace  i  de  la  droite  donnée. 

Le  plan  auxiliaire  coupe  l'équateur  en  h  et  k,  ce  qui  détermine  les 
génératrices  {sh,  s' h')  et  {sk,  s'k'),  et  ces  Ugnes  sont  coupées  par 
(ab,  a'b')  en  {m,  m')  et  (n,  n'].  Ainsi  M  et  N  sont  les  points  où  la 
droite  donnée  rencontre  la  sphère. 


Fig.  330. 
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On  détermine  directement  chaque  projection  m  et  »»',  et  les  deux 
points  doivent  être  sur  une  même  ligne  de  rappel*. 

Remarques.  I.  Le  l"  moyen  ne  s'applique  qu'à  la  sphère,  tandis 
que  le  second  s'applique  à  toutes  les  surfaces  du  second  deerré  :  ellip- 
soïdes, hyperboloïdes,  paraboloïdes(G.,  n""  8o9  à  Sfifi). 

H  La  solution  peut  être  présentée  d'une  manière  à  la  fois  claire 
et  concise,  dans  le  système  de  la  projection  conique  (n»  622). 

IIL  II  est  indifférent  de  projeter  coniquement  la  droite,  soit  sur  Véqua- 
teur,  comme  on  vient  de  l'indiquer,  soit  sur  le  méridien  principal. 

IV.  Toutes  les  méthodes  précédentes  subsistent  quand  la  droite  AB 
est  verticale  ou  de  bout.  Ces  cas  particuliers  font  l'objet  des  n<"  317, 
318,  etc. 

Problème. 

394.  Déterminer  la  section  d'un  hyperboloîde  de  révolution  par  un 
plan  de  bout. 

Soient  le  plan  PaP'  et  l'hyper- 
boloïde  défini  par  son  axe  (a,  a'b], 
et  une  génératrice  {cd,  c'd']. 

Pour  obtenir  un  point  de  la  sec- 
tion, menons  un  parallèle;  pour 
cela,  coupons  la  surface  par  un  plan 
horizontal  e'f;  ce  plan  coupe  la 
génératrice  au  point  (e,  e*);  donc 
ae  est  le  rayon  du  parallèle;  par 
suite,  g'  fait  connaître  deux  points 
de  la  section  g  et  gj.  On  opère  de 
même  pour  déterminer  d'autres 
points**. 

Remarque.  Lorsque  la  généra- 
trice {cd,  c'd')  est  parallèle  au  plan 
vertical,  a'dd'  est  l'angle  que  les 
génératrices  font  avec  le  plan  ho- 
rizontal. En  désignant  par  p  ret 
angle  et  par  a  celui  que  le  plan 
sécant  fait  avec  le  plan  horizontal , 
on  a  les  résultats  suivants  : 

Lorsque  a  est<p,  la  section  est 
une  ellipse. 

Pour  a  =  3i  c'est  une  parabole. 

El  quand  aest>3,  la  courbe  obtenue  est  une  hyperbole. 

*  L'emploi  du  cône  auxiliaire,  constituant  un  moyen  beaucoup  plus  général 
que  celui  (l'une  section  clrcnlaire,  ne  tardera  pas,  croyons-nous,  à  être  enseigné 
par  tous  les  auteurs. 

**  La  détermination  des  axes  exige  des  développement*  plus  étendus  que 
ceux  qu'il  convient  de  donner  dans  ces  éléments.  (  Voir  exercice  523.) 


Fig.  331. 
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SECTIONS      PLANES 


Cylindre  et  cône. 

603.  Détenniner  la  section  d'un  cylindre  de  révolution  vertical  par  les  plans 
bissecteurs. 

504.  Déterminer  la  section  d'un  cylindre  quelconque  par  un  plan  mené  par 
xy  et  un  point  donné. 

505.  Déterminer  la  section  droite  d'un  cylindre  quelconque,  développer  la 
surface  cylindrique  comprise  entre  la  section  droite  et  le  plan  horizontal; 
mener  la  tangente  à  la  transformée,  en  un  point  donné. 

506.  Un  cylindre  quelconque  est  coupé  par  un  plan  quelconque,  déterminer 
le  point  d'intersection  pour  lequel  la  tangente  à  la  courbe  obtenue  est  paral- 
lèle à  une  droite  donnée. 

507.  Déterminer  les  points  extrêmes  à  droite  et  à  gauche  d'une  section  cylin- 
drique. 

508.  A  la  transformée  obtenue  par  le  développement  d'une  surface  cylin- 
drique, mener  une  tangente  qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Entre  quelles  limites  peut  varier  l'inclinaison  de  cette  tangente  par  rapport 
aux  génératrices  du  cylindre  ? 

509.  Un  cylindre  de  révolution,  de  rayon  donné,  a  pour  axe  la  ligne  de  terre  ; 
il  est  coupé  par  un  plan  dont  les  traces  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre 
sur  l'épure  ;  l'une  d'elles  fait  avec  xy  un  angle  de  30»  ;  quelles  sont  les  projec- 
tions de  l'intersection? 

510.  On  donne  un  cône  oblique  à  base  circulaire;  la  droite  qui  joint  le  som- 
met au  centre  de  la  base  est  parallèle  au  plan  vertical;  par  suite,  les  généra- 
trices de  contour  apparent  s'a'  et  s'b'  sont  aussi  parallèles  à  ce  plan  de  pro- 
jection. Quelle  est  la  section  de  ce  cône  par  le  plan  de  bout  qui  fait  avec  s'a' 
le  même  angle  que  a'b'  fait  avec  xyf 

Déterminer  la  vraie  grandeur  de  la  section. 

511.  On  donne  un  cône  ayant  son  sommet  sur  le  plan  vertical  et  sa  base  cir- 
culaire sur  le  plan  horizontal  ;  le  centre  de  cette  base  est  sur  la  ligne  de  terre  ; 
on  demande  de  placer  sur  ce  cône  une  circonférence  de  rayon  donné ,  dont  le 
plan  ne  soit  pas  parallèle  à  la  base  du  cône. 

512.  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  par  un  plan  de  bout. 
Trouver  la  vraie  grandeur  de  la  section;  développer  le  tronc  de  cône;  déter- 
miner les  points  d'inflexion  de  la  transformée  obtenue,  et  la  tangente  en  un 
point  de  cette  courbe. 
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513.  Déterminer  la  section  d'un  cône  de  révolution  par  un  plan  de  bout  qui 
rencontre  les  deux  nappes  ;  déterminer  la  vraie  grandeur  de  la  section ,  ainsi 
que  le  développement  du  cône,  les  points  d'inflexion  et  les  asymptotes  de  la 
transformée. 

614.  Déterminer  la  section  d'un  cône  de  révolution,  ayant  pour  axe  la  ligne 
de  terre ,  par  un  plan  parallèle  à  xy  et  également  Incliné  sur  chaque  plan  de 
projection. 

615.  Déterminer  la  section  plane  d'un  cône  quelconque  par  un  plan  de  bout; 
développer  le  cône,  en  considérant  la  surface  donnée  comme  une  pyramide 
d'un  grand  nombre  de  côtés. 

616.  1»  Déterminer  la  section  d'un  cône  de  révolution,  h  axe  vertical,  par 
■un  plan  quelconque  ne  rencontrant  qu'une  seule  nappe  ;  2»  déterminer  le  contour 
apparent  de  la  surface  de  révolution  engendré  par  le  périmètre  de  la  section , 
en  tournant  autour  de  l'axe  du  cône. 

617.  Un  cône  de  révolution  a  son  axe  vertical  ;  sa  hauteur  égale  le  rayon  du 
cercle  de  base,  et  ce  cercle  est  tangent  à  xj/ .-  on  demande  la  vraie  grandeur 
de  la  section  de  ce  cône  par  un  plan  de  front  tangent  à  la  circonférence  de 
base. 

Ellipsoïde.  —  Paraboloïde  elliptique.  —  Hyperboloïde 
à  une  nappe. 

618.  Déterminer  les  sections  circulaires  d'un  cône  droit  à  base  elliptique. 

619.  Déterminer  la  direction  des  sections  circulaires  :  1»  d'un  ellipsoïde  à  trois 
axes  Inégaux  ;  2"  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  à  trois  axes  inégaux. 

520.  Déterminer  les  sections  circulaires  d'un  paraboloïde  elliptique. 

521.  Couper  un  paraboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical,  par  un 
plan  qui  détermine  une  section  dont  la  projection  horizontale  soit  circulaire. 

522.  Déterminer  la  section  d'un  hyperboloïde  de  révolution  par  un  plan  mené 
par  le  centre  du  collier,  et  dont  l'inclinaison,  sur  le  plan  horizontal,  égale  l'In- 
clinaison des  génératrices  par  rapport  à  ce  plan  horizontal. 

523.  Déterminer  les  axes  de  la  section  elliptique  de  l'hyperboloïde  de  révo- 
lution à  une  nappe. 

524.  Déterminer  une  section  parabolique  d'un  hyperboloïde  de  révolution. 

626.  Déterminer  la  section  d'un  hyperboloïde  de  révolution  par  un  plan  qui 
coupe  les  deux  nappes. 

526.  Déterminer  la  section  d'une  surface  de  révolution  par  un  plan  quel- 
conque. 

Projection  d'une  section  plane  sur  une  autre  section. 

627.  Déterminer  le  sommet  de  chacun  des  cônes  que  l'on  peut  mener  par 
deux  cercles  d'une  même  sphère. 

528.  On  donne  une  section  plane  quelconque  d'une  sm-faee  do  révolution  du 
second  degré;  projeter  couiquemeut  cette  section  suivant  un  cercle. 
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629.  On  donne  une  section  plane  d'une  surface  quelconque  du  second  degré , 
ainsi  que  les  deux  projections  d'une  section  horizontale  de  cette  même  surface  ; 
projeter  coniquement  la  première  section  donnée,  de  manière  à  obtenir  une 
courbe  semblable  à  celle  de  la  section  horizontale. 

530.  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  et  un  plan  sécant;  déterminer  le 
contour  apparent  du  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde,  suivant  le  périmètre  de  la 
section  de  la  surface  courbe  par  le  plan  donné. 

531.  Un  ellipsoïde  est  coupé  par  un  plan  quelconque,  déterminer  le  sommet 
du  cône  circonscrit  à  la  surface  suivant  le  périmètre  de  la  section  obtenue, 
ainsi  que  le  sommet  du  cône ,  qui  i)ermet  de  projeter  la  section  sur  l'équateur. 

532.  Un  par-aboloïde  elliptique  ,  donné  par  ses  paraboles  principales,  est  coupé 
par  un  plan  de  bout  ;  projeter  la  section  elliptique  obtenue  sur  la  parabole  prin- 
cipale qui  est  horizontale. 


Paraboloïde  hyperbolique.  —  Gonoïde.  —  Hélicoïde. 

633.  Déterminer  la  section  d'un  paraboloïde  hyperbolique  par  un  plan  verti- 
cal quelconque  ;  on  suppose  que  le  paraboloïde  est  donné  par  ses  paraboles 
principales. 

534.  Mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné  et  qui  soit  tangent  à  un  pa- 
raboloïde hyperbolique,  défini  par  ses  sections  principales.  Détei'miner  ainsi  la 
section  de  cette  surface  par  le  plan  tangent  que  l'on  demande. 

635.  Déterminer  la  section  d'un  paraboloïde  hyperbolique  par  un  plan  quel- 
conque lorsque  la  surface  est  donnée  par  ses  paraboles  principales. 

536.  1°  Déterminer  les  traces  de  la  surface  engendrée  par  une  horizontale 
qui  glisse  sur  deux  lignes  de  front  non  situées  dans  un  même  plan. 

637.  Un  paraboloïde  est  engendré  par  une  horizontale  qui  glisse  sur  deux 
lignes  de  front  ;  déterminer  les  sommets  du  paraboloïde,  les  sections  principales 
de  cette  surface  ainsi  que  la  section  par  un  plan  perpendiculaire  à  xy. 

638.  Déterminer  la  section  d'un  paraboloïde  hyperbolique  par  un  plan  quel- 
conque lorsque  la  surface  courbe  est  donnée  par  ses  traces  et  par  le  sommet  où 
se  coupent  les  projections  des  génératrices  rectilignes. 

539.  Déterminer  la  section  d'un  conoïde  droit  par  un  plan  parallèle  à  la 
directrice  rectiligne  du  conoïde. 

540.  Déterminer  la  section  d'un  hélicoïde  normal,  à  génératrices  rectilignes 
illimitées,  lorsque  le  plan  sécant  est  oblique  par  rapport  à  l'axe  de  la  surface 
courbe.  On  admet  que  l'axe  de  l'héllcoïde  est  une  droite  de  bout,  et  que  le  plan 
sécant  est  vertical. 

541.  Déterminer  la  section  d'un  hélicoïde  gauche  :  1°  par  un  plan  horizontal  ; 
2»  par  un  plan  de  front;  3»  mener  un  plan  tangent  en  un  point  donné  de 
l'hélicoïde. 

542.  Déterminer  la  projection  cylindrique  d'une  hélice  sur  nn  plan  parallèle 
à  son  axe,  lorsque  les  projetantes  sont  perpendiculaires  à  cet  axe,  mais  obliques 
par  rapport  au  plan  de  projection. 

543.  Par  le  point  milieu  d'une  spire  d'une  hélice  cylindrique,  on  mène  une 
tangente  à  l'hélice,  et  par  chaque  point  de  la  spire  on  mène  une  parallèle  à  1» 
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tangente  ainsi  menée  ;  déterminer,  sur  un  plan  perpendiculaire  h  l'axe  de  l'hé- 
lice, la  trace  de  la  surface  cylindrique  ainsi  engendrée.  —  La  trace  est  une 
cycloïde.  (  G.,  n»  885.  ) 

544.  Un  cône  a  pour  directrice  une  hélice  cylindrique,  le  sommet  est  en  un 
point  de  l'axe  de  l'hélice  ;  déterminer  l'intersection  de  ce  cône  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'ase  de  l'hélice.  —  On  obtient  une  spirale  hyperbolique. 


Sections  du  tore. 


545.  Déterminer  la  section  d'un  tore  par  un  plan  parallèle  au  plan  vertical, 
et  tangent  en  un  point  du  cercle  de  gorge. 

54C.  Indiquer  les  diverses  sortes  de  fectlons  que  donne  un  plan  de  front,  en 
coupant  un  tore,  et  les  deux  sphères  inscrites  qui  ont  pour  grand  cercle  prin- 
cipal les  cercles  mêmes  du  méridien  du  tore. 

547.  Déterminer  la  section  d'un  tore  par  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
vertical,  et  tangent  au  cercle  générateur. 

548.  Déterminer  la  section  d'un  tore  par  un  plan  P*  perpendiculaire  au  plan 
vertical  et  bi- tangent  an  tore. 

549.  Déterminer  la  section  d'un  tore  par  un  plan  quelconque. 

650.  Déterminer  la  section  d'un  tore  elliptique  par  un  plan  bi- tangent;  indi- 
quer la  nature  de  la  section. 

551.  Déterminer  le  contour  apparent  d'un  tore  engendré  par  une  circonfé- 
rence tournant  autour  d'un  axe  non  situé  dans  son  plan,  mais  parallèle  à  ce 
plan. 

Couper  ensuite  le  tore  par  un  plan  bl- tangent. 

552.  Déterminer  la  section  d'un  tore  parabolique  par  nn  plan  bi-tangent.  Le 
tore  est  engendré  par  une  parabole  tournant  autour  de  sa  directrice,  ou  autour 
d'un  axe  parallèle  à  cette  ligne  et  situé  dans  le  plan  de  la  courbe. 

553.  Déterminer  la  section  d'un  tore  hyperbolique  par  un  plan  bi  -  tangent. 
L'hyperbole  tourne  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  parallèle  à  l'axe 

non  transverse  de  la  courbe. 

554.  Déterminer  la  section  d'un  tore  engendré  par  une  parabole  tournant 
autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  parallèle  à  l'axe  de  la  courbe ,  par  un 
plan  perpendiculaire  au  méridien  principal  de  la  surface  de  révolution. 

555.  Déterminer  l'Intersection  d'un  tore  engendré  par  une  hyperbole  en  tour- 
nant autour  d'un  axe  parallèle  à  l'axe  transverse  de  la  courbe  et  situé  dans 
son  plan,  par  un  plan  perpendiculaire  au  méridien  principal  et  passant  par  le 
centre  du  tore.  Mener  la  tangente  en  un  point  de  l'intereection. 

556.  On  fait  tourner  une  lemniscate  de  Gerono  (voir  exercice  404)  autour 
d'un  axe  oz  situé  dans  son  plan,  mené  par  le  centre  de  la  courbe,  perpendicu- 
laire à  l'axe  transverse  de  la  lemniscate  ;  puis  le  tore  est  coupé  par  le  plan  de 
bout,  que  l'on  mène  par  une  tangente  à  la  courbe  méridienne  au  point  double  : 
déterminer  la  projection  de  la  section  sur  le  plan  horizontal  et  sur  un  plan  de 
profil.  —  Les  tangentes  au  point  double  sont  bissectrices  des  axes  de  la  courbe. 
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INTERSECTION  D'UNE  DROITE  ET  D'UNE  SURFACE  COURBE 
Cylindre.  —   Cône.  —  Ellipsoïde. 

557.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  nn  cylindre  de  révolution 
qui  a  pour  axe  la  ligne  de  terre,  et  dont  le  rayon  est  donné. 

558.  Déterminer  les  points  où  une  droite  donnée  rencontre  un  cylindre  dont 
on  connaît  la  trace  horizontale  et  la  direction  des  génératrices. 

559.  Déterminer  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  cylindre  de 
révolution,  donné  par  son  rayon  et  les  projections  de  son  axe,  sans  recourir  à 
la  trace  de  ce  cylindre. 

560.  On  donne  deux  droites  AB  et  CD,  trouver  sur  AB  un  point  qui  soit  à 
une  distance  donnée  l  de  la  droite  CD. 

661.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  nn  cône  donné  par  sa 
trace  horizontale  et  par  son  sommet. 

562.  Un  cône  est  donné  par  les  deux  projections  de  son  sommet  et  par  celles 
d'une  de  ses  sections  planes;  déterminer  les  points  d'intersection  de  ce  cône  et 
d'une  droite  donnée. 

563.  Déterminer  les  points  où  une  droite  donnée  rencontre  une  sphère. 

564.  Déterminer  les  points  d'intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  et 
d'une  droite  qui  passe  par  le  centre  de  la  surface. 

565.  Déterminer  les  points  d'intersection  d'un  ellipsoïde  scalène  et  d'une 
droite  menée  par  le  centre  de  la  surface. 

566.  Trouver  l'intersection  d'une  droite  quelconque  et  d'un  ellipsoïde  de  révo- 
lution. 

567.  Une  ellipse  tourne  autour  d'un  axe  de  rotation  parallèle  à  un  des  axes 
de  la  courbe  et  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  l'ellipse  ;  déter- 
miner les  points  d'intersection  d'une  droite  donnée  et  de  l'ellipsoïde  engendré 
par  la  rotation  de  l'ellipse. 

568.  Déterminer  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  .'i 
trois  axes  inégaux. 

569.  Déterminer  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  de 
révolution  en  recourant  à  la  section  diamétrale  menée  par  la  ligne  donnée. 

570.  Un  ellipsoïde  est  donné  par  ses  trois  axes;  déterminer  les  points  où  cette 
surface  est  rencontrée  par  une  droite  donnée,  mais  sans  tracer  ni  l'eUipse  méri- 
dienne ni  l'ellipse  de  l'équateur. 

Hjrperboloïdes.  —  Paraboloîdes.  —  Hélîcoîdes. 

571.  Trouver  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  hyperboloïde  de 
révolution  à  une  nappe. 

572.  Déterminer  les  points  d'intersection  d'une  droite  quelconque  et  d'un 
hyperboloïde  à  trois  axes  inégaux. 
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873.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  un  hyperboloTde  à  deux 
nappes,  à  trois  axes  inégaux. 

574.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  un  parabololde  de  révo- 
lution. 

575.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  un  parabololde  elliptique. 

576.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  un  parabololde  elliptique 
dont  l'axe  est  horizontal. 

877.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  un  parabololde  hyperbo- 
lique donné  par  ses  paraboles  principales. 

878.  Déterminer  les  points  où  une  droite  rencontre  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique donné  par  ses  traces  et  par  son  sommet. 

679.  Déterminer  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  tore. 

580.  Déterminer  les  pointa  où  un  conolde  elliptique  est  rencontré  par  une 
droite  : 

l»  Parallèle  au  plan  directeur; 

2»  Parallèle  à  la  base; 

3"  Quelconque,  par  rapport  à  la  base  et  au  plan  directeur. 

681.  Déterminer  les  points  d'Intersection  d'an  héllcoïde  quelconque  et  d'une 
parallèle  à  l'axe. 

882.  Déterminer  les  points  d'Intersection  d'un  héUcoïde  quelconque  et  d'une 
droite  perpendiculaire  à  l'axe,  mais  qui  ne  rencontre  pas  cette  ligne. 


Enroulement  des  surfaces  planes  sur  le  cylindre  ou  sur  le  cône. 


683.  Un  carré  étant  donné,  on  le  replie  de  manière  à  former  une  surface 
cylindrique  ayant  pour  périmètre  de  la  section  droite  une  des  diagonales  du 
caiTé  ;  quelle  est  la  projection  de  cette  figure  sur  un  plan  parallèle  à  la  diago- 
nale génératrice  : 

1»  Cette  diagonale  devant  diviser  la  projection  en  deux  parties  égales; 

2»  Cette  diagonale  devant  appartenir  au  contour  apparent. 

Mener  la  tangente  en  un  point  donné  de  la  projection  verticale. 

584.  Sur  un  cylindre  de  révolution  vertical,  on  enroule  un  cercle  dont  le 
diamètre  égale  la  circonférence  du  cylindre.  Déterminer  la  projection  verticale 
de  la  figure  obtenue,  et  mener  la  tangente  en  un  point  donné  de  cette  courbe. 

585.  On  enroule  une  hyperbole  équilatère  sur  un  cylindre  de  révolution,  de 
m.inière  qu'une  des  asymptotes  soit  sur  une  génératrice;  quelle  est  la  projection 
de  la  figure  sur  un  plan  par.iUèle  ù  l'axe  du  cylindre? 

686.  On  enroule  une  hyperbole  quelconque  sur  un  cylindre  de  révolution,  de 
manière  que  l'axe  non  transverse  de  la  courbe  soit  sur  une  génératrice;  déter- 
miner la  projection  de  la  figure  sur  un  plan  parallèle  à  l'axe  du  cylindre. 

587.  On  donne  un  cylindre  vertical,  ainsi  que  deux  points  hors  du  cylindre; 
nn  fil  joint  les  deux  points  en  entourant  complètement  le  cylindre;  on  demande 
les  projections  du  fil  minimum. 

888.  Sur  un  cône  de  révolution,  quel  est  le  chemin  minimum  à  parcourir,  en 
coupant  toutes  les  génératrices,  pour  aller  d'an  point  donné  &  nn  second  point 


EXERCICES  283 

situé  sur  la  même  génératrice  que  le  premier  ?  Mener  la  tangente  en  un  point 
donné  de  la  courbe  obtenue. 

589.  Sur  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  dont  les  rayons 
des  deux  bases  sont  r  et  r' ,  on  demande  de  tracer  une  ligne  qui  Joigne  les  extré- 
mités d'une  génératrice  en  faisant  trois  fois  le  tour  du  tronc,  et  de  telle  sorte 
que  cette  ligne  soit  le  plus  courD  chemin  entre  les  deux  extrémités. 

590.  On  trace  une  figure  quelconque  sur  un  plan,  nn  cercle,  par  exemple; 
enrouler  cette  surface  sur  un  cône  donné,  en  regardant  un  point  donné  du  plan 
de  la  figure  tracée  comme  correspondant  au  sommet  du  cône  ;  mener  la  tan- 
gente à  la  courbe. 

591.  Développer  l'hélicoïde  développable. 

Voir  en  outre  le  chapitre  complémentaiie  ;  rruhitintu  sur  la  a^liére,  ù  la  ûa 
de  la  deuxième  partie. 


CHAPITRE   V 

INTERSECTION    DES    SURFACES  * 


Fig.  332. 


Introduction. 

395.  Lorsque  deux  surfaces  se  coupent,  il  y  a  pénétration  ou  arra- 
chement. 

1"  Pénétration.  11  y  a  pénétration 
lorsque  l'une  des  surfaces  a  toutes 
ses  génératrices  coupées. 

L'intersection  se  compose  de  deux 
lignes  séparées  :  l'une  se  nomme 
courbe  d'entrée,  et  l'autre  courbe  de 
sortie. 

Exemple  (fig.  322).  Toutes  les  gé- 
nératrices du  cône  étant  coupées,  il 
y  a  pénétration  du  cône  dans  le  cy- 
lindre. L'intersection  se  compose  des 
courbes  séparées  AB  et  CD. 

2°  Arrachement.  11  y  a  arrache- 
ment lorsque  chaque  surface  a 
des  génératrices  non  coupées. 

L'intersection  ne  se  compose 
que  d'une  seule  ligne;  les  courbes 
d'entrée  et  de  sortie  ne  forment 
plus  qu'une  courbe  continue. 

Exemple  (fig.  333).  Quelques 
génératrices  de  chaque  surface 
ne  sont  pas  coupées  ,  donc  il  y  a 
arrachement  :  ABCD  est  la  courbe 
commune  au  cône  et  au  cylindre. 

3»  Intersection  à  point  double.  Lorsque  la  courbe  d'entrée  et  la  courbe 
de  sortie  ont  un  point  commun  et  que  les  deux  surfaces  données  ont 
même  plan  tangent  en  ce  point,  on  obtient  un  cas  intermédiaire  que 
l'on  rapporte  soit  à  la  pénétration ,  soit  à  l'arrachement ,  mais  de  pré- 
férence à  ce  dernier. 

Exemple  (fig.  334).  Si  le  cône  et  le  cylindre  admettent  un  plan  tan- 
gent commun  au  point  E,  les  deux  courbes  d'entrée  et  de  sortie  se 
réunissent  en  ce  point  E. 

La  ligne  corUinue,  à  point  double,  serait  ABEDCEA. 

•  Ce  chapitre  n'appartient  pas  au  programme  de  l'Enseignement  secondaire 
moderne  (Ittyi),  mai»  nvu  étude  n'eu  est  pas  moins  nécessaire. 


Fig.  333. 
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396.   Détermination  de  l'intersection.  Powr  auoir  Un  poillt  de  l'inter- 

section  de  deux  surfaces  doiinées , 
on  a  recours  à  une  surface  auxi- 
liaire, qui  rencontre  chaque  surface 
donnée  suivant  une  ligne  facile  à 
déto'miner ;  tout  point  conunun  à 
ces  lignes  appartient  à  l'intersec- 
tion demandée. 

On  cherche,  autant  que  possible, 
à  obtenir  pour  intersections  des 
droites,  ou  bien  des  circonférences 
parallèles  ou  perpendiculaires  à  l'un 
des  plans  de  projection. 

Le  plan  est  la  surface  auxiliaire  le  plus  souvent  utilisée.  On 
l'emploie  pour  couper  les  surfaces  réglées  suivant  des  génératrices 
reclilignes,  ou  les  surfaces  de  révolution  suivant  des  parallèles. 

Pour  les  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent,  on 
emploie  des  sphères  ayant  leur  centre  au  point  de  concours  des  axes. 

Remarque.  Nous  appellerons  plans  limites  les  deux  positions 
extrêmes  des  plans  auxiliaires  utiles. 

L'intersection  de  deux  surfaces  est  une  pénétration  lorsque  les 
plans  limites  coupent  tous  deux  la  même  surface.  C'est  un  arrache- 
ment dans  le  cas  contraire. 


§  I.  —  Surfaces  polyédriques. 

Problème. 

397.  Déterminer  l'intersection  des  surfaces  de  deux  prism,es,  dont 
l'un  est  vertical. 

Il  est  utile  que  les  surfaces  auxiliaires  coupent  chaque  surface  sui- 
vant des  arêtes  ou  des  parallèles  aux  arêtes  (n"  396);  prenons  donc 
des  plans  parallèles  aux  arêtes  de  chaque  prisme. 

Tout  plan  projetant  horizontalement  une  arête  du  prisme  quelconque 
sera  parallèle  aux  arêtes  du  prisme  vertical. 

Soient  les  prismes  qui  ont  pour  traces  horizontales  abc  et  defg. 

Le  plan  projetant  de  l'arête  (al,  a'V)  coupe  la  face  ef  au  point  1, 
qui  fait  connaître  1'  sur  a'V . 

La  même  arête  perce  la  face  dg  au  point  (8,  8'). 

L'arête  {bm,  h'm')  donne  (2,  2'J  et  (4,  4').  L'arête  {en,  c'n')  donne 
(3,  3')  et  (5,  5'). 

Le  plan  vertical  mené  par  (g,  g'k'  ),  parallèlejnent  aux  plans  précédents, 
coupe  le  prisme  abc  suivant  les  droites  6,  7  et  donne  les  points  6'  et  7'. 

Ligne  d'entrée.  Les  trois  arêtes  des  sommets  A ,  B ,  C  rencontrent 
la  face  EF;  donc  il  y  a  pénétration  (n"  395,  1°),  et  en  joignant  deux  à 
deux  les  projections  1',  2',  3',  on  obtient  la  projection  verticale  l'-2'-3' 
de  la  ligne  d'entrée.  Sa  projection  horizontale  est  sur  ef,  car  la  face  ef 
est  verticale. 
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Ligne  de  sortie.  Pour  reconnaître  dans  quel  ordre  il  faut  joindre 
deux  à  deux  les  sommets  de  la  ligne  de  sortie,  considérons  le  trian.^le 
variable  ayant  pour  côtés  la  trace  horizontale  du  plan  auxiliaire  sup- 
posé mobile  et  les  génératrices  déterminées  par  ce  plan,  l'une  dans 
le  prisme  oblique,  l'autre  dan?  le  prisme  droit. 


Fig.  335. 


Suivons  les  trois  sommets  de  ce  triangle  dans  les  mouvements  si- 
multanés qu'ils  subissent  lorsque  le  plan  auxiliaire  se  déplace  parallè- 
lement à  lui-même.  Les  traces  horizontales  des  génératrices  cheminent 
sur  les  bases  des  prismes  et  leur  intersection  décrit  la  ligne  de  sortie. 
Chaque  fois  que  le  plan  auxiliaire  parvient  à  l'une  de  ses  positions 
limites,  al  ou  bm,  son  mouvement  change  de  sens. 

Prenons  un  point  quelconque  (4,  4')  par  exemple,  comme  point  de 
départ.  Du  sommet  b,  nous  passons  à  c;  par  conséquent,  du  point 
(4,  4')  nous  passons  à  (5,  5').  En  allant  de  c  au  sommet  o,  nous 
rencontrons  le  point  o',  où  l'arête  (g,  g'k')  perce  la  face  qui  a  pour 
trace  horizontale  la  droite  ac.  En  suivant  le  périmètre  bca,  dans  le 
même  sens  que  précédemment,  de  6  nous  arrivons  au  sommet  a,  dont 
l'arête  donne  (8,  8').  Ainsi  il  faut  joindre  6'  à  8'.  De  o  à  6,  nous  ren- 
controns le  point  (7,  7'),  ou  la  même  arête  {g,  g'k'}  coupe  la  face 
dont  ab  est  la  trace;  par  suite,  il  faut  joindre  H'  à  7',  pu's  7'  à  4', 
point  de  départ. 
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Lignes  vues,  lignes  cachées.  Une  ligne  est  visible  lorsqu'elle  est 
l'intersection  de  deux  faces  visibles;  une  ligne  est  cachée  dès  qu'elle 
appartient  à  une  face  invisible. 

On  voit  l'-2'  et  2'-3',  tandis  que  l'-3',  qui  appartient  à  la  face  ac,  est 
invisible. 

De  même,  6'-8'  et  7'-8'  sont  cachées,  car  elles  appartiennent  à  la  face 
invisible  dg. 

Développement.  Pour  développer  le  prisme  droit,  on  prend,  sur  une 
droite  donnée,  des  longueurs  DE,  El ,  1-3,  etc.  (fig.  336),  égales  aux 
longueurs  de,  el,  1-3,  3-2,  etc.  (fig.  335).  Par  les  points  D,  E,  1..., 
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Fig.  336. 
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on  élève  des  perpendiculaires  à  DDj,  et  l'on  prend  I)H=zd'h';  1-1' 
égale  l'ordonnée  de  1'  (fig.  33S),  etc.  Dans  le  développement,  1'-2'-3' 
est  la  ligne  d'entrée,  et  4'-5'-6'-8'-7',  la  ligne  de  sortie. 

Pour  développer  le  prisme  oblique,  il  faut  connaître  la  section 
droite  de  ce  prisme  (n»  240),  déterminer  les  distances  des  points  (1,1') 
(2,  2')  à  la  section  droite,  puis  développer  cette  section  droite  et 
prendre  des  ordonnées  égales  aux  distances  cherchées. 

398.  Solide  commun.  Lorsqu'il  y  a  pénétration,  on  peut  demander 
la  partie  commune  aux  deux  solides  dont  on  a  déterminé  l'intersecliori 
des  surfaces. 

Le  solide  commun  (li-4i-8i,  I't-4'i-8'i)  (fig.  337)  est  limité  par  les 
faces  (li-2,-3i,  I'i-2'i-3'i),  (4,-6i,  4',-6'i)  et'  (6i-7i-8i,  6'i-7'i-8',)  qui 
appartiennent  au  prisme  droit  pénétré,  et  par  les  faces  (2j-5i,  2'i-5'i 
(2,-8i,  2',-8'i)  et  (3i-8i,  3'i-8'i)  du  prisme  triangulaire  oblique. 

Remarque.  Comme  épure,  le  problème  des  intersections  peut  donner 
lieu  à  divers  modes  de  représentations;  car  on  peut  demander  de  repré- 
senter l'intersection  des  deux  corps  d'après  les  suppositions  suivantes  : 

l"  Les  deux  corps  sont  consenés  (fig.  335).  Les  lignes  projetée? 
verticalement  en  1'-3'  et  5'-6'  sont  cachées  par  le  prisme  triangulaire, 
7'-8'  est  cachée  par  le  prisme  droit,  et6'-8'  en  partie  par  le  premier  et 
en  partie  par  le  second. 
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2°  Le  prisme  pénétré  est  seul  conservé  (flg.  337,  f).  On  n'a  plus  de 
caché  que  7'-8'  et  une  partie  de  6'  8'. 


Fig.  337. 

3"  Le  prisme  qui  pénètre  est  seul  conservé  (fig.  335).  On  aurait  deux 
troncs  distincts,  limités  par  les  intersections;  l'-3',  5'-6'  seraient 
cachées  ainsi  que  la  partie  de  6'-8'  adjacente  au  point  6';  il  en  sérail 
de  même,  en  projection  horizontale,  de  l'arête  3-5. 

à"  Solide  commun  aux  deux  prismes  (fig.  337,  /"j).  La  projection 
verticale  6',-8'i  est  cachée  par  le  solide;  en  projection  horizontale,  il 
en  est  de  même  de  3i-5i. 

Problème. 

399.  Déterminer  l'intersection  des  surfaces  de  deux  prismes 
quelconques. 

11  faut  mener  des  plans  auxiliaires  parallèles  aux  arêtes  des  deux 
prismes  (n"  396). 

Soient  les  prismes  ayant  abc,  def  pour  traces  horizontales  (fig.  338). 

Pour  avoir  la  direction  de  la  trace  horizontale  des  plans  auxiliaires, 
prenons  un  point  quelconque  (i,  i')  et  menons  des  parallèles  IG,  IH 
aux  arêtes  ;  gh  est  la  trace  horizontale  d'un  plan  parallèle  aux  arêtes 
des  deux  surfaces  données  {n°  96j. 

Par  chaque  sommet  de  la  base  def,  menons  un  plan  parallèle  au 
plan  IGll;  la  trace  menée  par  d  rencontre  ac  au  point  z.  Or  l'arAtft 
[du,  d'u)    rencontre  la  droite  (zu,  z'u')  au  point  (u,  u').  Les  projeo 
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lions  horizontales  du,  zu  font  connaître  u;  les  projections  verticales 
d'il',  z'u'  déterminent  «',  qui  doit  appartenir  à  la  ligne  de  rappel  de  «. 


Fig.  338. 

Le  plan  dv  donne  un  second  point  {p,  p');  c'est  le  point  où  Tarète 
[dp,  d'p')  perce  une  seconde  face  du  prisme  abc.  On  procède  de  même 
pour  les  arêtes  e  et  f.  Les  traces  des  plans  limites,  menés  par  f  et  a, 
rencontrent  la  trace  horizontale  abc;  donc  le  prisme  def  pénètre  dans 
le  prisme  abc  {n°  395,  lo). 

Le  prisme  de  droite  entre  dans  l'autre  prisme  par  une  seeule  face 
{nmp,  m'n'p')  est  la  ligne  d'entrée.  Les  points  {o,  o'){t,  f)  (u,  u' , 

EL.  10 
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sont  les  points  de  sortie;  mais  le  plan  mené  par  le  sommet  a  coupe 
le  prisme  de  droite;  donc  l'arête  ars  est  coupée.  La  ligne  de  sortie 
est  donc  0-S-U-T-R-O. 

Remarqiie.  Dans  le  tracé  de  l'épure,  on  a  supposé  le  prisme  def 
enlevé.  En  projection  verticale,  la  ligne  d'entrée  m'n'p  est  complète- 
ment visible. 

Il  en  est  de  même  pour  la  lip^ne  de  sortie,  sauf  pour  deux  segments 
des  droites  oV  et  oV,  cachés  par  les  faces  du  dièdre  de  l'arête  d . 

Si  l'on  conservait  les  deux  prismes,  la  ligne  d'entrée  n'aurait  que 
tip'  de  visible;  ce  segment  appartient  aux  faces  visibles  bc,  de;  mais 
ni'p' appartient  à  la  face  invisible  df,  et  m'n'  à  la  face  invisible  fe. 

La  ligne  de  sortie  n'aurait  que  t'u'  de  visible. 

On  pourrait  faire  des  remarques  analogues  pour  la  projection 
horizontale. 

Problème. 

400.  Déterminer  l'intersection  d'un  prisme  et  d'une  pyramide. 

11  faut  mener,  par  le  sommet  de  la  pyramide,  des  plans  parallèles 
aux  arêtes  latérales  du  prisme  (n-  396). 

Soit  le  prisme  ayant  pour  base  ABGD  et  la  pyramide  SEFGH. 

Par  le  sommet  de  la  pyramide,  menons  {st,  s't')  parallèle  à  l'arête 
(oci,  a'a'j);  la  trace  horizontale  de  tout  plan  mené  par  cette  droite 
doit  passer  par  t. 

Pour  déterminer  les  points  d'intersection  de  (aa^,  a'a\)  et  de  la 
pyramide,  menons  le  plan  taij ;  la  pyramide  est  coupée  suivant  les 
lignes  [si,  s'i')  et  [sj,  s'j'). 

oaj  et  si  se  coupent  en  m;  a'a\  et  s'i'  se  rencontrent  en  m'  ;  m  et 
m'  doivent  se  trouver  sur  une  même  perpendiculaire  à  xy.  De  même, 
à  la  droite  {sj,  s'j')  correspond  le  point  (n,  n');  l'arête  (a,  a')  du  prisme 
entre  dans  la  pyramide  par  le  point  M  et  en  sort  par  N. 

Le  plan  troh  fait  connaître  les  points  1  et  7,  où  l'arête  SH  de  la 
pyramide  coupe  le  prisme. 

D'une  manière  générale,  il  faut  mener  un  plan  auxiliaire  par  chaque 
arête  latérale,  soit  du  prisme,  soit  de  la  pyramide. 

Les  arêtes  A,  B,  C  du  prisme  sont  coupées;  mais  le  plan  que  l'on 
mènerait  par  t  et  d  ne  rencontrant  pas  la  base  de  la  pyramide,  il  en 
résulte  que  l'arête  D  n'est  point  coupée. 

De  même  les  arêtes  E,  G,  H  de  la  pyramide  traversent  le  prisme, 
tandis  que  F  ne  le  rencontre  pas. 

11  y  a  arrachement ,  puisque  chaque  surface  a  une  arête  non  coupée 
(n»  39.D,  2»);  d'ailleurs  le  plan  limite  tb  rencontre  efgh,  tandis  que  le 
plan  td  ne  rencontre  pas  la  pyramide. 

401.  Pour  déterminer  l'ordre  dans  lequel  il  faut  joindre  deux  à  deux 
les  points  d'intersection,  on  f>eut  proréder  comme  il  suit: 

Regardons  les  plans  auxiliaires  comme  diverses  positions  d'un  plan 
mobile,  et  considérons  deux  génératrices  déterminées  par  ce  plan, 
l'une  dans  le  prisme,  l'autre  dans  la  pyramide.  Lorsque  le  plan  auxi- 
liaire se  déplace,  les  traces  horizontales  des  deux  génératrices  che- 
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minent  sur  les  périmètres  des  bases,  et  leur  point  commun  décrit 
rinlerseclion  cherchée. 


Fig.  339. 
Joignons  th  (fig.  339);  les  lignes  od,  dr  correspondent  à  la  partie 
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de  la  surface  prismatique  non  coupée.  A  partir  de  r  parcourons  le 
périmètre  r-a-b-c-o-r  dans  le  sens  indiqué;  en  même  temps,  à  partir 
de  h,  parcourons  le  périmètre  h-e-k.  Les  deux  points  considérés  si- 
multanément sur  les  deux  périmètres  doivent  toujours  se  trouver  sur 
une  droite  menée  par  le  point  t. 

Les  génératrices  des  points  r  et  h  donnent  le  point  1  ;  te  coupe  ra; 
donc,  avant  de  passer  au  point  a,  il  faut  chercher  l'intersection  de 
l'arête  se  et  du  prisme  :  les  génératrices  u,  e  donnent  le  point  2.  A 
l'arête  a  correspond  la  génératrice  si,  ce  qui  donne  le  point  3.  L'arête  b 
donne  le  point  4.  Le  point  k  étant  sur  le  plan  limite  STB,  il  faut  re- 
venir vers  le  sommet  e,  tout  en  continuant  à  parcourir  le  périmètre  abc 
dans  le  sens  convenu.  L'arête  e  coupe  la  face  bc;  en  efl'et,  les  lignes 
e,  l  donnent  le  point  5;  puis  l'arête  c  rencontre  la  face  qui  a  pour 
trace  eh  au  pomt  6  ;  l'arête  du  point  h  rencontre  la  face  cb  au  point  7. 

Parvenu  au  point  o,  sur  le  plan  limite  STH ,  il  faut  parcourir  le 
périmètre  o-c-b-a-r-o  dans  le  sens  opposé  au  premier,  et  le  périmètre 
v-g-z  de  la  pyramide.  Ainsi  l'arête  c  et  la  ligne  v  donnent  le  point  8. 
On  trouve  successivement  les  points  9,  10,  11,  l'arête  o  donne  encore 
le  point  12;  en  arrivant  au  point  r  on  retrouve  le  point  1,  et  l'inter- 
section est  complètement  terminée. 

Pour  le  prisme,  on  a  suivi  en  réalité  r-a-b-c-o-c-b-a-r,  et  pour  la 
pyramide,  on  a  parcouru  h-e-k-e-h-g-z-g-h. 

402.  Remarques.  1.  Dans  le  tracé  de  l'épure,  on  a  supposé  la  pyra- 
mide enlevée;  sans  cela,  plusieurs  lignes,  telles  que  1-2,  6-7,  auraient 
été  cachées  par  la  pyramide. 

n.  Lorsque  l'on  conserve  les  deux  corps,  un  point  n'est  visible 
qu'autant  qu'il  appartient  à  deux  lignes  visibles;  ainsi,  pour  le  plan 
tbz,  l'arête  {b,  b')  du  prisme  et  la  droite  {sz,s'z')  de  la  pyramide 
étant  visibles,  il  en  est  de  même  de  leur  intersection,  le  point  10. 

L'arête  {aa^,  a'a\)  du  prisme  est  visible  sur  chaque  plan  de  projec- 
tion; il  en  est  de  même  de  {is,  i's'),  donc  les  deux  projections  m  et  m' 
de  leur  intersection  sont  visibles,  sj  est  visible,  tandis  que  s'j'  ne  l'est 
point  ;  donc  n  est  visible  ;  mais  n'  ne  le  serait  pas  si  la  pyramide 
avait  été  conservée;  en  eiïet,  cette  projection  se  trouve  derrière  la  face 
dont  s'f'g'  est  la  projection  verticale. 

III.  Lorsqu'on  cherche  l'intersection  de  deux  pyramides,  les  plans 
auxiliaires  doivent  passer  par  les  sommets  des  deux  pyramides.  On 
procède  comme  il  sera  indiqué  pour  deux  cônes  (n»  409). 

§  II.  —  Polyèdres  et  Surfaces  courbes. 

403.  Pour  obtenir  l'intersection  d'une  surface  courbe  par  une  surface 
polyédrique,  on  détermine  la  section  de  la  surface  courbe  par  le  plan 
de  chacune  des  faces  du  polyèdre;  mais  l'intersection  demandée  ne 
se  compose  que  des  parties  curvilignes  qui  appartiennent  réellement 
à  une  des  faces  du  polyèdre,  et  l'on  doit  rejeter  les  autres  parties  que 
l^s  plans  illimités  ont  pu  donner. 
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Il    est   essentiel  de  chercher  les  points  oîi  les  arêtes  du  polyèdre 
rencontrent  la  surface  courbe. 

Problème. 

404.    Déterminer    l'intersection    d'une   sphère    et   d'un   prisme 
triangulaire. 


t'ellipae  ànxA  flg<  est  le  grand  axe  semble  se  confondre  en  partie  avec  le  méridien 
principal  de  la  sphère. 

Soit  à  trouver  rintersection  de  la  sphère,  ayant  (o,  o')  pour  centre 
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et  du  prisme  triangulaire  vertical ,  dont  abc  est  la  trace  horizontale. 

Le  plan  de  chaque  face  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle.  Lors- 
qu'une des  faces  bt,  par  exemple,  est  parallèle  au  plan  vertical,  la 
projection  verticale  de  la  section  est  un  cercle  ayant  o'  pour  centre  et 
br  pour  rayon. 

Les  cercles  donnés  par  les  autres  faces  se  projettent  suivant  des 
ellipses  dont  il  faut  déterminer  les  axes. 

La  face  ac  détermine  un  cercle  dont  ed  est  le  diamètre.  Les  projec- 
tions des  extrémités  d,  e  font  connaître  le  petit  axe  d'e'.  Le  grand  axe 
est  perpendiculaire  au  milieu  de  d'e',  il  égale  de. 

On  peut  aussi  déterminer  sa  longueur  par  un  procédé  qui  s'appli- 
querait à  l'ellipsoïde  aussi  bien  qu'à  la  sphère. 

Amenons  le  plan  de  à  être  perpendiculaire  au  plan  vertical;  pour 
cela,  abaissons  la  perpendiculaire  of,  décrivons  lare  ffi;  la  droite 
fiç'i  fait  connaître  la  longueur  du  grand  axe,  et  par  suite  fg'. 

405.  Pointa  particuliers.  La  détermination  des  axes  permet  de  tracer 
l'ellipse  ;  néanmoins  il  est  utile  de  chercher  directement  les  points  où 
la  courbe  louche  le  contour  apparent  de  la  sphère,  et  ceux  où  elle 
rencontre  l'arête  {a,  a'a'^]. 

Les  points  du  contour  apparent  vertical  se  projettent  sur  le  diamètre 
oh  parallèle  à  xy ;  or  h  est  la  projection  horizontale  de  l'intersection 
du  plan  sécant  mené  par  ac  et  du  méridien  principal  mené  par  oh; 
donc  h'  et  /l'j  sont  les  points  demandés.  En  ces  points,  l'ellipse  est 
tangente  au  cercle,  la  partie  h'e'h'i  est  invisible. 

Si  l'arête  (a,  a'a'i)  était  dans  le  plan  du  méridien  principal,  on 
connaîtrait  immédiatement  les  points  où  elle  couperait  le  contour 
apparent.  Il  suffit  donc  de  décrire  un  arc  an,  et  n'n'i  fait  connaître  les 
points  m'  etin'i.  Ces  points  appartiennent  aussi  à  l'ellipse  déterminée 
par  la  face  ab. 

La  moitié  supérieure  de  l'intersection  se  compose  des  parties  suivantes 
en  projection  verticale  : 

1»  De  l'arc  elliptique  e'h'fm'  ;  2°  de  l'arc  elliptique  m'u'l'  ;  3°  de  la 
demi-circonférence  ayant  o'  pour  centre  et  o'î'  pour  rayon. 

La  partie  visible  de  l'intersection  h'fm'u'  est  celle  qui  appartient  à 
l'hémisphère  antérieur. 

Il  y  a  arrachement,  car  l'arête  (c,  c'c',)  n'est  pas  coupée  (n»  39^,2"). 
î.,'arête  {b,  6'6',  )  est  tangente  à  la  sphère,  et  l'arête  (a,  a'a'i)  est 
coupée  en  deux  points. 

Problème. 

406.  Déterminer  l'i7itersection  d'un  cylindre  et  d'un  prixmp 
triangulaire. 

Lei  plans  auxiliaires  doivent  être  parallèles  aux  génératrices  du 
cylindre  et  aux  arêtes  du  prisme  (n»  396),  afin  que  les  deux  surfaces 
soient  coupées  suivant  des  droites. 

Soient  un  cylindre  vertical,  ayant  dlh  pour  trace  horizontale,  et  un 
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prisme  triangulaire,  ayant  abc  pour  trace  et  (0%,  a'a'i  )  pour  arête 
latérale. 


Fig.  341. 

Le  cylindre  étant  vertical,  il  faut  prendre  des  plans  verticaux 
parallèles  à  aai. 

Le  plan  de  chaque  face  du  prisme  coupe  le  cylindre  suivant  une 
ellipse,  qu'il  est  facile  de  construire  complètement,  tout  en  ne  conser- 
vant ensuite  que  la  partie  nécessaire. 

Pour  la  face  ac,  menons  le  plan  tangent  limite  de  :  on  obtient  le 
point  1,  pour  lequel  e'I  est  tangente  à  la  courbe.  Le  plan  tangent  qr 
ne  rencontre  que  le  prolongement  de  la  face;  il  donne  le  point  11, 
qui  n'appartient  pas  aux  surfaces  données. 

11  faut  déterminer  les  points  situés  sur  le  contour  apparent;  le  plan 
Ini  donne  7  ;  le  plan  tu  donne  9. 

L'arête  CGi  donne  les  points  3  et  5,  où  la  section  elliptique,  déter- 
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minée  par  la  face  ac,  vient  couper  la  section  relative  à  la  face  bc.  En 
résumé,  la  face  ac  donne  la  courbe  5-9-1-7-3. 

De  même  la  face  ab  donne  la  courbe  6-2-8-4.  On  a  d'ailleurs  déter- 
miné les  points  2  et  12,  où  la  parallèle  aux  arêtes  du  prisme  est  tan- 
gente à  l'ellipse,  ainsi  que  les  points  8  et  10,  situés  sur  les  généra- 
trices de  contour  apparent,  et  enfin  les  points  4  et  6,  où  l'arête  BBi 
rencontre  le  cylindre;  ces  mêmes  points  4  et  6  appartiennent  aussi  à 
la  courbe  relative  à  bc. 

Pour  l'ellipse  déterminée  par  la  face  bc,  on  connaît  déjà  3,  5,  4  et  6. 
Il  faut  déterminer  13  et  15  et  quelques  autres  points. 

407. Arrachement.  L'intersection  est  une  ligne  unique  continue,  car 
il  y  a  arrachement  (n<>  39o,  2°);  le  plan  tangent  def  coupe  le  prisme, 
tandis  que  chk  coupe  le  cylindre.  Si  les  faces  ac,  cb  étaient  prolongées 
jusqu'au  delà  du  plan  mené  par  qr,  il  y  aurait  pénétration  ;  l'ellipse 
1-7-11-9  serait,  par  exemple,  la  courbe  d'entrée,  et  l'ellipse  2-8-12-10 
la  courbe  de  sortie.  Avec  les  faces  limitées  en  6  et  c,  les  courbes 
d'entrée  et  de  sortie  sont  réunies  par  les  arcs  d'ellipse  3-4  et  5-13-6. 
qui  correspondent  à  la  section  du  cylindre  par  la  face  bc. 

En  suivant  la  courbe  d'arrachement,  en  partant  d'un  point  donné, 
de  1,  par  exemi>le,  on  rencontrerait  successivement  les  points  sui- 
vants :  1-7-3-4-8-2-6-13-5-9-1. 

Remarque.  Oans  l'épure  1-7...  9-1,  on  a  supposé  le  cylindre  enlevé, 
tandis  que  dans  l'intersection  reproduite  en  l'-7'...  9'-!',  on  a  supposé 
le  prisme  enlevé.  Enfin,  si  les  deux  surfaces  étaient  conservées,  on 
ne  verrait  que  les  arcs  7-1-9  et  6-2-8. 


§  III.  —  Surfaces  courbes  réglées. 


Problème. 

408.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cylindres  de  révolution,  de 
même  rayon,  dont  les  axes  se  rencontrent,  développer  un  de  ces 
cylindres. 

Soient  les  cylindres  égaux,  ayant  pour  axes  cd  et  cc'i  (iig.  342). 

Les  sections  droites  AB,  a\b\  sont  égales,  et  si  l'on  prend  l'arc 
C'F'  =  CF,  on  aura  c'ifi  =  c'f  et  a\fi=^a'f;  par  suite,  les  points 
afc.d  sont  sur  la  bissectrice  de  l'angle  a',oA  et  sont  en  ligne  droite; 
l'intersection,  ayant  tous  ses  points  sur  un  même  plan  projetant,  est 
une  courbe  plane,  contenue  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  des 
axes;  donc  la  courbe  est  une  ellipse,  ayant  ab  pour  grand  axe  et 
dont  le  petit  axe  égale  AB.  (G.,  n»  817.) 

En  prenant  cCj  =  dDj  =  aV,  on  obtient  la  courbe  en  vraie  gran- 
deur aCj'jDj,  rabattue  sur  le  plan  des  axes. 

Développement.  On  prend  AjBiA,  égal  à  la  circonférence  AGBD 
rectiliée  ;  puis  OjAi  =  aa',  6iB,  =  bb',  etc. 
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Remarque.  Ce    problème    élémentaire  se   rencontre  fréquemment 
dans  la  pratique  des  travaux.  Il  convient  de  le  résoudre,  ainsi  qu'on 
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Fig.  342. 


vient  de  le  faire,  sans  recourir  à  la  méthode  générale,  employée  pour 
déterminer  l'intersection  de  deux  cylindres  quelconques  (n»  414). 


Problème. 

409.  Déterminer  la  ligne  d'intersection  de  deux  cônes. 

Les  plans  qui  coupent  deux  cônes  suivant  des  lignes  droites  passent 
par  les  sommets  des  deux  cônes. 

Il  faut  donc  mener  la  droite  des  sommets;  toute  droite  passant  par 
sa  trace,  dans  le  plan  horizontal,  pourra  être  considérée  comme  la 
trace  horizontale  d'un  plan  passant  par  les  deux  sommets. 

Soient  les  surfaces  coniques  de  sommets  (r,  r')  et  (s,  s'). 

Joignons  ces  deux  points;  la  trace  horizontale  des  plans  sécants 
doit  passer  par  la  trace  t  de  la  droite  RS. 

Les  traces  des  plans  limites  ti,  tj  rencontrant  la  base  du  cône  S, 
il  y  a  pénétration  (n°  393,  1°)  :  le  cône  R  entre  par  la  courbe  {dme, 
d'm'e')ei  sort  par  la  courbe  (fgr,  fg')- 

Pour  avoir  un  point  de  l'intersection,  menons  le  plan  tba;  il  dé- 
termine les  génératrices  {ar,  a'r')  et  {bs,  b's')  qui  se  coupent  on 
(m,  m'). 

Ce  plan  auxiliaire  tba  déterminant  deux  génératrices  de  chaque  cône 
donne  quatre  points  de  l'intersection. 

11  est  surtout  utile  de  déterminer  les  points  situés  sur  les  lignes  de 
contour  apparent;  par  exemple,  pour  la  projection  horizontale,  on 
mène  le  plan  te,  qui  fait  connaître  d. 

Pour  la  projection  verticale,  on  mène  le  plan  th,  qui  correspond  à 
r'h',  et  fait  connaître  V,  etc. 

Branches  infinies.  L'intersection  de  deux  cônes  peut  avoir  des 
points  à  l'infini.  C'est  ce  qui  arrive  quand  l'un  des  plans  auxiliaires 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  génératrices  parallèles,  car  le 
point  commun  à  ces  génératrices  est  rejeté  à  l'infini. 


X  Fig.  3W. 

Four  reconnaîlre^ei  >leux  cônes  ont  des  généralrices  parallèles ,  on 
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transporte  l'un  d'eux  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  à  faire 
coïncider  son  sommet  avec  le  sommet  de  l'autre. 

On  détermine  les  génératrices  communes  aux  deux  cônes  de  même 
sommet  (n°  425). 

Chaque  génératrice  commune  fait  connaître  un  couple  de  généra- 
trices parallèles  dans  les  cônes  donnés. 

440.  Tangente.  La  tangente  à  l'intersection  en  un  point  (m,  m') 
(fig.  343)  est  l'intersection  des  plans  tangents  aux  cônes,  suivant  les 
génératrices  qui  passent  par  ce  point  (n»  287,  1°).  Or  les  tangentes 
an,  bn,  aux  bases  des  cônes  sont  les  traces  horizontales  de  ces  plans 
tangents;  donc(n,  n')  est  la  trace  horizontale  de  la  ligne  cherchée;  il 
suffit  de  joindre  nm  et  n'm'. 

Asymptote.  Généralement,  chaque  branche  infinie  a  une  asymptote 
que  l'on  peut  construire  comme  la  tangente  en  un  point  quelconque  : 
c'est  l'intersection  des  plans  respectivement  tangents  aux  deux  cônes, 
le  long  des  génératrices  parallèles  qui  sont  dirigées  vers  le  point  à 
l'infini  considéré.  Dans  le  cas  particulier  oii  ces  deux  plans  tangents 
sont  parallèles,  la  branche  est  parabolique,  et  son  asymptote  est  rejetée 
tout  entière  à  l'infini. 

Problème. 

411.  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dont  l'axe 
est  vertical. 

11  faut  mener  les  plans  sécants  par  la  verticale  du  sommet  du  cône,  tous 
ces  plans  couperont  le  cylindre  et  le  cône  suivant  des  génératrices. 

Soient  le  cône  S,  ABGD  et  le  cylindre  droit  EFG  (fig.  344). 

Menons  les  plans  limites  sb,  sd  relatifs  au  cône.  Le  plan  sb  se  trouve 
tangent  au  cylindre  ;  donc  la  courbe  d'entrée  et  celle  de  sortie  auront 
un  point  commun  V  (n»  395,  3»J.  Ce  point  est  donné  par  les  généra- 
trices b's'  et  fi'. 

Pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersection,  on  mène  un 
plan  tel  que  shkl.  Il  détermine  deux  génératrices  du  cône  et  deux  du 
cylindre;  ce  qui  donne  quatre  points  d'intersection,  savoir  ;  2'  et  8' 
qui  se  trouvent  sur  h'j',  et  deux  autres  points  sur  h'j\. 

11  faut  déterminer  les  plans  situés  sur  les  génératrices  de  contour 
apparent  du  cône  et  du  cylindre.  Pour  le  cône,  il  faut  mener  les 
plans  sa,  se;  on  trouve  3'  et  6',  ainsi  que  deux  points  de  la  boucle 
supérieure.  Pour  le  cylindre,  on  mène  se,  et  l'on  trouve  5.  La  généra- 
trice gg'  du  cylindre  n'est  pas  coupée;  la  boucle  supérieure  est  tan- 
gente à  u'v'. 

412.  Tracé  de  la  courbe.  Pour  déterminer  l'ordre  dans  lequel  il  faut 
joindre  les  points  deux  à  deux ,  on  parcourt  simultanément  les  péri- 
mètres des  deux  bases  et  celui  de  la  section,  en  faisant  constamment 
correspondre  trois  points  situés  sur  un  même  plan  auxiliaire,  savoir  : 
les  traces  de  deux  génératrices  et  leur  point  de  concours. 

Chaque  fois  qu'on  parvient  à  la  trace  d'un  plan  limite,  on  continue 
d'avancer  sur  la  base  qui  est  tangente  à  celte  trace,  mais  on  est 
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obligé  de  rebrousser  chemin  sur  l'autre,  à  moins  que  le  plan  auxi- 
liaire considéré  ne  soit  limite  à  la  fois  pour  les  deux  surfaces. 

En  partant  de  la  position  6/"  et  en  suivant  d'abord  les  sens  blaeifhrn, 
on  rencontre  successivement  les  triangles  indiqués  dans  les  colonnes 
suivantes  : 

Cône.  .  . 
Cylindre. 
Section  . 

Enjoignant  les  points  dans  l'ordre  marqué  par  la  dernière  ligne, 
on  obtient  la  boucle  inférieure  de  l'intersection. 
On  procéderait  d'une  manière  analogue  pour  la  courbe  de  sortie,  en 
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Fig.  344. 


parcourant  la  base  du  cône  dans  l'ordre  badcb,  on  suivrait  le  contour 
fu  du  cylindre,  pour  revenir  ensuite  du  point  u  vers  le  point  f. 

Lignes  vues  et  lignes  cachées.  Un  point  d'intersection  est  visible 
lorsqu'il  appartient  à  deux  génératrices  visibles  ;  il  est  caché  dès  que 
l'une  des  lignes  est  invisible.  D'après  cela,  on  reconnaît  que  3'-4'- 
5'-6'-7'  est  la  partie  invisible  de  la  courbe  d'entrée  ;  car  cette  partie 


ne  PARTIE.  —  DES  SURFACES  COURBES  301 

est  donnée  par  les  génératrices  invisibles  qui  partent  des  points  p  et  d, 
compris  sur  Tare  apdc. 

413.  Tangente.  La  tangente  à  la  courbe  en  un  point  (0,  4'j  est  Tin- 
terseclion  du  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  sp  et  du  plan 
tangent  au  cylindre  suivant  la  génératrice  0  ;  les  traces  horizontales 
de  ces  plans  sont  les  tangentes  pr  et  or  :  donc  {r,  r')  est  la  trace 
horizontale  de  la  tangente,  et  r'i'T  est  tangente  à  la  projection  verti- 
cale de  l'intersection. 

Problème. 

414.  Déterminer  l'intei'section  de  deux  cylindres  quelconques. 

On  procède  comme  pour  deux  prismes  (no399).  On  mène  des  plans 
auxiliaires  parallèles  aux  génératrices  des  deux  cylindres. 

Soient  les  cylindres  qui  ont  pour  traces  respectives  asp,  bfo  (fig.  345). 

Par  un  point  quelconque  {i,  i')  menons  des  parallèles  aux  géné- 
ratrices des  surfaces  données  ;  les  plans  auxiliaires  devront  avoir 
leur  trace  horizontale  parallèle  à  gh. 

Le  plan  limite  abc  coupe  le  cylindre  bfo,  et  le  plan  limite  fkl 
coupe  le  cylindre  asp;  donc  il  y  a  arrachement. 

11  est  surtout  utile  de  déterminer  les  points  situés  sur  les  huit  géné- 
ratrices de  contour  apparent,  ainsi  le  plan  stu  fait  connaître  les  points 
r  et  u  sur  la  génératrice  sv;  d'ailleurs  les  mêmes  plans  auxiliaires 
donnent  aussi  un  grand  nombre  de  points  quelconques. 

Pour  déterminer  l'ordre  dans  lequel  on  doit  joindre  deux  à  deux  par 
une  courbe  continue  les  points  obtenus,  on  procède  comme  on  l'a 
indiqué  précédemment  (n°  401).  Les  deux  points  mobiles  considérés 
simultanément  sur  les  deux  périmètres  doivent  toujours  être  sur  une 
même  parallèle  à  gh. 

Pour  le  cylindre  de  gauche,  par  exemple,  en  partant  de  c,  il  faudrait 
parcourir  les  points  c,  u,  o,  f,  t,  b,  t,  f,  o,  u,  c. 

415.  Tangente.  La  trace  de  la  tangente,  au  point  m,  est  donnée  par 
l'intersection  nn'  des  traces  des  pians  tangents  on,  pn  (n°  287,  l"). 

Dans  le  tracé  de  l'épure,  le  cylindre  de  gauche  est  supposé  enlevé. 

En  projection  horizontale ,  les  génératrices  de  contact  projetées  en 
nip,  mo  étant  visibles,  il  en  est  de  même  de  la  tangente,  et  par  suite 
de  sa  projection  mn;  mais,  sur  le  plan  vertical,  les  mêmes  génératrices 
projetées  en  m'p',  m'o'  sont  invisibles;  donc  une  partie  de  la  tangente 
est  derrière  les  cylindres,  et  la  projection  verticale  pourrait  être 
pointillée  de  n'  jusqu'à  m'. 

§  IV.  —  Surfaces  de  révolution. 

416.  Les  cônes  et  les  cylindres  dont  on  vient  de  chercher  Tinter- 
section  pouvaient  être  de  révolution ,  mais  il  n'y  avait  pas  lieu  de 
s'occuper  de  cette  propriété,  parce  qu'on  pouvait  déterminer  des  plans 
auxiliaires  coupant  les  deux  surfaces  suivant  des  lignes  droites.  11 
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n*en  est  plus  ainsi  dès  que  Tune  des  su rl'accs  données  ne  pcul  pas  èlre 
coupée  suivant  des  génératrices  rectiiignes. 

/ 


Fitj.  345. 
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Dans  la  recherche  de  l'intersection  de  deux  surfaces  quelconques  de 
révolution,  il  y  a  deux  cas  particuliers  à  considérer  :  suivant  que  les 
axes  des  surfaces  sont  parallèles,  ou  que  les  axes  se  coupent. 

417.  Axea  parallèles.  Lorsque  les  axes  de  deux  surfaces  de  révolution 
sont  parallèles,  tout  plan  perpendiculaire  à  ces  axes  coupe  les  surfaces 
suivant  des  cercles  dont  les  points  communs  appartiennent  à  l'inter- 
section cherchée. 

On  choisit ,  autant  que  possible,  pour  plans  de  projection,  un  plan 
perpendiculaire  aux  axes  et  un  plan  parallèle  à  ces  mêmes  axes,  afin 
que  les  cercles  se  projettent  en  vraie  grandeur  sur  le  premier,  et 
suivînt  des  droites  sur  le  second. 

Toas  les  diamètres  d'une  sphère  peuvent  être  pris  pour  axes  ;  par 
suite,  lorsqu'on  donne  une  sphère  et  une  autre  surface  de  révolution, 
on  peut  considérer  les  deux  surfaces  comme  ayant  des  axes  parallèles 
ou  bien  des  axes  qui  se  coupent  ;  car  on  peut  mener  dans  la  sphère 
un  diamètre  qui  rencontre  l'axe  de  l'autre  surface ,  ou  qui  lui  soit 
parallèle. 

Problème. 

418.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  vertical. 

L'intersection  est  divisée  par  le  plan  de  l'équateur  en  deux  parties 
symétriques,  car  la  sphère  et  le  cylindre  sont  composés  de  deux  parties 
symétriques  par  rapport  à  ce  plan. 

Soient  la  sphère  de  centre  (c,  c')  et  le  cylindre  ayant  hef  pour  trace 
horizontale  et  [a,  a'a\)  pour  axe  (fig.  346). 

Comme  surfaces  auxiliaires  ,  prenons  des  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  du  cylindre;  toutes  les  sections  du  cyHndre  seront  projetées 
sur  la  trace  horizontale  hef,  et  la  sphère  sera  coupée  suivant  des  cercles 
de  centre  c,  projetés  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal.  Les 
points  communs  à  la  trace  du  cylindre  et  aux  cercles  décrits  seront 
les  projections  horizontales  de  points  communs  aux  deux  surfaces 
données. 

On  pourrait  aussi  recourir  à  des  plans  de  front,  car  la  sphère  serait 
coupée  suivant  un  cercle  parallèle  au  plan  vertical,  et  le  cylindre, 
suivant  deux  génératrices  faciles  à  déterminer. 

Point  quelconque.  Un  pian  horizontal  quelconque  P'  donne  un 
parallèle  de  rayon  o'd',  d'  fait  connaître  d.  Puis  on  décrit  un  arc  du 
centre  c  avec  cd  pour  rayon.  Cet  arc  détermine  le  point  b,  et  par  suite 
h'.  Le  point  [b,  b')  appartient  à  l'intersection  demandée.  Le  point  h 
donne  aussi  6',  ;  mais  il  suffit  de  s'occuper  de  la  moitié  supérieure  de 
l'intersection. 

Points  particuliers.  Il  faut  déterminer  les  points  qui  sont  situés  sur 
les  contours  apparents  de  la  sphère  et  du  cylindre,  ainsi  que  les  points 
le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  la  courbe. 
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Le  grand  cercle  de  front  vz  coupe  le  cylindre  suivant  des  généra- 


Fig.  346. 
triées  projetées  en  m  et  n;  donc  m',  n'  appartiennent  a  la  courbe. 
En  ces  points,  la  courbe  est  tangente  au  grand  cercle. 
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L'arc  m'i'h'n'  est  invisible ,  car  il  est  caché  par  l'hémisphère 
antérieur. 

Pour  avoir  les  points  situés  sur  le  contour  apparent  du  cylindre,  il 
faut  mener  le  diamètre  eaf  parallèle  à  xy. 

Le  parallèle  eei  fait  connaître  e'i,  et  par  suite  e' situé  à  l'intersection 
de  la  génératrice  extrême  du  cylindre  et  de  la  droite  e\e'.  De  même, 
f  donne  f. 

Enfln  le  diamètre  gach,  mené  par  les  centres  a  et  c,  correspond  aux 
points  de  la  courbe  où  la  tangente  est  horizontale.  Amenons  le  centre 
a  en  Cj,  afin  que  le  cylindre  ait  Çihi  pour  trace  horizontale.  Dans 
cette  position,  gfi  donnerait  un  point  g'j  situé  sur  le  méridien  prin- 
cipal ;  donc  g  donne  g'.  De  même  h  donne  h'. 

419.  Tangente.  Soit  à  mener  la  tangente  à  l'intersection,  en  un  point 
quelconque  {b,  h'). 

La  droite  demandée  est  l'intersection  des  plans  tangents  respective- 
ment au  cylindre  et  à  la  sphère,  au  point  {h,  b'). 

La  trace  horizontale  du  plan  tangent  au  cylindre  est  la  tangente  ht 
à  la  trace  ebf. 

Pour  la  sphère,  on  pourrait  mener  un  plan  perpendiculaire  au 
rayon  {hc,  b'c');  mais  on  peut  raisonner  comme  il  suit  :  le  plan  tangent 
contient  la  tangente  {bl,  h'dl)  menée  au  parallèle  {bd,  b'd'):  donc  la 
trace  horizontale  de  ce  plan  est  parallèle  à  bl. 

Déterminons  cette  trace  sur  le  plan  de  l'équateur.  Si  le  point  (b,  b') 
était  amené  en  {d,  d'),  le  plan  tangent  aurait  pour  trace  verticale  la 
tangente  d'p'  ;  p'  ferait  connaître  p  ;  il  suffit  alors  de  reporter  p  en  r, 
et  ce  dernier  point  appartient  à  la  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan 
de  l'équateur. 

Il  faut  mener  rt  parallèle  à  bl,  déterminer  f  sur  la  droite  c'p',  et 
joindre  f  à  b'. 

Tracé  de  la  courbe.  On  joint  deux  à  deux,  par  une  courbe  continue, 
.  les  points  consécutifs  que  l'on  a  obtenus.  La  courbe  est  bien  déter- 
minée, quoiqu'on  ne  connaisse  qu'un  petit  nombre  de  ses  points,  car 
cette  courbe  doit  être  tangente  aux  génératrices  du  cylindre  en  e',  f  ; 
à  des  horizontales,  en  g',  h'  ;  au  grand  cercle,  en  m',  n'  ;  enfin  à  la 
droite  tb'. 

On  peut  donner  la  règle  suivante  : 

420.  Règle  pratique.  Pour  bien  déterminer  une  courbe,  au  lieu  de 
chercher  un  grand  nombre  de  points  quelconques ,  il  est  plus  utile 
d'avoir  quelques  points  remarquables ,  et  la  tangente  en  ces  points. 

Remarque.  La  construction  précédente  s'applique  à  un  cylindre  droit 
quelconque,  dont  on  connaît  la  trace  horizontale,  car  toutes  les  sections 
Be  projettent  sur  cette  trace. 

Problème. 

421.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cônes  de  révolution  dont  les 
axes  sont  verticaux  et  dont  les  sommets  sont  dans  un  même  plan 
liorizontal. 
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Soient  (r,  r*),  (s,  s')  les  sommets,  ab,  cd,  les  diamètres  des  bases 
des  cônes  donnés. 

Surfaces  auxiliaires  à  employer.  On  peut  recourir  à  des  plans 
horizontaux,  afin  d'avoir  des  cercles  pour  inter«ection8;  ou  à  des  plans 


V:^-=4 


menés  par  la  droite  des  sommets ,  afin  de  couper  les  deux  cônes  sui- 
vant des  génératrices. 

Point  quelconque  de  l'intersection.  Recourons  à  un  plan  horizontal 
N';  c«  plan  coupe  les  cônes  suivant  des  cercles  ayant  respectivement 
pour  centres  les  points  r,  s  et  pour  rayons  ri  et  sm.  Les  points  (m,  n') 
et  (ni,n\)  communs  aux  deux  circonférences  appartiennent  aux  deux 
surfaces  données. 

Points  inférieur  et  supérimtr.  Le  point  le  plus  bas  et  le  point  le 
plue  élevé  se  trouvent  sur  les  génératrices  déterminées  par  le  plan 
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des  axes.  Ce  plan  a  pour  trace  horizontale  ersf,  amenons -le  à  être 
parallèle  au  plan  vertical,  en  le  faisant  tourner  autour  de  Taxe  du 
cône  {s,  s');  on  obtient,  {r^Ci,  r\e\)  et  (rj/'i,  r'if'^)  pour  génératrices 
extrêmes  du  petit  cône,  et  SE  rient  en  {sd,  s'd')  :  donc  {g^,  g\) 
(/il,  h'i)  sont  les  points  cherchés.  Par  une  rotation  contraire  à  la 
précédente,  on  obtient  {g,  g')  et  {h,  h'). 

Il  est  utile  de  faire  les  remarques  suivantes  : 

1°  Les  points  inférieur  et  supérieur  g ,  h  correspondent  chacun  à 
deux  parallèles  tangents  entre  eux. 

2»  Les  rayons  ri,  sm  des  parallèles  déterminés  par  un  même  plan 
horizontal  sont  proportionnels  aux  rayons  des  bases  des  cônes;  car, 
en  projection  verticale,  les  hauteurs  et  les  génératrices  sont  coupées 
par  des  parallèles  r's',  m'n',  c'd'. 

3°  La  projection  horizontale  gnh  de  l'intersection  est  la  circonfé- 
rence de  diamètre  gh,  car  c'est  le  lieu  des  points  n  dont  le  rapport 
des  distances  m,  sn  à  deux  points  fixes  est  constant  (G.,  n»  307). 

40  L'intersection  des  cônes  est  identique  à  l'intersection  de  chacun 
d'eux  par  le  cylindre  vertical  gnhui. 

5°  Conséquence.  Pour  trou- 
ver certains  points  de  l'in-  _^ 
tersection,  on  peut  recourir 
à  la  projection  horizontale 
gnhni,  car  cette  circonférence 
est  facile  à  construire  avec 
précision. 

Points  situés  sur  le  contour 
apparent  du  petit  cône.  Les 
génératrices  de  contour  ap- 
parent {ra,  r'a')  (rb,  r'b') 
sont  coupées  en  {p,p')  {q,  g') 
par  le  cylindre  (voir  5"). 
Pour  déterminer  ces  mêmes 
points  P  et  Q  sans  recourir 
au  cylindre,  employons  des 
plans  auxiliaires  menés  par 
la  droite  {rs,  r's')  des  som- 
mets; cette  droite  étant  hori- 
zontale, la  trace  horizontale 
des  plans  auxiliaires  lui  sera 
parallèle;  menons  donc  {ax, 
by)  parallèles  à  rs.  Les  géné- 
ratrices RA,  SX  se  coupent 
au  point  P,  et  RB,  SY  au 
point  Q,  Le  plan  ax  donne- 
rait aussi  un  point  {p',  p\) 
situé  sur  RAj  et  SX. 

Génératrices  du  grand  cùue. 
tangentes  à  l'intersection.  Un  plan  auxiliaire  tel  que  aa^  donne  deux 


Fig.  347  bis. 
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points  P,  Pj  sur  une  même  génératrice  SX  du  grand  cône;  il  suffira 
d'obtenir  deux  points  infiniment  rapprochés  pour  avoir  la  génératrice 
tangente  ;  donc  il  faut  mener  un  plan  kz  tangent  au  petit  cône  :  la 
génératrice  SZ  sera  tangente  à  l'intersection;  le  point  de  contact  est 
le  point  de  rencontre  de  SZ  et  RK.  De  même  pour  le  plan  fcjZj. 

Si  l'on  considère  le  cylindre  gnhn^,  on  peut  mener  directement  la 
tangente  sz. 

Points  latéraux.  Le  point  le  plus  à  gauche  et  le  point  le  plus  à 
droite  correspondent  aux  extrémités  u  et  Uj  du  diamètre  de  front  du 
cylindre.  Pour  obtenir  m',  on  mènerait  la  génératrice  (rwv,  r'v')  ou 

{suvi,  s'v\). 

Tangente  en  un  point  quelconque.  Pour  mener  la  tangente  en  un 
point  quelconque  {n,  n')  de  l'intersection,  il  faut  mener  des  plans 
respectivement  tangents  aux  cônes  suivant  les  génératrices  qui  passent 
par  le  point  N  (n»  287);  ces  plans  ont  pour  traces  horizontales  les 
tangentes  it,jt;  donc  {tn,  t'n')  est  la  tangente  demandée. 

Remarques.  I.  Si  l'on  considérait  les  deux  nappes  de  chaque  cône, 
l'intersection  aurait  une  seconde  courbe  symétrique  de  g'n'h'p'  par 
rapport  au  plan  horizontal  mené  par  les  sommets  R  et  S. 

II.  Le  solide  commun  (fig.  347  bis)  est  la  partie  du  petit  cône  com- 
prise entre  le  plan  H  et  la  surface  convexe  {gnuhn^,  g'n'u'h'n\)  du 
grand  cône  donné. 

Pour  cette  surface,  les  lignes  qui  font  connaître  le  relief  convergent 
vers  les  projections  s  et  s'  (fig.  347). 


Problème. 


422.  Déterminer  l'intersection  de  deux  surf  aces  de  révolution  dont 
les  axes  sont  parallèles  :  par  exemple,  un  cône  de  révolution  et  une 
sphère. 

Il  faut  prendre  des  plans  auxiliaires  perpendiculaires  aux  axes  paral- 
lèles, afin  d'obtenir  des  cercles  pour  sections  ;  ainsi,  lout  plan  perpen» 
diculaire  à  l'axe  du  cône  coupera  chaque  surface  donnée  suivant  un 
cercle  projeté  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal. 

Soient  le  cône  SAB  et  la  sphère  ayant  {c,d)  pour  centre. 

Le  plan  d'e'  coupe  la  sphère  suivant  un  parallèle  de  rayon  de,  et  le 
cône  suivant  un  parallèle  de  rayon  se;  mais  les  deux  circonférences 
se  coupent  en  f  et  g  ;  donc  les  points  (f,  f)  et  {g,  g')  appartiennent 
à  l'intersection  demandée. 

Le  point  le  plus  élevé  de  l'intersection  et  le  point  le  plus  bas  sont 
dans  le  plan  des  axes  ;  pour  les  obtenir,  il  suffit  d'amener,  par  une 
rotation,  le  centre  de  la  sphère  en  (cj,  c',  )  dans  le  plan  du  méridien 
principal  du  cône,  et  de  décrire  du  centre  c'i  une  circonférence  de 
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grand  cercle  ;  elle  coupe  la  génératrice  extrême  en  h\,  ce  qui  fait 


Fig.  348. 

connaître  Aj;  le  point  (/jj,  h\)  ramené  dans  le  méridien  se  devient 
{II,  h').  On  obtient  de  même  le  point  {i,  i'). 

Problème. 

423.  Déterminer  l'intersection  de  deux  surfaces  quelconques  de 
révolution  dont  les  axes  se  coupent. 

On  peut  prendre  pour  plan  vertical  de  projections  un  plan  parallèle 
aux  deux  axes,  et  pour  plan  horizontal  un  plan  perpendiculaire  à  l'un 
d'eux. 

Il  n'est  pas  possible  qu'un  même  plan  coupe  les  deux  surfaces  sui- 
vant des  cercles  ;  mais  on  peut  prendre,  comme  surfaces  auxiliaires, 
des  sphères  réalisant  cette  condition. 
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Une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  de  concours  des  axes  de 


II  tant  mener  U  lljrne  n'A'  jutqo't 
la  rencontre  de  r'jW. 

Fig.  349. 

révolution  rencontre  les  deux  surfaces  suivant  des  cercles  dont  les 
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plans  sont  perpendiculaires  au  plan  vertical.  Le  point  commun  aux 
deux  droites  suivant  lesquelles  ces  cercles  se  projettent  verticalement 
appartient  à  la  projection  verticale  de  l'intersection  cherchée. 

Soient  donc  deux  ellipsoïdes  (fig.  349)  :  l'axe  AB  de  l'un  est  vertical, 
et  l'axe  fg'  du  second  est  de  front;  les  deux  axes  se  coupent  au  point  c'. 

Une  sphère  telle  que  dj' ,  décrite  du  centre  d,  rencontre  les  surfaces 
données  suivant  des  cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à 
celui  des  axes,  et  qui  se  projettent  suivant  des  diamètres  i'/  et  z'V ; 
le  point  de  rencontre  m'  de  ces  diamètres  appartient  à  la  projection 
verticale  de  l'intersection. 

Le  parallèle  i'j'  a  pour  projection  horizontale  la  circonférence  ir)xj  ; 
m'  fait  connaître  m,  le  point  (m,  m'),  ainsi  déterminé,  appartient  aux 
deux  parallèles  IJ ,  ZL,  et  par  suite  aux  deux  surfaces  données.  La 
même  sphère  donne  encore  le  point  (mj,  m'). 

Tangente.  La  tangente  au  point  (n,  n')  serait  donnée  par  l'interseo- 
tion  des  plans  tangents,  en  ce  point,  à  chaque  surface  (n°  287,  1°)  ; 
mais  il  vaut  mieux  la  considérer  comme  perpendiculaire  au  plan  des 
normales  menées  à  chaque  surface  par  le  point  donné  (287,  2»). 

Soit  à  mener  la  tangente  au  point  [n,  n');  menons  la  normale  n\h' 
au  point  correspondant  du  méridien  principal,  n'h'  sera  la  projection 
verticale  de  la  normale  au  point  (n,  n')  ;  la  projection  horizontale  na 
passe  par  la  projection  de  l'axe. 

La  normale  n'^V  fait  connaître  n'V  ;  il  faut  projeter  V  en  l  et  joindre  ni. 

Les  projections  a,  l  étant  sur  une  parallèle  xy,  la  droite  (al,  h'V) 
est  une  ligne  de  front  du  plan  des  normales  ;  donc,  de  n'  il  faut 
abaisser  la  perpendiculaire  n'tf  sur  h'V. 

Pour  avoir  la  projection  horizontale  nt,  menons  une  horizontale 
(i^'p',  rp)  du  plan  des  normales;  r'  déterminerait  mal  la  projection  r; 
mais  r*!  donne  r^,  et  par  suite  r;  puis  on  abaisse  la  perpendiculaire 
nt  sur  rp.  La  droite  {nt,  n't')  est  la  tangente  demandée. 

Remarque.  Quels  que  soient  les  plans  de  projection,  on  peut  recourir 
avec  avantage  aux  sphères  auxiliaires  pour  déterminer  l'intersection 
des  cylindres  et  des  cônes  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent; 
mais  il  est  surtout  utile  d'employer  ce  procédé  lorsqu'on  ne  demande 
que  la  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  des  axes,  et  c'est  le 
cas  le  plus  fréquent  dans  la  pratique  du  dessin;  en  voici  un  exemple. 

Problème. 

424.  Étant  donnés  un  cône  et  un  cylindre  de  révolution  dont  les 
axes  se  coupent  à  angle  droit,  projeter  leur  intersection  sur  le  plan 
des  axes. 

Soit  un  cône  ayant  s  pour  sommet,  aai  pour  diamètre  de  base,  et 
dont  l'axe  coupe  au  point  o  l'axe  d'un  cylindre  C  de  révolution. 

Le  plan  des  axes  coupe  les  deux  surfaces  suivant  les  quatre  géné- 
ratrices de  contour  apparent,  donc  celles-ci  se  coupent  deux  à  deux 
en  quatre  points  b,  c,  hi,  Cj,  qui  appartiennent  à  l'intersection. 
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Pour  avoir  un  point  quelconque,  il  faut  décrire  une  sphère  R  du 
point  o  comme  centre.  Elle  coupe  le  cône  suivant  les  cercles  de  dia- 
mètre gg,  et  /j/i,,  et  le  cylindre  suivant  les  cercles  de  diamètre  ij  et  ij,. 
Or  les  cercles  du  cylindre  coupent  le  cercle  gg,  du  cône  en  k  et  A-,  ; 
donc  ces  points  appartiennent  à  l'intersection. 

La  sphère  limite  est  celle  qui  est  tangente  à  l'une  des  surfaces 


-Z-^2.^. 


Fig.  350. 

données  tout  en  coupant  l'autre.  Dans  l'exemple  donné,  la  sphère  T, 
de  rayon  minimum,  est  tangente  au  cône  suivant  le  cercle  de  diamètre 
dcli  et  coupe  le  cylindre  suivant  ef,  eJi  :  donc  les  points  m  et  nl^ 
sont  les  points  limites  vers  l'a.xe  du  cône,  et  la  courbe  d'intersection 
est  tangente  à  ef  au  point  m;  à  eifi  au  point  mj.  Les  points  b,  m,  k,c 
permettent  de  tracer  la  courbe  d'entrée;  de  même  que  6,,  nij,  ki,  Cj 
donnent  celle  de  sortie. 

Remarques.  L  Lorsque  les  axes  de  deux  surfaces  de  révolution  du 
second  degré  se  coupent,  l'intersection  se  projette  sur  le  plan  des  axes 
suivant  une  courbe  du  second  degré.  Dans  l'exemple  donné  (fig.  350),  la 
courbe  est  une  hyperbole  ,  m  et  «ij  en  sont  les  sommets.  L'intersection 
proprement  dite  est  évidemment  limitée  aux  génératrices  de  contour 
apparent  en  b  et  c,  elc.  ;  néanmoins  les  sphères  auxiliaires  donnent 
les  points  de  la  courbe  illimitée  du  second  degré.  Ainsi  les  cercles  de 
diamètre  ij  et  hh^  ne  se  coupent  pas  ;  cependant  le  point  l  de  leurs 
plans  appartient  à  l'hyperbole.  Il  peut  être  utile  de  déterminer 
quelques  points  tels  que  l,  2|,afin  de  bien  reconnaître  la  forme  de  la 
courbe  nib. 
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L'ensemble  des  points  tels  que  l,  ij  se  nomme  la  partie  virtuelle  ou 
parasite  de  la  projection  demandée. 

II.  Un  cône  et  un  cylindre  donnés  peuvent  offrir  trois  sortes  d'in- 
tersections d'aspect  bien  différent  : 
1»  La  sphèi'e  inscrite  au  cône  coupe  le  cylindre  (fig.  351).  La  pro- 


Fig.  351. 


Fig.  352. 


Fig.  353. 


jection  de  l'intersection  est  une  hyperbole  cmd,  enf,  ayant  l'axe 
transverse  mn  parallèle  à  l'axe  du  cylindre. 

2"  La  sphère  inscrite  au  cône  est  inscrite  au  cylindre  (fig.  352).  La 
projection  de  l'intersection  se  compose  de  deux  droites  cf,  de. 

3°  La  sphère  inscrite  au  cône  ne  rencontre  pas  le  cylindre,  ou  bien, 
la  sphère  inscrite  au  cylindre  coupe  le  cône  (fig.  353).  La  projection 
de  l'intersection  est  une  hyperbole,  dont  l'axe  transverse  mn  est  sur 
l'axe  du  cône. 

m.  Asymptotes  des  hyperboles.  Les  asymptotes  sont  données  par 
le  cas  intermédiaire  (fig.  352).  Pour  les  déterminer  directement,  il 
suffit  de  circonscrire,  à  la  sphère  inscrite  au  cône,  un  cylindre  parallèle 
au  cylindre  donné  (fig.  351).  On  obtient  Cj/'j,  d^e^  pour  asymptotes. 
Ou  bien  on  circonscrit,  à  la  sphère  inscrite  au  cylindre  (fig.  353),  un 
cône  parallèle  au  premier. 

Problème. 


425.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cônes  de  révolution  ayant 
même  sommet. 

On  amène  le  plan  des  axes  à  être  parallèle  à  l'un  des  plans  de  pro- 
jection, et  l'on  est  conduit  à  résoudre  le  premier  cas  des  trièdres 
(n»  210). 

Soient  ab,  ac;  p  et  ^  les  axes  et  les  demi-angles  au  sommet  des  deux 
cônes. 
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Du  poinl  a  comme  centre,  avec  ud  rayon  arbitraire,  décrivons  une 

sphère;  chaque  cône  est 
coupé  suivant  un  cercle, 
projeté  sur  le  plan  des  axes, 
suivant  un  diamètre  de, 
fg;  donc  h  est  la  projec- 
tion horizontale  d'un  point 
commun  aux  deux  circon- 
férences. L'ordonnée  de  ce 
point  s'obtient  en  décri- 
vant une  demi -circonfé- 
rence sur  le  diamètre  fg 
ou  sur  de,  et  eu  menant 
la  perpendiculaire  hh'. 

Remarque.  Les  deux  cônes  se  coupent  suivant  deux  génératrices 
symétriques  par  rapport  au  plan  des  axes;  ah  est  la  projection  hori- 
zontale de  ces  deux  cénératrices,  el  l'ordonnée  hh',  portée  au-dessus 
et  au-dessous  du  plan  bac,  ferait  connaître  les  projections  verticale» 
de  ces  mêmes  lignes. 
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EXERCICES 

INTERSECTION    DES    SURFACES 


Deux  polyèdres,   ou  polyèdre  et  surface  courbe. 

692.  Déterminer  l'Intersection  de  deux  prismes  de  front  ayant  pour  trace 
horizontale  commune  un  hexagone  régulier,  dont  deux  côtés  sont  parallèles 
h  xy. 

593.  Déterminer  l'Intersection  de  deux  pyramides,  lorsque  la  droite  des  som- 
mets ne  rencontre  pas  le  plan  horizontal  dans  les  limites  de  l'épure. 

694.  Déterminer  l'intersection  de  deux  pyramides  ayant  pour  base  commune 
sur  le  plan  horizontal  un  octogone  régulier,  dont  deux  côtés  sont  parallèles  à 
xy  ;  les  sommets  des  deux  pyramides  sont  sur  une  droite  parallèle  à  la  ligne 
de  terre,  et  dont  la  projection  horizontale  passe  par  le  centre  de  l'octogone 
régulier. 

595.  Déterminer  la  pénétration  d'un  prisme  droit  à  base  carrée  dans  une 
sphère  :  l»  une  des  diagonales  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projec- 
tion ;  elle  égale  le  rayon,  et  le  centre  de  la  sphère  se  projette  sur  une  des  extré- 
mités de  cette  diagonale;  2°  mener  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection,  et 
développer  le  prisme. 

696.  Déterminer  l'Intersection  d'un  prisme  et  d'une  sphère. 

597.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'une  pyramide  ayant  pour 
base  un  polygone  Inscrit  dans  l'équateur  de  la  sphère. 

598.  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  du  second  degré,  et  d'un  prisme 
ayant  ponr  trace  horizontale  un  polygone  inscrit  dans  la  trace  horizontale  du 
cône. 

599.  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  et  d'un  prisme  droit 
à  base  carrée;  une  des  arêtes  du  prisme  coïncide  avec  l'axe  du  cône,  et  la 
diagonale  du  carré  égale  le  rayon  de  la  base  du  cône. 

600.  Déterminer  l'intersection  d'un  tétraèdre  régulier  et  d'une  sphère ,  définis 
comme  il  suit  :  la  base  du  tétraèdre  est  sur  le  plan  horizontal,  la  sphère  a  pour 
centre  le  sommet  du  tétraèdre,  et  passe  par  le  cercle  inscrit  à  la  base  de  ce 
solide. 

601.  Déterminer  l'Intersection  des  surfaces  suivantes  :  1"  un  tétraèdre  régu- 
lier de  7  centimètres  de  côté,  reposant  sur  le  plan  horizontal  par  une  de  ses 
faces  :  l'une  des  arêtes  de  cette  face  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre; 
2»  un  cylindre  de  révolution,  de  3  centimètres  de  rayon,  placé  sur  le  plan 
horizontal,  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  la  projection  horizontale  de  l'axe 
passe  par  la  projection  horizontale  du  sommet  du  tétraèdre. 
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Deux  cylindres. 

602.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  dont  le»  axes 
se  coupent  rectangnlairement,  et  dont  les  rayons  sont  inégaux  ;  tracer  le  déve- 
loppement de  l'un  de  ces  cylindres. 

603.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  ;  l'un  d'eux  est 
vertical,  et  l'autre  horizontal;  le  rayon  de  ce  dernier  est  plus  petit  que  la 
moitié  do  celui  du  premier,  et  l'une  de  ses  génératrices  de  contour  aiip;u-ent 
est  tangente  à  la  trace  horizontale  du  cylindre  vertical.  Développer  cliaquo 
surface  cylindrique. 

604.  Déterminer  l'Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution,  dont  l'un  est 
vertical  ;  l'autre  est  horizontal  ou  de  front  et  l'une  de  ses  génératrices  rencontre 
l'axe  du  premier.  Examiner  les  trois  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

605.  Déterminer  l'Intersection  de  deux  cj'lindres  égaux  à  bases  circulaires; 
les  cylindres  sont  de  front,  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  et  ils  rencontrent  le 
plan  des  bases  sous  des  angles  de  45  degrés.  Examiner  les  deux  cas  suivants  : 

l»  Les  deux  axes  sont  éloignés  l'un  de  l'autre  d'une  distance  égale  au  rayon 
de  base. 

2»  Les  axes  sont  plus  rapprochés  l'un  de  l'autre  ;  leur  distance,  par  exemple, 
est  le  quart  du  rayon. 

606.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  de  même  rayon 
et  qui  se  coupent  orthogonalement  ;  les  axes  sont  de  front,  et  sont  éloignés  l'un 
de  l'autre  d'une  longueur  égale  au  rayon. 

1"  Un  des  cylindres  est  vertical ,  et  l'autre  horizontal. 

2"  Chaque  cylindre  est  incliné  à  45  degrés  sur  le  plan  horizontal. 

607.  Déterminer  les  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  l'intersection  de 
deux  cylindres  à  bases  circulaires. 

608.  Un  cylindre  a  pour  axe  la  ligne  de  terre;  un  autre  cylindre,  parallèle 
au  plan  vertical,  et  dont  les  génératrices  sont  inclinées  de  45  degrés  sur  le  plan 
horizontal ,  a  pour  base  un  cercle  tangent  à  la  ligne  de  terre.  Trouver  l'iiitcr- 
section  de  ces  deux  surfaces. 

609.  On  prend  la  section  droite  d'un  cylindre  de  révolution  illimité  pour 
directrice  d'un  cylindre  oblique  au  premier;  quelle  est  l'intersection  des  deux 
surfaces  cylindriques  ? 

610.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cylindres  ayant  pour  trace  horizontale 
commune  une  courbe  du  second  degré. 

611.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cylindres  circonscrits  à  une  môme 
sphère. 

612.  Déterminer  l'intersection  d'un  cylindre  paraboUque  vertical  et  d'un 
cylindre  circulaire  horizontal  ;  les  deux  cylindres  admettent  un  même  plan 
tangent  contenant  la  génératrice  rectiligne  qui  passe  par  le  sommet  de  la  pa- 
rabole. 

813.  Reconnaître  dans  quelles  circonstances  l'intersection  de  deux  cylindres  a 
des  branches  infinies. 

614.  Chercher  directement  la  position  dos  points  doubles  apparents  que  peut 
présenter  l'Intersection  de  deux  cylindres  du  second  degré. 
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Cylindre  et  cône. 


615.  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  : 
1»  Dans  le  cas  où  11  y  a  arrachement  ; 

2»  Dans  le  cas  où  il  y  a  pénétration  ; 

3»  Lorsque  les  plans  auxiliaires  se  trouvent  tangents  à  la  fois  aux  traces 
horizontales  des  deux  surfaces  données. 

616.  Un  cône  et  un  cylindre  de  révolution  dont  les  axes  se  coupent  à  angle 
droit  étant  donnés,  chercher  l'intersection  des  deux  surfaces  et  développer  le 
cône  dans  chacun  des  cas  suivants  : 

1»  Le  cône  pénètre  dans  le  cylindre  ; 

2°  Le  cylindre  pénètre  dans  le  cône; 

8»  Sur  un  plan  de  profil,  les  génératrices  extrêmes  du  cône  sont  tangentes  à 
la  circonférence  que  donne  le  cylindre; 

4»  Déterminer  aussi  l'intersection  de  deux  cônes  circonscrits  à  la  même 
sphère. 

617.  Déterminer  l'intersection  d'un  cylindre  et  d'un  cône  de  révolution  dont 
les  axes  se  rencontrent  sous  un  angle  quelconque ,  et  déterminer  les  asymptotes 
de  l'hyperbole  qu'on  obtient  en  projection  verticale. 

618.  Déterminer  l'intersection  d'un  cylindre  et  d'un  cône  qui  ont  une  géné- 
ratrice commune ,  et  dont  les  bases  sont  des  cercles  tangents. 

619.  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  oblique,  lorsque  les 
deux  surfaces  ont  une  circonférence  commune. 

620.  On  donne  un  cône  droit.  Dans  la  section  méridienne  A'S'b'  de  ce  cône 
on  Inscrit  un  cercle  OK.  Ce  cercle  est  la  section  droite  d'un  cylindre.  Chercher 
l'Intersection  de  ce  cylindre  et  du  cône, 

621.  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  lorsque  les  deux 
surfaces  sont  circonscrites  à  la  même  sphère  et  ont  une  génératrice  commune. 

622.  Déterminer  l'Intersection  d'un  cylindre  et  d'un  cône  à  bases  circulaires 
ayant  un  même  plan  principal  ;  dans  ce  plan,  le  sommet  du  cône  se  pi'ojette  sur 
la  circonférence  de  base  du  cylindre,  et  la  génératrice  du  cylindre  qui  passe  par 
ce  point  est  parallèle  à  l'une  des  génératrices  du  cône. 

623.  La  ligne  des  centres  de  deux  cercles  horizontaux  est  parallèle  à  xy  ;  l'un 
de  ces  cercles  sert  de  directrice  à  un  cône  de  révolution,  et  l'autre  à  un  cylindre 
oblique  dont  les  génératrices,  parallèles  au  plan  vertical,  ont,  sur  le  plan  hori- 
zontal ,  la  même  inclinaison  que  les  génératrices  du  cône  :  on  demande  l'inter- 
section des  deux  surfaces. 

624.  Un  cône  de  révolution,  dont  les  génératrices  sont  inclinées  à  45  degrés 
sur  l'axe,  coupe  un  cylindre  de  révolution  dont  une  génératrice  coïncide  avec 
l'axe  du  cône;  déterminer  les  projections  de  l'intersection  sur  un  plan  parallèle 
à  celui  des  axes  des  deux  surfaces,  et  sur  un  plan  perpendiculaire  au  premier 
et  parallèle  aux  axes. 

625.  Déterminer  l'intersection  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  ver- 
tical, et  d'nn  cône  droit  défini  comme  il  suit  :  le  diamètre  de  la  base  du  cylindre, 
qui  se  trouve  perpendiculaire  à  xy,  est  l'axe  transverse  d'une  hyperbole  équlla- 
tère  qui  sert  de  base  au  cône  ;  le  sommet  du  cône  est  un  point  donné  sur  l'axe 
du  cylindre. 
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C2C.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  définis  de  la  manit'-re 
suivante  :  le  cylindre  est  droit  ;  sa  base  est  un  cercle  donné  dans  le  plan  hori- 
zontal. Le  cône  a  son  sommet  sur  l'axe  du  cylindre;  sa  base  est  une  hyperbole 
tangente  à  la  base  du  cylindre  et  ayant  pour  asymptotes  deux  diamètres  rec- 
tangulaires de  cette  base;  l'un  de  ces  diamètres  est  parallèle  à  la  ligne  de 
terre.  On  mènera  la  tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

627.  Déterminer  l'intersection  d'un  cylindre  et  d'un  cône  dont  les  basea  sont 
■Huées  dans  des  plans  PaP'  et  Q^Q'  perpendiculaires  au  plan  vertical. 

628.  Reconnaître  dans  quelles  circonstances  l'Intersection  d'un  cylindre  et 
d'un  cône  a  des  branches  Infinies. 

629.  Déterminer  les  tangentes  en  un  point  double  réel  de  U  courbe  d'inter- 
section d'un  cône  et  d'un  cylindre. 


Deux  o6nM. 


630.  Trouver  l'intersection  de  deux  cônes  qui  ont  pour  base  une  circonférence 
tracée  sur  le  plan  horizontal  ;  les  sommets  se  projettent  aux  extrémités  du 
diamètre  parallèle  à  xy. 

631.  Trouver  l'intersection  de  deux  cônes  qui  ont  leurs  sommets  sur  le  plan 
vertical ,  et  pour  base  commuoe  un  cercle  situé  sur  le  plan  horizontal  ;  mener 
la  tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

632.  Deux  circonférences  égales  AB,  AC  sont  tangentes  en  un  même  point  de 
xy;  l'une  d'elles  AB,  placée  sur  le  plan  horizontal,  est  la  base  d'un  cône  qui  a 
pour  sommet  le  centre  N  de  la  seconde  ;  la  circonférence  AC,  placée  sur  le  plan 
vertical,  est  la  base  d'un  cône  qui  a  pour  sommet  le  centre  m  de  la  première  ; 
chacune  est  la  directrice  d'un  cône  dont  le  sommet  coïncide  avec  le  centre  de 
l'autre.  Quelle  est  l'intersection  des  deux  cônes  ? 

633.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cônes  circonscrits  à  la  même  sphère. 
Quelle  est  la  nature  de  la  projection  de  cette  intersection  sur  le  plan  des  a.xe8 
des  deux  cônes  ? 

634.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cônes  lorsque  la  droite  des  sommets 
ne  rencontre  pas  le  plan  des  bases  dans  les  limites  de  l'épure. 

636.  Déterminer  l'Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  inégaux  dont  les 
axes  sont  parallèles  et  dont  la  droite  des  sommets  est  perpendiculaire  aux  axes. 

636.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cônes  à  bases  circulaires  concentriques, 
et  dont  les  sommets  se  projettent  au  même  point,  à  l'extrémité  du  diamètre  de 
front  de  la  circonférence  intérieure;  la  hauteur  du  cône  qui  a  pour  base  ce 
cercle  est  plus  gi°aude  que  celle  du  cône  de  la  circonférence  extérieure. 

637.  Déterminer  l'Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  ayant  même  som» 
met. 

638.  Par  un  point  donné  A ,  mener  une  droite  qui  fasse  des  angles  donnés  a 
et  p  avec  deux  plans  donnés  P  et  Q. 

{Examen  oral  d'admission  à  t'École  des  Mines  de  Saint- étlenne,  1882.) 

639.  Deux  cônes  de  révolution  ont  leurs  génératrices  également  inclinées  sur 
l'axe;  les  traces  horizontales  de  ces  cônes  sont  deux  circonférences  :  déterminer 
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rinter.-ectlon  de  ces  cônes  dans  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  ;  ainsi  les 
circonférences  sont  : 

1»  Concentriques;  2°  Intérieures,  mais  excentriques;  3»  tangentes  intérieu- 
rement; 4»  sécantes;  5»  tangentes  extérieurement;  6»  extérieures  l'une  à 
l'autre. 

640.  Déterminer  l'intersection  do  deux  cônes  de  révolution  inégaux  dont  les 
axes  sont  parallèles. 

641.  Reconnaître  dani  quelles  circonstances  l'Intersection  de  deux  cônes  a 
des  branches  infinies. 


Cylindre  et  sphère,  ou  ellipsoïde. 


642.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  oblique  paral- 
lèle au  plan  vertical  de  projection,  et  dont  la  trace  sur  le  plan  de  l'équateur 
de  la  sphère  est  une  ellipse  ayant  pour  grand  axe  le  diamètre  perpendiculaire 
au  plan  vertical. 

643.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  qui  a  pour  di- 
rectrice un  cercle  de  cette  sphère. 

644.  Un  hémisphère  a  le  grand  cercle  qui  le  termine  parallèle  an  plan  verti- 
cal; ce  grand  cercle  sert  de  directrice  à  un  cylindre  dont  on  connaît  la  direc- 
tion des  génératrices  : 

1»  On  demande  la  projection  verticale  de  la  courbe  d'intersection  de  l'hémi- 
sphère et  du  cylindre  ;  2"  étant  donnée  la  projection  verticale  des  génératrices 
du  cylindre,  déterminer  leur  projection  horizontale  de  manière  que  la  courbe 
d'intersection  ait  pour  projection  verticale  une  ligne  droite. 

646.  Déterminer  l'ombre  portée  d'une  niche  demi-cylindrique  surmontée  d'un 
quart  de  sphère. 

646.  Déterminer  l'Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  ver- 
tical et  d'un  cylindre  oblique  défini  comme  il  suit  :  les  génératrices  doivent  être 
parallèles  à  une  droite  donnée,  et  la  directrice  est  une  circonférence  située 
dans  le  méridien  principal  du  premier  cylindre,  et  tangente  à  ses  génératrices 
de  contour  apparent. 

647.  Détacher  d'une  surface  hémisphérique  quatre  fenêtres,  telle  que  la  sur- 
face sphérique  restante  soit  exactement  carrable.  (Problème  de  Viviani.) 

648.  Déterminer  la  projection  verticale  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  tangents 
en  un  point;  le  cyUndre  est  de  profil,  son  rayon  est  la  moitié  de  celui  de  la 
sphère,  et  le  point  de  contact  se  projette  sur  le  diamètre  vertical  du  méridien, 
à  une  distance  du  centre  égale  environ  au  quart  dni  rayon  de  la  sphère. 

649.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  de  front,  dont 
une  génératrice  passe  par  le  centre  de  la  sphère;  l'axe  est  dans  le  plan  hori- 
zontal mené  par  le  centre. 

Examiner  les  trois  cas  suivants  : 

o)  Le  diamètre  du  cylindre  est  plus  grand  que  le  rayon  de  la  sphère. 

&)  Le  diamètre  égale  le  rayon. 

c  )  Le  diamètre  est  plus  petit  que  le  rayon. 

660.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  verlical  à  base 
elliptique. 
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651.  Déterminer  l'Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  et  d'un  cylindre 
circulaire,  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  tangent  à  l'ellipsoïde  au  i>oint  de 
l'équateur  le  plus  éloigné  de  l'observateur. 

652.  Déterminer  l'intersection  d'un  cylindre  oblique  à  base  circulaire  et  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  ù  axe  vertical. 

653.  Déterminer  l'intersection  d'nn  cylindre  oblique  à  base  quelconque  et  d'un 
ellipsoïde  à  trois  axes  Inégaux. 


Sphère  et  cAne. 


654.  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  oblique  à  base  circulaire  et  d'une 
sphère  qui  a  la  base  du  cône  pour  un  de  ses  petits  cercles. 

655.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'nn  cône  oblique  à  base  cir- 
culaire, la  sphère  passe  par  le  sommet  du  cône,  et  son  centre  est  la  projection 
de  ce  sommet  sur  la  base  même  du  cône,  prise  pour  plan  horizontal. 

656.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  de  révolution  dont 
l'axe  vertical  est  tangent  à  la  sphère,  et  dont  le  sommet  se  projette  verticale- 
ment sur  la  projection  du  centre  de  la  sphère;  les  génératrices  rencontrent 
l'axe  sons  un  angle  de  4S<'. 

657.  1»  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  quelconque  et  d'une  sphère  ayant 
pour  centre  le  sommet  du  cône  ;  2»  développer  le  cylindre  projetant  la  courbe 
d'Intersection  sur  le  plan  horizontal;  3»  développer  le  cône  en  utilisant  le  dé- 
veloppement du  cylindre  projetant  l'intersection.  (ProlUme  de  Monge.) 

658.  Déterminer  le  point  double  apparent  de  l'intersection  d'un  cône  du 
second  degré  et  d'une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet  du  cône. 

659.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  de  révolution,  dont 
l'axe  est  vertical  et  dont  le  sommet  est  sur  le  plan  de  l'équateur  de  la  sphère. 

660.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  à  base  circulaire. 
Une  génératrice  du  cône  est  verticale  et  tangente  à  la  sphère;  sur  un  plan 
horizontal,  tangent  à  la  sphère,  le  cône  a  pour  base  la  projection  môme  do 
l'équateur  de  la  sphère,  et  le  sommet  du  cône  est  sur  le  second  plan  horizontal 
tangent  à  la  sphère. 

661.  Déterminer  rintersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  droit  à  base  ellip- 
tique ayant  son  sommet  au  centre  de  la  sphère.  (L'intersection  se  nomme 
Ellipse  spliérique.) 

662.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  de  révolution  dont 
l'axe  est  vertical;  l'angle  au  sommet  est  droit,  une  des  génératrices  est  tan- 
gente au  méridien  principal,  et  le  sommet  est  an  point  de  contact  de  cette 
ligne  et  du  méridien.  (La  projection  horlzont:t1e  de  l'Intersection  est  une  Car- 
dioïde,  variété  du  Limaçon  de  Pascal.) 

Sphère.  —  Ellipsoïde.  —  Paraboloïde  de  révolution. 

663.  Déterminer  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  aies 
sont  parallèles,  et  mener  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection  en  un  point 
donné. 
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664.  Déterminer  la  projection  horizontale  de  l'Intersection  de  deux  surfaces 
de  révolution  du  second  degré  à  centre,  dont  les  axes  sont  verticaux  et  dont 
les  centres  sont  dans  un  plan  horizontal. 

666.  Déterminer  l'intersection  de  deux  paraboloïdes  de  révolution  à  axes 
parallèles,  lorsque  la  droite  qui  joint  les  sommets  est  perpendiculaire  aux  axes. 

666.  Déterminer  l'intersection  de  deux  ellipsoïdes  de  révolution  de  môme 
centre,  et  dont  les  axes  se  coupent  à  angle  droit. 

667.  Mener  les  tangentes  aux  points  d'arrêt  que  présente  la  projection  ver- 
ticale de  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution ,  dont  les  axes  se  ren- 
contrent et  sont  parallèles  au  plan  vertical  de  projection. 

668.  Déterminer  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  circonscrites 
à  une  même  sphère. 

669.  Déterminer  l'intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  est 
Tertlcal,  et  d'un  paraboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  horizontal. 


ParaLoloïde  hyperbolique.  —  Hyperboloïde  à  une  nappe. 

670.  Détenniner  l'intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  et  d'un  cylindre 
perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection. 

671.  Déterminer  l'intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  et  d'une  sphère. 

672.  Trouver  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  hyperboloïde  de  révolution, 
le  centre  de  la  sphère  appartenant  à  l'axe  de  l'hyperboloïde. 

673.  Déterminer  l'intersection  d'un  cylindre  circulaire  et  d'un  hyperboloïde 
équilatère  de  révolution,  à  une  nappe.  Les  axes  sont  verticaux,  leur  plan  est 
de  profil,  et  les  deux  surfaces  sont  tangentes  en  un  point  du  collier. 

674.  Déterminer  l'intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  et  d'un  cylindre 
ayant  pour  directrice  un  cercle  tangent  au  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde, 
et  pour  génératrice  une  des  génératrices  de  l'hyperboloïde  menées  par  le  point 
de  contact  des  deux  cercles. 

675.  Déterminer  l'intersection  d'un  cylindre  oblique  à  base  quelconque  et 
d'un  hyperboloïde  de  révolution  donné  par  son  axe  et  une  génératrice. 

676.  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe, 
définis  de  la  manière  suivante  : 

L'axe  de  l'hyperboloïde  est  vertical  ;  la  plus  courte  distance  de  la  génératrice 
à  cet  axe  est  de  15  millimètres;  l'angle  que  fait  la  génératrice  avec  l'axe  est 
de  45  degrés. 

La  sphère  passe  par  le  centre  du  cercle  de  gorge  ;  elle  a  son  centre  sur  l'hyper- 
boloïde, à  3  centimètres  du  plan  du  cercle  de  gorge  et  dans  le  plan  méridien 
parallèle  au  plan  vertical  de  projection. 

On  construira  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  d'intersection. 


EL.  11 
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Tore,  cylindre,  sphère. 

677.  Déterminer  l'intersection  d'un  tore  et  d'un  cylindre  de  révolution  dont 
les  axea  «ont  parallèles,  et  mener  la  tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

678.  Déterminer  l'intersection  d'un  tore  et  d'un  cylindre  horizontal  ayant 
pour  section  droite  le  cercle  générateur  du  tore. 

Le  cercle  qui  engendre  le  tore  est  tangent  à  l'axe  de  la  surface  annulaire 
engendrée,  et  le  cylindre  est  de  front. 

679.  Déterminer  l'Intersection  d'un  tore  et  d'une  sphère  ayant  son  centre 
dans  le  plan  de  l'équateur  du  tore. 

680.  Déterminer  l'Intersection  d'un  tore  par  une  sphère  bi- tangente. 

681.  Déterminer  l'intersection  de  deux  tores  circulaires  égaux  se  conpant  à 
angle  droit  et  ayant  même  centre. 

682.  Déterminer  l'Intersection  de  deux  tores  de  même  centre,  mais  dont  les 
méridiens  sont  Inégaux. 

683.  Trouver  un  point  d'où  les  trois  côtés  d'un  triangle  soient  vus  sous  un 
angle  donné  moindre  que  120  degrés.  (Saint -Etienne,  examen  oral  pour  l'ad- 
mission  à  l'École  des  Mineurs.) 

Hélicoïdes. 

684.  Déterminer  l'intersection  d'un  héllcoïde  normal  et  d'an  cylindre  de  ré- 
volution qui  passe  par  l'axe  de  l'hélicoïde. 

686.  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  et  d'un  hélicoïde  nor- 
mal ayant  même  axe. 

686.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  hélicoïde  normal  ayant 
pour  axe  un  diamètre  de  la  sphère,  et  dont  le  pas  égale  le  rayon  do  cette 
même  sphère.  Mener  la  tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

687.  Tracer  sur  un  cône  de  révolution  une  ligne  (autre  que  le  cercle)  qui 
rencontre  chaque  génératrice  sons  un  angle  constant.  (Programme  de  i'École 
des  Mines  de  Saint  -  Etienne.) 

688.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  ayant  pour  trace, 
sur  le  plan  de  l'équateur,  une  spirale  logarithmique  dont  le  pôle  est  au  centre 
de  la  sphère.  —  Développer  le  cylindre,  afin  d'obtenir  la  transformée  de  l'inter- 
section. 

689.  Tracer  les  projections  d'une  loxodromle  sphérique. 

La  loxodromle  est  une  courhe  sphérique  gui  coupe  tons  les  méridiens  soua 
un  angle  constant  ;  c'est  la  courbe  que  décrit  un  vaisseau  quand  il  suit  le  même 
rhumb  de  vent. 

690.  Spirale  de  Pappus.  Tracer  la  spirale  Indiquée  dans  le  théorème  suivant  : 
Si  du  sommet  d'un  hémisphère  on  décrit  une  spirale  par  un  point  partant  de 

ce  sommet  et  marchant  uniformément  sur  le  quart  de  cercle  qu'il  parcourra 
pendant  que  le  quart  de  cercle  fera  une  révolution  entière  autour  de  l'hémi- 
sphère, ia  portion  de  la  surface  sphérique,  comprise  entre  cette  spirale  et  la 
base  de  l'hémisphère,  sera  égale  au  carré  dn  diamètre. 
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691.  On  divise  l'équateur  d'une  sphère  en  n  parties  égales  et  le  méridien  en 
2»  parties  égales,  tracer  les  projections  d'une  spirale  sphérique  partant  du  point 
supérieur  de  la  sphère  pour  aboutir  au  point  opposé;  le  point  décrivant  des- 
cend d'une  division  du  méridien,  en  même  temps  qu'il  tourne  d'une  division  de 
l'équateur,  en  partant  du  diamètre  horizontal  et  de  front,  pfis  pour  axe  polaire 
■de  la  projection  horizontale. 

Mener  la  tangente  en  un  point  de  la  spirale. 

692.  Même  problème  que  précédemment  (Ex.  691),  mais  l'équateur  est  divisé 
en  2n  parties  égales,  tandis  que  le  méridien  n'est  divisé  qu'en  n  parties  égales. 
(La  projection  horizontale  de  la  courbe  sphérique  est  une  rosace  à  quatre 
branches.) 

693.  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution,  le  grand  axe  est  vertical  et  son 
carré  égale  le  double  de  celui  du  petit  axe  ;  on  divise  le  quadrant  de  l'équateur 
en  2n  parties  égales ,  tandis  que  celui  du  grand  cercle  principal  de  l'ellipse  mé- 
ridienne est  divisé  en  n  parties;  par  chaque  point  de  division  de  ce  cercle,  on 
mène  des  plans  horizontaux  pour  déterminer  les  parallèles  con-espondants  do 
l'ellipsoïde,  puis  un  point  mobile  part  du  sommet  de  l'ellipsoïde,  rencontre 
chaque  parallèle  en  tournant  de  manière  à  se  placer  dans  le  méridien  corres- 
pondant ;  déterminer  les  projections  de  la  courbe  décrite  par  le  point  mobile. 

Voir  en  outre  le  chapitre  complémentaire  ci-aprèa:  Froilèmes  sur  la  sphère. 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE 

PROBLÈMES  RELATIFS  A  LA  SPHÈRE 


694.  Inscrire  une  sphère  dans  nn  tétraèdre  donné. 

696.  Oq  donne  trois  points  non  en  ligne  droite  ;  de  l'un  de  ces  points  comme 
centre  décrire  une  sphère  qui  passe  à  ég.ile  distance  de  chacun  des  autres. 

696.  On  donne  un  triangle  scalène  ABC  ;  d'un  de  ses  sommets  pris  pour  centre, 
C,  par  exemple,  décrire  une  sphère  telle  que  les  plans  tangents  menés  par  les 
extrémités  des  rayons  qui  passent  par  les  points  A  et  B  soient  équidistants  de 
chacun  de  ces  derniers  points. 

697.  Déterminer  le  centre  et  le  rayon  d'une  sphère  équidistante  de  cinq 
points  donnés. 

698.  On  coupe  une  sphère  par  un  plan,  trouver  nn  point  quelconque  de  la 
section  et  la  tangente  en  ce  point. 

699.  Une  sphère  étant  coupée  par  un  plan,  déterminer  les  points  de  la  section 
pour  lesquels  la  tangente  est  parallèle  à  une  droite  donnée. 

700.  Construire  l'intersection  de  deux  sphères  données  par  les  projections  des 
centres  et  les  longueurs  des  rayons. 

701.  Trouver  les  points  communs  à  trois  sphères  données. 

702.  Avec  un  rayon  donné,  décrire  une  sphère  tangente  à  trois  sphères  don» 
nées. 

703.  Par  trois  points  donnés ,  faire  passer  une  sphère  qui  soit  tangente  :  1"  à 
un  plan  donné;  2»  à  un  cylindre  de  révolntion  de  rayon  connu  et  dont  l'axe 
est  parallèle  au  plan  des  trois  points. 

704.  Problème  analogue  au  précédent  :  la  sphère  doit  être  tangente  à  une 
sphère  donnée. 

706.  Par  trois  points,  faire  passer  une  sphère  qni  soit  tangente  à  one  droite 
donnée. 

706.  Par  deux  points ,  faire  passer  une  sphère  qui  soit  tangente  à  deux  plans 
donnés. 

707.  Par  un  point,  faire  passer  une  sphère  qui  soit  tangente  à  trois  plans 
donnés. 

708.  Par  un  point  donné  (a,  a'),  mener  un  plan  qui  rencontre  ch.aque  plan 
de  projection  sous  des  angles  donnés,  en  employant  des  sphères  auxiliaires. 

709.  Résoudre  directement  le  sixième  cas  des  trièdres;  on  connaît  les  trois 
dièdres. 

710.  Déterauner  la  vraie  distance  sphériquo  de  deux  points  d'une  sphère; 
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ces  pointa  sont  donnés  par  leurs  projections  horizontales  a  et  b;  le  premier 
appartient  à  l'hémisphère  supérieur,  et  le  second  à  l'hémisphère  inférieur. 

711.  Trouver  la  plus  courte  et  la  plus  longue  distance  de  deux  sphères,  de 
position  quelconque  par  rapport  aux  plans  de  projection. 

712.  Trouver  les  projections  du  grand  cercle  perpendiculaire  au  milieu  de 
l'arc  qui  joint  deux  points  donnés  sur  la  sphère. 

713.  Déterminer  le  petit  cercle  qui  passerait  par  trois  points  donnés  sur  une 
sphère. 

1»  Trouver  le  rayon  du  cercle. 

2"  Trouver  les  projections  des  pôles  de  ce  cercle. 

714.  On  donne  un  triangle;  décrire  une  sphère  d'un  rayon  donné,  qui  soit 
tangente  à  chaque  côté  du  triangle. 

715.  Par  la  ligne  de  terre,  faire  passer  un  plan  qui  coupe  une  sphère  suivant 
un  cercle  d'un  rayon  donné. 

716.  Un  plan  est  parallèle  k  scy;  décrire  une  sphère  qui  coupe  chaque  plan 
de  projection  et  le  plan  donné ,  suivant  des  cercles  de  même  rayon  donné  ;  la 
projection  horizontale  du  centre  de  la  sphère  doit  se  trouver  sur  une  ligne  du 
plan  horizontal. 

717.  D'un  point  donné  comme  centre,  décrire  une  sphère  qui  intercepte  sur 
un  plan  donné,  quelconque  par  rapport  aux  plans  de  projection,  un  cercle  de 
rayon  donné. 

718.  Par  un  point  donné  dans  une  sphère,  mener  les  plans  qui  déterminent 
la  plus  grande  et  la  plus  petite  section. 

719."  Par  un  point  donné  dans  une  sphère,  mener  un  plan  qui  détermine  une 
section  d'une  grandeur  donnée,  et  trouver  la  trace  horizontale  d'une  surface 
tangente  à  toutes  les  sections  égales  menées  par  le  point  donné. 

720.  Par  un  point  de  l'intersection  de  deux  sphères,  mener  un  plan  qui  les 
coupe  suivant  deux  cercles  égaux. 

721.  D'un  point  donné  comme  centre,  décrire  une  sphère  équidistante  de 
deux  plans  donnés,  quelconques  par  rapport  aux  plans  de  projection. 

722.  D'un  point  donné  comme  centre,  décrire  une  sphère  qui  soit  tangente  à 
une  ligrne  donnée. 

723.  D'an  point  donné  comme  centre,  décrire  une  sphère  qui  Intercepte  sur 
une  droite  donnée  une  longueur  donnée. 

724.  Avec  un  rayon  donné,  décrire  une  sphère  qui  intercepte,  sur  les  plans 
de  projection  et  sur  un  troisième  plan,  des  cercles  égaux  entre  eux  et  d'un 
rayon  donné. 

725.  Déterminer  les  points  où  une  droite  perce  le  cône  circonscrit  à  deux 
sphères  données. 

726.  Par  une  droite  donnée,  faire  passer  un  plan  qui  intercepte  sur  une 
sphère  un  cercle  de  rayon  donné. 

727.  Par  une  sphère  donnée,  inscrire  un  cube  réalisant  une  des  conditions 
suivantes  :  1»  Une  face  doit  être  parallèle,  à  un  plan  donné  ;  2°  Une  arête  doit 
être  parallèle  à  une  droite  donnée.  (Saint-ÉHenne,  examen  oral  d'admission  à 
l'École  des  Mines,  1882.) 
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728.  Mener  un  plan  tangent  b,  une  sphère  et  à  un  cylindre  quelconque,  donnô 
par  BA  trace  horizontale  et  une  génératrice. 

729.  Mener  un  plan  tangent  à  une  sphère  et  à  un  cône  quelconque,  donné 
par  sa  trace  horizontale  et  son  sommet. 

Examiner  le  cas  où  le  cône  est  de  révolution. 

730.  Deux  plans  verticaux  se  coupent,  dans  chacun  d'eux  est  tracée  une 
droite;  décrire  une  sphère  tangente  aux  deux  plans  et  dont  les  points  de  con- 
tact soient  sur  les  droites  données. 

731.  On  donne  deux  sphères  et,  t-ur  chacune  d'elles,  un  grand  cercle  dont  le 
plan  est  vertical;  décrire  une  sphère  t;inBei)tf'  aux  deux  sphères  données  et 
dont  les  pointe  de  contact  soient  lui'  les  grande  cercles  UuuuO*. 


TROISIEME  PARTIE 

PLANS    COTÉS 


Introduction. 

426.  But  de  la  méthode  des  plans  coté*.  La  méthode  deS  plans 

cotés  a  pour  but  de  représenter  les  corps  avec  leur  forme  et 
leurs  dimensions  réelles  à  l'aide  d'un  seul  plan  de  projection. 
On  l'emploie  pour  représenter  les  corps  qui  ont  un  faible  relief 
relativement  à  l'étendue  de  leur  projection  horizontale;  notam- 
ment les  terrassements,  les  fortifications ,  le  tracé  des  routes  et 
des  canaux. 

Plan  de  comparaison.  Le  plan  de  comparaison  est  le  plan 
horizontal  que  l'on  prend  pour  plan  de  projection. 

Ce  plan  horizontal  est  toujours  au-dessous  de  la  surface 
étudiée;  mais  autrefois,  dans  la  topographie  militaire,  on  le 
prenait  au-dessus  des  points  considérés. 

427.  Cote.  On  nomme  cote  d'un  point  le  nombre  qui  mesure 
la  longueur  de  sa  projetante. 

On  appelle  altitude  la  distance  du  point  à  la  surface  de  la 
mer.  Dans  l'exécution  des  travaux,  on  emploie  fréquemment  le 
mot  ordonnée  pour  cote  ou  altitude. 

On  nomme  cote  négative  la  cote  d'un  point  situé  au-dessous 
du  plan  choisi.  On  appelle  cote  ronde  toute  cote  exprimée  par 
un  nombre  entier. 

428.  Du  point.  Un  point  se  représente  par  sa  projection  hori- 
zontale et  par  sa  cote. 


L 


Fig.  354. 

Si,  par   exemple,  la   cote    du   point   A   est   7  unités,   ce 
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point  sera  représenté  par  a. 7  sur  le  plan  de  comparaison  H. 

429.  Position  d'un   point.  Le  poînt  ne  peut  avoir  que  trois 

positions  par  rapport  au  plan  de  conapa- 
/  7     raison. 

/  •         ^        •    /         Le  point  B  est  au-dessus  du  plan,  car 

Ll f l£_/       sa  cote  est  positive;  G  est  sur  le  plan, 

Fig.  355.  puisque  sa  cote  est  nulle;  enfin,  D  est  au- 

dessous,  car  sa  cote  est  négative. 

Plan  coté.  Le  plan  de  comparaison  est  nommé  plan  coté  parce 
qu'on  y  inscrit  les  cotes  des  points  projetés. 

La  méthode  qui  représente  les  corps  à  l'aide  d'une  seule  pro- 
jection et  des  cotes  des  divers  points  est  connue  sous  le  nom  de 
méthode  des  plans  cotés. 

430.  Échelle  graphique.  Véchelle  graphique  d'un  plan  coté 
est  l'échelle  de  reproduction  employée  pour  les  longueurs  des 
projections  horizontales  *. 

L'échelle  graphique  est  indispensable;  car,  dans  un  même 
problème,  les  longueurs  sont  données  les  unes  par  des  nombres, 
les  autres  par  des  segments  reclilignes;  par  suite,  on  est  conduit 
à  remplacer  par  des  lignes  des  longueurs  données  en  nombre, 
ou  bien  à  évaluer  en  nombre  des  droites  du  dessin. 


§  I.  —  De  la  droite. 

Représentation  de  la  droite  et  théorèmes. 

431.  Mode  de  représentation.  Une  droite  SB  représente  par  sa 
projection  horizontale  sur  le  plan  de  com- 
paraison, et  par  les  cotes  de  deux  de  ses 
points.  Ainsi  ab  est  la  projection  d'une  droite 
AB  de  l'espace;  9,5  est  la  cote  du  point  A, 

Fig.  356.  et  6,  celle  du  point  B. 

432.  Rabattement  d'une  droite.  Pour  résoudre  les  problèmes 
relatifs   à  une  droite  donnée   par  sa   projection  cotée,  on  est 


Dans  les  épures,  nous  Indiquons  l'échelle  graphique  par  e.ç. 
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souvent  conduit  à  amener  cette  droite  sur  le  plan  de  compa- 
raison ;  pour  cela,  on  rabat  son  pian  projetant,  en  le  faisant 
tourner  autour  de  sa  trace. 


fe.jjr=27mnj 


Exemple.  Soit  une  droite  donnée  par 
sa  projection  ah  et  par  les  cotes  9,5  et  6 
de  ses  extrémités. 

Il  faut  mener  des  perpendiculaires  à  la 
projection  ab,  aux  points  a,  h,  prendre 
9,5  divisions  et  6  divisions  sur  l'é- 
chelle graphique,  et  porter  respective- 
ment ces  longueurs  de  a  en  A  et  de  h 
en  B*. 

Remarques.  I.  Les  ordonnées  ak,  6B  sont  portées  d'un  même 
côté  de  ah,  parce  que  les  cotes  ont  même  signe. 

II.  A  l'échelle  graphique  de  deux  millimètres  pour  un  mètre, 
aA=19'nn»  et  &B=12  mm. 

433.  Distances  horizontale    et    verticale.  On    nomme   distance 

horizontale  de  deux  points  donnés  la  distance  de  leurs  pro- 
jections. 
La  distance  horizontale  se  représente  par  d. 

Exemple.  Soient  deux  points  a =9,5  et 
6  =  6,  leur  distance  horizontale  est  la  ligne 
ah;  à  l'échelle  de  2  millimètres  pour  mètre, 
d=10  mm. 

On  nomme  distance  verticale  de  deux  points  la  différence  de 
leurs  cotes  ;  on  peut  la  représenter  par  h  pour  rappeler  que 
c'est  la  hauteur  de  l'un  des  points  au-dessus  du  plan  horizontal 
de  l'autre. 

Pour  la  droite  ah,  la  distance  verticale  ^:=9,5  —  6  =  3,5. 

434.  Pente  d'une  droite.  La  pente  d'une  droite  est  le  rapport 
de  la  distance  verticale  à  la  distance  horizontale  de  deux 
quelconques  de  ses  points.  On  peut  dire  : 

La  pente  d'une  droite  est  le  quotient  qu'on  ohtient  en  divi- 
sant la  différence  des  cotes  de  deux  de  ses  points  par  la  distance 
de  leurs  projectioif  }  horizontales. 


Fig.  358. 


*  Les  rabattements  étant  très  employés  dans  la  méthode  des  plans  cotés ,  on 
écrit  simplement  AB  pour  la  ligne  rabattue,  au  lieu  de  mettre  AjEj  comme 
on  l'a  fait  précédemment  (n»»  161  et  suiv.). 
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K'"^    ^ 


La  pente  se  représente  par  y, 
et  Ton  peut  écrire  : 
h 


Pour    calculer    la    pente,   on 

mesure   ab   à  l'aide  de   l'échelle 

graphique,  soit  d  =  15;    comme 

a-s  d  i'tt       ;i  =  ll  —  5  =  6,  ona 

Fi«-359.  6        ...  4 

P  =  ^=0,40    ou    -^ 

Remarque.  La  pente  d'une  droite  est  indépendante  de  la  di- 
rection de  sa  projection  ab  sur  le  plan  de  comparaison. 

435.  Théorème.  La  pente  d'une  droite  est  la  tangente  trigo- 
nométrique  de  l'angle  que  cette  droite  forme  avec  le  plan  de 
comparaison. 

En  efifet,  soit  la  droite  (a  =  o,  b  =  ll)  (fig.  359). 

En  rabattant  le  plan  projetant,  on  obtient  AB  pour  vraie 
grandeur  de  la  droite;  menons  AC  parallèle  à  aZ>,  la  différence 
des  ordonnées  est  la  hauteur  verticale  BC  =;  /»  du  point  B  au- 
dessus  du  point  A. 

L'angle  BAC  mesure  l'inclinaison  de  la  droite  sur  le  plan  de 

comparaison  (n*»  183).  Or  la  tangente  de  cet  angle  est  donnée  par 

RC  h 

-— ^     ou    -j=p     {Trigonométrie,  n^l). 

436.  Module  ou  Intervalle.  On  appelle  module  d'une  droite  la 
distance  horizontale  de  deux  points  dont  la  distance  verticale 
égale  l'unité. 

Le  module  est  souvent  nommé  intervalle;  on  le  représente 
par  m. 

Le  module  est  l'inverse  de  la  pente.  En  effet,  lorsque  les 
cotes  de  deux  points  différents  de  1  mètre,  /i  =  1  et  d  =  m  par 
définition;  donc  la  formule 

«  =  A    devient    p  =  —         C.Q.F.D. 
^       d  ^       m  ^ 

Ainsi  la  pente  et  le  module  sont  des  nombres  inverses  l'un 
de  l'autre.  Leur  produit  égale  l'unité. 

Le  module  est  la  cotangente  de  l'angle  que  la  droite  fait  avec 
le  plan  de  comparaison,  ou  la  tangente  de  l'angle  que  la  droite 
forme  avec  la  verticale. 

Exemple  (fig.  359).  »n=  -^=  ^Tv  =  cotang.  A  =  tang.  B. 
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Ainsi  le  module  de  la  droite  (a  =  5,  6  =  41)  (fig.  359)  est  : 
»»  =  -^  =  2,50 

Vérification.  Le  produit  pm  doit  égaler  1  ;  or  0,40x2,50=1. 

-437.  Échelle  de  pente  et  graduation  d'une  droite.  L'échelle  de 

pente  d'une  droite  est  la  projection  d'une  suite  de  points  à  cote 
ronde,  de  cette  droite. 

438.  Graduer  une  droite,  c'est  marquer  sur  sa  projection  une 
suite  de  points  à  cote  ronde  ;  c'est-à-dire  déterminer  l'échelle  de 
pente  de  cette  droite. 

Trace  d'une  droite.  La  trace  d'une  droite  est  le  point  où  cette 
droite  perce  le  plan  de  comparaison;  c'est  donc  le  point  de  cette 
droite  qui  a  pour  cote  zéro. 

439.  Positions  diverses  d'une  droite.  Par  rapport  au  plan  de 
comparaison,  une  droite  peut  être  oblique,  parallèle  ou  perpen- 
diculaire. 

l»  La  droite  oblique  est  caractérisée  par  une  projection 
rectiligne  et  par  deux  cotes  inégales. 

2o  La  droite  parallèle  au  plan  de  comparaison  est  horizontale; 
Vhorizontale  est  caractérisée  par  une  projection  rectiligne  et 
deux  cotes  égales,  ou  bien  la  cote  d'un  seul  point,  puisque 
cette  cote  est  la  même  pour  tous. 

3o  La  droite  perpendiculaire  a  pour  projection  un  seul  point , 
sans  cote.  Si  cette  droite  est  limitée,  sa  projection  a  deux  cotes, 
celles  des  points  extrêmes. 

440.  Droites  concourantes.  Deux  droites 
se  coupent  lorsque  leurs  projections  se 
rencontrent  et  qite  le  point  de  concours 
a  la  même  cote  sur  chaque  ligne. 

Le  point  (6i=5)  appartient  aux  deux 

droites  ab  et  bc.  p.    ^^        '"" 

441.  Théorème.  Deux  droites  parallèles  ont  des  projections 
parallèles,  et  leurs  pentes  sont  égales. 

Les  projections  sont  parallèles  (n°  29);  et  comme  les  droites 
coupent  le  plan  de  comparaison  sous  le  même  angle,  la  pente 

ou  tangente  trigonométrique    -^    est  la  même  pour  chaque 

ligne. 


332 


ÉLÉMENTS    DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 


442.  Remarque.  De  Tégalité  des  pentes,  on  déduit  celle  des 
modules  [n"  436);  donc,  si  Ton  prend  6^^  =  a6  (fig.  361),  la 
différence  des  cotes  e,  g  doit  égaler  celle  des  cotes  a  et  b;  de 
même  ac  ■=  fi 

443.  Théorème  réciproque.  Dexix  droites  sont  parallèles 
lorsque  leurs  projections  sont  parallèles,  que  leurs  pentes  sont 
égales  et  que  les  graduations  sont  de  même  sens. 

Ainsi  les  droites   AB   et   EG   sont  pa- 
rallèles, car  ab,  eg  sont  parallèles;  leurs 
6  — 2    _,    7,5  —  3,5 


pentes 


et 


y^s 


sont  égales, 
est    de    même 


Fig.  361. 


ab  eg 

et  la  graduation  de  eg 
sens  que  celle  de  ab.  (  Ces  graduations 
croissent  de  gauche  à  droite  dans  l'exemple 
donné.) 


444.  Théorème.  Toute  droite  perpendiculaire  à  une  horizon' 
taie  a  sa  projection  perpendiculaire  à  celle  de  l'horizontale. 

En  effet,  un  angle  droit  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  un 
plan,  dès  qu'un  de  ses  côtés  est  parallèle  à  ce  plan  (n»  123). 


44S.  Théorème 


Fig.  362. 


réciproque.  Pour  qu'une  droite  soit  perpen- 
diculaire à  une  horizontale,  il 
suffit  que  les  projections  de  ces 
deux  droites  soient  perpendiculaires 
(no  124). 

r  Ainsi  la  droite  bc,  (6  =  2,4  et 
c  =  5)  est  perpendiculaire  à  l'hori- 
zontale ab,  si  l'angle  abc  est  droit. 


§  II.  —  Problèmes  sur  la  droite. 


446.  Résolution  des  problèmes.  La  plupart  des  problèmes 
peuvent  être  résolus  graphiquement  et  numériquement. 

Pour  résoudre  graphiquement  un  problème,  on  transforme, 
à  l'aide  de  l'échelle  graphique,  les  données  numériques  en 
grandeurs  linéaires;  on  recourt  fréquemment  au  rabattement, 
et  la  question  est  ainsi  ramenée  à  un  problème  de  géométrie 
plane. 
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Pour  résoudre  numériquement  un  problème,  on  remplace  les 
droites  données,  par  les  nombres  qui  mesurent  leurs  longueurs 
respectives  ;  puis  on  utilise  les  formules  connues  afln  de  calculer 
les  longueurs  demandées.  S'il  y  a  lieu,  le  résultat  est  ensuite 
transformé  en  un  segment  de  droite  ayant  la  longueur  trouvée. 

Problème. 

447.  Trouver  la  vraie  grandeur  d'une  droite  et  l'angle  qu'elle 
forme  avec  le  plan  de  comparaison. 

Soit  la  droite  ab,a  =  Q,  b  =  13. 

1°  Graphiquement.  On  rabat  la 
droite  en  AB,  en  prenant  sur  des  per- 
pendiculaires aA  =  6,  feB  =  13;  AB  est 
la  vraie  grandeur  de  la  droite. 

On  mène  AC  parallèle  à  ab,  et  BAC 
est  l'angle  demandé. 

2°  Numériquement.  Il  faut  mesu- 
rer ab  à  l'aide  de  l'échelle  graphique, 
soit  10  unités  sa  longueur;  h  =  l. 

Le  triangle  rectangle  ABC  donne  : 


*■/< 


Fig.  363. 


AB  =  v/(10'^)  + (7)2  =12,20 


D'une  manière  générale  AB  =  sjd'^  -\-  h"^ 


La  tangente  de  l'angle  BAC  =  -^ 


13  —  6 


10 


:0,7. 


Problème. 


448.  Sur  une  droite  donnée,  déterminer  la  projection  d'un 


point  dont  on  connaît  la  cote. 

Soient  mn  la  droite  et  4  la 
cote  du  point  dont  on  cherche 
la  projection. 

1°  Ch-aphiquement.  Rabattons 
la  droite  en  MN  en  prenant 
tnM  =  5,2,  nN  =  1 ,6  ;  puis  après 
avoir  porlé  mB=:4,  menons  la 
parallèle  BA  :  la  projetante  Aa 
fait  connaître  la  projection  hori- 
zontale a  du  point  cherché. 

11* 


H 


f'f-^y 


-JE. 


-Nn 


n- 


d 

Fig.  364. 
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449.  Remarque.  MB  est  la  distance  verticale  des  points  M 
et  A  (fig.  3(j4);  DN  est  celle  des  points  A 
et  N  ;  or  on  a  : 

AB  _  MB 
AU        ISD 

donc  d  est  divisé  par  a,  en  parties  propor- 
tionnelles   aux  dillérences  des   cotes;  de 
F'g-  36:).  là   on    déduit    la    construction    suivante 

(fig.  365)  :  il  faut  prendre  mM  égale  à  (5,2  —  4),  nN  égale  à 
4  — 1,6),  et  joindre  MN. 

450.  2°  NumétHquement.  Mesurons  d  à  l'échelle  graphique, 


■K 


('■T'V 


,-Nn 


soit  d  =  4,8. 

Désignons  par  a',  m\  n'  les 
cotes  des  points  A,  M,  N  proje- 
tés en  a,  m,  n. 

Les  triangles  rectangles  MAB, 
MNO  donnent  : 

AB  ^  MB 
NO        MO 


ou 


ma 


Fig.  306. 


d'où    m.a  = 


_  7n  —  a 
~~  m.'  —  n' 
d  (  m'  —  a') 


m'  — n 


Dans  l'exemple  cité,  ma  =     Ko]_i  ti     =1,60. 
_  d.(a'-w')'  .^, 


On  aurait  de  même  na  = 


rey^ffj 


Fig.  367. 


:^w 


4SI.  Remarque.  Lorsque  la  cote 
donnée  a'  est  plus  grande  que  m', 
la  projection  cherchée  a  est  à 
gauche  de  m,  c'est  l'exemple  donné 
(fig.  367);  les  triangles  sembla- 
bles BAM,  OMN  donnent  encore  : 
RA  _  MB^  am  _  a'  —  m' 

ON  ""  MO  d    ■"  m'  —  n' 

On  trouve  a'  —  m'  au  lieu  de 
m'  —  a';  pour  n'avoir  qu'une  seule 
formule ,  on  écrit  encore  : 


dlm' 


m'  —  n' 
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Le  numérateur  sera  négatif,  et  par  suite  le  résultat  sera 
affecté  du  signe — ;  lorsque  cette  particularité  se  présente,  on 
porte  la  longueur  calculée  sur  le  prolongement  de  mti.  Ainsi, 

pour  la  cote  6,  on  trouve  .  '  }2-ï~m  ^fi^- 


Problème. 


i' 


d'\ 


fe.y^Sj 


4S2.   Ch^aduer  une  droite  donnée  par  sa  projection  et  les 
cotes  de  deux  de  ses  points. 

1°  (graphiquement.  Pour  graduer  la 
droite ,  on  la  rabat  en  MN  et  l'on  prend 
des  cotes  rondes,  par  exemple  ma'  =  ^, 
mh'^h,  etc. 

On  mène  des  parallèles  à  mn,  puis 
les  projetantes  ka,  B6,  Ce,  etc.  La  pro- 
jection mn,  ainsi  divisée,  est  l'échelle  de 
pente  de  la  ligne  donnée. 

2°  Numériquement.  Dans  la  formule 
[a]  (n"  450),  on  donne  à  a'  les  valeurs 
successives  5,  4,  3,  2,  et  l'on  trouve  la 
valeur  numérique  de  m,a,  mb,  me,  md; 
d'ailleurs  ab  =  bc  =  cd. 


Tna 
5.2  5 


à         c 
4 

Fig.  368. 


Z     1.S 


Problème. 


4S3.  Sur  une  droite  donnée,  trouver  la  cote  d'un  point  dont 
on  connaît  la  projection  a. 

1"  Graphiquement.  On  opère  le  rabat-      k 
tement  de   la   droite,   puis  on  mène  la 
perpendiculaire  aA,  que  Ton  mesure  en- 
suite à  l'échelle  graphique. 

2*>  Numériquement.  On  a  trouvé  : 
ma        m'  —  a' 


d'où       a!  =  ml 


d         m'  —  n' 
,         ,       m,a(m'  —  «') 


d 


(n°  450), 
(c) 


On  mesure  ma  et  d,   soit  wa=:3,2; 

d=:4,8, 


B,2 


1,S 


Fig.  369. 


d'où 


a'  =  5,2  -  ^H^  =  2,80 
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Problème. 


4S4.  Reconnaître  si  deux  droites  se  coupent,  et  déterminer, 
s'il  y  a  lieu,  la  cote  de  leur  intersection. 

Deux  droites  se  coupent  lorsque  le  point  commun  à  leurs 
projections  a  la  même  cote,  quand  on  le  considère  comme  appar- 
tenant, soit  à  la  première  droite,  soit  à  la  seconde. 

Soient  les  droites  ayant  pour  projec- 
tion ab  et  cd  avec  des  cotes  données. 

1°  Gi'aphiquement.  Rabattons  ces  deux 
lignes  en  AB  et  CD  ;  pour  que  les  droites 
se  coupent,  il  faut  que  mM  =  mM'. 

2»  Numériquement.  Il  faut  calculer 
la  cote  de  m  (  n"  453  )  d'après  les  cotes 
des  points  a  et  6,  puis  d'après  ies 
cotes  de  c  et  d;  les  droites  se  coupent 
lorsque  les  deux  cotes  obtenues  sont 
égales. 

Remarque.  Le  cas  le  plus  fréquent,  dans  la  pratique,  est 
celui  où  les  droites  ont  même  projection  *. 


Problème. 


4SK.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

Les  droites  parallèles  ont  des  projections  parallèles  ;  elles 
ont  même  pente  et  des  graduations  de  même  sens  (n°  443)  ;  donc 
il  faut  mener  une  projection  parallèle  à  la  projection  donnée,  et 

graduer    la   droite   comme  il 
vient  d'être  dit. 

Soit  à  mener,  par  le  point 
a  =  3,5,  une  parallèle  à  BC; 
6=2,  c  =  6,3. 

Par  a  on  mène  une  parallèle 

à  bc,  on  prend  ad  =  bc,  et  on 

b).  La 


d^j:a 


Fig.  371. 


donne  au  point  d  la  cote  du  point  a  augmentée  de  (c 
cote  de  d  sera  donc  3,5  +  (  6,3  —  2)  ou  7,8. 


*  Voir  Arpentage,    Levé  des  plans  et  NiveUement,  par  F.  J.  3*  édltioo, 
n»'  461  et  462. 
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Problème. 


4S6.  D'un  point   donné,  abaisser  une  perpendiculaire  sur 
une  horizontale  donnée. 

Soient  (a&  =  2,4)  et  (c  =  5)  l'ho- 
rizontale et  le  point  donnés. 

Du  point  c  il  faut  abaisser  cb  per- 
pendiculaire sur  ab  (n°  445). 

Soit  b  le  pied  de  cette  perpendi- 
culaire :  ce  point  a  pour  cote  2,4; 
par  conséquent  la  droite  CB  est  dé- 
terminée ,  on  a  (6  =  2,4  et  c  =  5). 


Fig.  372. 


Problème. 


4S7.  Déterminer  l'angle  de  deux  droites. 

Il  faut  rabattre  le  plan  des  deux  droites  concourantes,  et 
l'angle  sera  en  vraie  grandeur. 

Pour  cela,  on  mène  une  horizontale  quelconque  de  ce  plan  ;  du 
sommet  de  l'angle  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  l'horizon- 
tale, et  l'on  fait  tourner  cette  perpendiculaire  jusqu'à  ce  qu'elle 
soit  horizontale. 

Soient  les  droites  ab,  ac,  (a =3, 
6  =  1)  et  (a  =  3,  e  =  o). 

Sur  ae  déterminons  le  point  c 
ayant  1  pour  cote  (no  448),  bc  est 
une  horizontale. 

Du  point  a,  abaissons  ad  per- 
pendiculaire sur  bc  (no  187). 

Le  point  d  a  pour  cote  1 .  La  vraie 
grandeur  de  (a  =  3,  d  =  \)  est 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle ayant  pour  côtés  de  l'angle 
droit  ad  et  la  différence  (3  —  1). 
Il  faut  donc  élever  la  perpendicu- 
laire aa'  égale  en  2  unités  de  l'échelle  graphique,  puis  porter  de 
d  en  A  la  vraie  longueur  da'  ;  on  obtient  ainsi  le  rabattement 
bAc  du  triangle  formé  par  les  trois  points  (a  =  3]  (6  et  0  =  1); 
donc  A  est  l'angle  demandé. 

Remarque.  A  l'aide  de  rabattements,  on  peut  résoudre  toutes 
les  questions  de  géométrie  plane. 
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§  III.  —  Du  plan. 


Représentation  du  plan  et  théorémei. 


Fig.  374. 


458.  Mode  de  représentation.  Dans  la  méthode  des  plans  cotés 
un  plan  se  représente  par  deux  horizontales  cotées,  ou  par  une 
ligne  de  plus  grande  vente. 

Soit  un  plan  P  coupant  le 
plan  de  comparaison  H  suivant 
cd. 

Toute  horizontale  du  plan  P 
est  parallèle  à  la  trace  cd. 

La  ligne  de  plus  grande  pente 
aB  est  perpendiculaire  à  la  trace 
cd,  et  par  suite  à  toutes  les 
horizontales  (G.,  n°  413);  donc 
sa  projection  ab  est  perpendicu- 
laire aux  projections  cd...,  mn 
des  horizontales  du  plan. 

Remarque.  La  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  peut 
être  menée  par  un  point  quelconque  de  ce  plan;  car  les  paral- 
lèles cM,  OB,  dN...  ont  même  inclinaison,  et  par  suite  même 
graduation. 

459.  Echelle  de  pente  d'un  plan.  Uéchelle  de  pente  d'un  plan 
est  l'échelle  de  sa  ligne  de  plus  grande 
pente  ;  on  la  représente  par  deux  traits 
parallèles,  afin  de  la  distinguer  des 
droites  ordinaires ,  car  on  ne  trace  pas 
les  horizontales  du  plan. 

La  projection  ab  de  la  ligne  de  plus 
grande  pente  étant  perpendiculaire  aux 
horizontales  du  plan  (noll3),  il  en  ré- 
sulte que  ab  suffit  pour  caractériser  le 
plan  P,  car  on  peut  mener  autant  d'ho- 
rizontales qu'il  est  utile  de  le  faire. 

460.  Remarque.  Le  plan  peut  être  représenté  par  deux  droites 
concourantes  ou  deux  droites  parallèles  quelconques.  Il  est  utile 
d'opérer  directement  sur  les  données,  sans  recourir  à  l'échelle 
de  pente  du  plan. 


Fig.  375. 
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461.  Diverses  positions  du  plan.  Par  rapport  au  plan  de  compa- 
raison, un  plan  peut  être  oblique,  parallèle  ou  perpendiculaire. 

1°  Le  plan  oblique  est  représenté  par  son  échelle  de  pente  ou 
par  deux  droites  concourantes  ou  parallèles. 

2°  Le  plan  parallèle  au  plan  de  comparaison  est  horizontal, 
tous  ses  points  ont  même  cote;  on  le  représente  par  une  échelle 

tracée  dans  une  direction     _,^s=^'^'''*^    quelconque  et  n'ayant 

qu'une  cote;  parfois  même  on  se  borne  à  indiquer  la  cote  de  ce 
plan;  par  exemple  :  (Pr=5). 

3o  Le  plan  perpendiculaire  est  représenté  par  sa  trace  ;  on 
n'inscrit  point  de  cote,  parce  que  toutes  les  horizontales  ont 
même  projection. 

Théorème. 


462.  Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  sa 
projection  est  perpendiculaire  à  celle  des  horizontales  de  ce 
plan. 

Soit  la  droite  ABC  perpendiculaire  au  plan  F,  et  soit  TR  la 
trace  du  plan  P  sur  le  plan  de  comparaison. 

Déterminons  les  projections  aC,  de,  de  la  perpendiculaire  et 
d'une  horizontale  quelconque  DE. 

On  sait  que  la  projection  aC  est  perpendiculaire  à  la  trace  TR 
(n°  100);  donc  aC  est  aussi  perpendiculaire  à  de,  car  TR  et  de 
sont  parallèles;  donc... 

463.  Scolies.  L  Les  pro- 
jections ab,  bf  d'une  per- 
pendiculaire AB  à  un  plan, 
et  de  la  ligne  de  plus 
grande  pente  BF  menée 
par  son  pied,  sont  dans  le 
prolongement  l'une  de  l'au- 
tre. 

En  effet,  ces  deux  projec- 
tions passent  par  un  même 
point  6  et  sont  perpendicu- 
laires à  une  même  droite 
RT. 

IL  Le  plan  ABF  est  vertical,  car  les  plans  projetants  de  AB 
et  de  BF  se  confondent. 
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III.  La  ligne  de  plus  grande  pente  OB,  et  la  perpendiculaire 
BC,  sont  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  OBG,  et  leurs  projec- 
tions 06,  bC  sont  les  segments  déterminés,  sur  l'hypoténuse, 
par  la  droite  B6  perpendiculaire  au  plan  de  comparaison. 

En  effet,  la  droite  BC  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  plus 
grande  pente  BO  menée  par  son  pied  dans  le  plan  P. 

Ainsi,  pour  étudier  la  relation  qui  existe  entre  les  projections 
bC,  60,  il  suffira  de  considérer  le  triangle  rectangle  GBO. 


Théorème. 

464.  Étant  donnée  une  perpendiculaire  à  un  plan  et  la  ligne 
de  plus  grande  pente  menée  par  son  pied  dans  ce  plan  : 

1°  Les  projections  de  ces  lignes  sont  sur  une  même  droite; 

2°  La  pente  de  la  première  égale  le  module  de  la  seconde; 

3°  Leurs  graduations  sont  de  sens  contrai7'es. 

Les  droites  données  étant  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  et 
situées   dans   un   même   plan 


A 


Bi^ 


:  !\ 


-^c 


Fig,  377. 


vertical  (n^>  ^63),  il  suffit  de  ^  \\  fe.r=i^) 

considérer  deux   droites  rec-  ,.^î^"'i'"I\ 

tangulaires  AB,  AC  dans  un 
plan  vertical.  Soit  BC  une  hori- 
zontale de  ce  plan. 

l"  Les  deux  droites  étant 
dans  un  même  plan  projetant, 
leurs  projections  ha  et  ac  sont 
en  ligne  droite. 

2»  Abaissons  la   perpendiculaire  AD  sur   l'hypoténuse,  les 
propriétés  du  triangle  rectangle  donnent  : 
AD  _  PC 
BD        AD 

mais,  par  définition  (n^  434),  -^=^  est  la  pente  de  AB,  et  -j^: 

est  le  module  de  AC  (n°  436);  donc  la  pente  de  l'une  de  ces 
droites  est  égale  au  module  de  l'autre. 

3o  Les  graduations  sont  de  sens  contraires;  dans  l'exemple 
donné,  de  a  vers  h  comme  de  a  vers  c,  les  cotes  vont  en 
décroissant. 

46S.  Remarque.  Les  lignes  de  plus  grande  pente  d'un  même 
plan  sont  parallèles  ;  et  toute  perpendiculaire  au  plan  a  sa  pro- 
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jection  parallèle  aux  projections  des  lignes  de  plus  grande  pente 

(no  458,  Remarque). 

466.  Théorème  réciproque.  Une  droite  est  perpendiculaire 
à  un  plan  lorsque  sa  projection  est  parallèle  à  la  projection  de 
la  ligne  de  plus  grande  'pente  d'un  plan,  que  la  pente  de  la 
première  droite  égale  le  module  de  la  seconde,  et  que  les 
graduations  sont  de  sens  contraires. 

Soient  hd,  cg  les  pro- 
jections de  deux  droites 
réalisant  les  conditions 
posées;  6  et  c  ayant  naême 
cote,  ainsi  que  d  et  g,  et 


0-2 


égalant 


cg 


(t). 


Fig.  378. 


bd      ^ 5  —  2 

Projetons  les  deux  droites 
sur  un  même  plan,  paral- 
lèle aux  plans  projetants 
qui  ont  donné  bd  et  cg; 
rabattons  le  plan  auxi- 
liaire. Les  points  6  et  c,  ayant  même  cote,  donneront  une  hori- 
zontale BC;  mais  les  points  d  et  g  ont  aussi  même  cote;  donc 
DE  =  3  =  GF. 

DF         PF 
La  condition  (1)  devient  -j^^  =  7=^^^. 
DEi         ur 

Ainsi  les  triangles  rectangles  BED ,  GFC  sont  semblables 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  homologues 
proportionnels;  donc  l'angle  B  =  GGF;  ainsi  l'angle  B  est  le 
complément  de  l'angle  G.  Donc  la  droite  BDA  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  CGA.  G.  Q.  F.  D. 


467.  Construction.  Du  théo- 
rème précédent  on  déduit  la 
construction  suivante: 

Soit  à  mener,  par  un  point 
(c  =  2),  une  perpendiculaire 
à  une  droite  {h  =  3,  d  =  6) 
dont  la  projection  hd  passe 
par  c. 

Graphiquement.  On  rabat 
la  droite  et  le  point  en  BD  et  G, 


ZJF 


^ 


Fig.  379. 

on  abaisse  la  perpendiculaire  GA  et  l'on  gradue  ca  (n» 


452). 
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Numériquement.  La  projection  ca  est  dans  le  prolongement  de 
hd,  et  son  module  égale  la  pente  de  hd  (n»  462). 

hl' 


i 


Donc 


fc  = 


D    O 


Fig. 


hl 
380. 


Remarque.  Connaissant  le  segment  rec- 
tiligne  hl,  il  est  facile  de  construire  l'inverse 
fc  :  à  rextréniilé  de  BD  =  hl,  on  élève  une 
perpendiculaire  DA  égale  à  1,  de  l'échelle 
graphique;  puis  on  mène  AC  perpendicu- 
laire à  AB,  le  segment  CD  est  égal  à  cf. 


%  IV.  —  Problèmes  sur  le  plan. 


Problème. 

468.  Bâterminer  l'échelle  de  pente  d'un  plan  donné  par 
trois  points. 

Il  faut  déterminer  une  horizontale  du  plan  des  trois  points, 
puis  abaisser  d'un  des  points  une  perpendiculaire  sur  cette  hori- 
zontale. On  obtiendra  ainsi  la  direction 
de  l'échelle  de  pente,  et  il  suffira  de 
.»      graduer  cette  droite. 

Soient    les    points    a  =  4;    6  =  0; 

Menons  bc;  sur  cette  ligne,  détermi- 
nons un  point  d  ayant  même  cote  que 
le  point  a  [n°  448);  la  droite  ad  est 
une  horizontale  du  plan.  Du  point  b  abaissons  la  perpendiculaire 
be,  et  divisons  cette  ligne  en  quatre  parties  égales,  puisque  les 
cotes  de  6  et  de  e  diffèrent  de  4  unités  :  be  est  l'échelle  de  pente 
du  plan  (n»  459). 

Remarque.  On  procède  d'une  manière  analogue,  lorsque  le 
plan  est  donné  par  un  point  et  une  droite,  ou  par  deux  droites 
sécantes  ou  parallèles. 

Problème. 


Fig.  381. 


1 


460.  Par  un  point  donné,  mener   mi  phin  parallèle  à  un 
plan  donné. 
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Les  plans  parallèles  ont  des  lignes  de  plus  grande  pente  paral- 
lèles, car  ces  lignes  peuvent  être  obtenues  en  coupant  ces  plans 
parallèles  par  un  même  plan  perpendiculaire  à  leurs  horizontales. 

Donc,  par  le  point  donné,  il  faut  mener  une  droite  parallèle  à 
l'échelle  du  plan,  et  la  graduer  de  manière  à  avoir  la  même  pente, 
dans  le  même  sens. 

Soit  P  l'échelle  de  pente 
du  plan  donné  et  (a=:2,4) 
le  point  connu. 

Par  le  point  a,  menons 
ab  parallèle  à  cd,  prenons 
ab  =  cd. 

Les  points  d  et  c  ont  4 
pour  différence  de  cote  ;  donc 
la  cote  du  point  b  doit  être 
2,4+4  ou  6,4. 

La  droite  AB ,  parallèle  à  CD ,  est  l'échelle  de  pente  du  plan 
demandé. 


i-éii 


Fig.  382. 


i 


Problème. 


470.    Déterminer   l'intersection    de  deux  plans   donnés  par 
des  échelles  de  pente  dont  les  projections 
sont  concourantes. 

Pour  obtenir  un  point  de  l'intersection , 
il  suffit  de  mener  dans  ces  plans  deux  hori- 
zontales de  même  cote;  le  point  commun 
à  ces  lignes  appartient  à  l'intersection. 

Soient  deux  plans  donnés  par  les  échelles 
concourantes  P  et  Q. 

Les  horizontales  de  cote  3  donnent  le 
point  a,  qui  appartient  à  l'intersection; 
de  même  les  horizontales  de  cote  S  donnent  le  point  b.  ab,  avec 
les  cotes  3  et  5,  est  l'intersection  demandée. 


Problème. 


471.  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  donnés  par  des 
échelles  de  pente  dont  les  projections  sont  parallèles. 

Dans  ce  cas,  les  horizontales  des  deux  plans  étant  parallèles, 
l'intersection  est  elle-même  horizontale,  car  l'intersection  de 


/4JL 
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deux  plans  menés  par  des  droites  parallèles  est  elle-même  parai 
lèle  à  ces  lignes.  (G.,  n°  382.) 

Il  suffit  donc  de  déterminer  un  point  de  l'intersection.  Pour  y 
parvenir,  on  peut  employer  un  plan  auxiliaire,  coupant  chacun 
des   plans  donnés;   le   point  commun  aux  deux   intersections 
appartiendra  à  la  droite  demandée. 
Soient  P  et  Q  les  plans  donnés. 
Prenons  le  plan  auxiliaire  R,  c'est- 
à-dire  menons  deux  parallèles  quel- 
conques bd,   ac,   que    nous  considé- 
rons comme  étant  les  horizontales  1 
et  2  du  plan  R  ;  limitons  l'une  d'elles  en  î 
6  et  d  sur  les  horizontales  1  des  plans  i 
donnés,  et  l'autre  en  a  et  c  sur  lésé 
horizontales  2.  I 

La  droite  de  est  l'intersection  de  Q 
et  de  R  (no  470),  ab  celle  des  plans  P 
et  R;  le  point  o,  appartenant  aux  trois 
l'intersection  cherchée;  par  o  il  faut 


,2 


>7 


fi\' 


Fig.  384. 


Ji^- 


plans, 
mener 
mandée 


est  un  point  de 

une  horizontale  mn;  cette  ligne  est  l'intersection  de- 


Remarques.  I.  Dans  ce  problème  (n"  471),  les  lignes  de  plus 
grande  pente  P  et  Q  des  deux  plans  considérés  ne  sont  point 
parallèles,  car  leurs  inclinaisons  sont  différentes  ;  néanmoins 
on  énonce  habituellement  le  problème  comme  il  suit  :  Déter- 
miner l'intersection  de  deux  plans  donnés  par  des  échelles  de 
pente  parallèles. 

II.  Les  points  m  et  n  doivent  avoir  même  cote;  donc  ef  et  gh 
sont  divisées  en  parties  proportionnelles;  cette  remarque  con- 
duit à  une  construction  très  simple. 

472.  Autre  construction.  On  joint  deux  à  deux  les  points  de 
i^f  même  cote  par  des  lignes  telles  que  fg,  eh; 

\  7i.-i       l'horizontale  m.on  est  l'intersection  demandée, 

car  elle  divise  ef  et  gh  en  parties  proportion- 
nelles. 

Remarque.  Les  horizontales  e/i^=l,  fg  =  Z 
ne  se  rencontrent  pas,  mais  l'intersection  o 
de  leurs  projections  appartient  à  la  projection 
Fig.  385.  de  l'intersection  demandée. 


il 


-.  \ 


\ 
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Problème. 


473.  Déterminer  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  flan. 

Par  la  ligne  donnée,  il  faut  mener  un  plan  quelconque, 
chercher  l'intersection  des  deux  plans,  et  le  point  où  cette 
droite  rencontre  la  ligne  donnée  est  le  point  demandé. 

Soient  db  l'échelle  de  pente  du  plan, 
et  cd  la  projection  de  la  droite  donnée. 

Menons  les  horizontales  af  et  hg  du 
plan  et  deux  parallèles  quelconques  cf,  dg 
qui  déterminent  un  plan  auxiliaire  ;  ce 
dernier  coupe  le  plan  donné  suivant  fg;     7 

donc  e  est  le  point  demandé. 

a 
Vénfication.   Si    l'on    mène   l'horizon- 
tale eh,  il  faut  que  la  cote  du  point  e  de 
la  ligne  cd  égale  celle  du  point  h  du  plan  ab. 


/ 

L 


Flg.  386. 


3=» 


Problème. 

474.  Déterminer  la  distance  d'un  point  à  un  plan. 

Il  faut  abaisser  du  point  une  perpen- 
diculaire sur  le  plan,  chercher  le  point 
où  cette  droite  perce  le  plan,  et  déter-  Il    fef=i 

miner  la  vraie  grandeur  de  la  perpendi-  * 

culaire. 

Soient  a  =  5  et  P  le  point  et  le  plan  mjj^'î — ^;-^^3 

donnés, 

La  droite  qui  mesure  leur  distance  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  (n»  462),  donc  sa  projec- 
tion ab  est  parallèle  à  de;  son  module 
égale  la  pente  du  plan  (n»  466),  et  il  faut  la  graduer  en  sens 
contraire. 

Dans  l'exemple  donné,  dc  =  5  à  l'échelle  graphique;  or  la 
différence  des  cotes  des  points  c  et  d  est  4,  donc  la  pente  du  plan 

est  -^.  Tel  est  aussi  le  module  de  ab.  Chaque  division  doit 
égaler  les  -g-  de  l'unité  de  l'échelle  graphique. 


,1/ 


Fig.  387. 


Pour  déterminer  le  point  où  la  perpendicalaire  rencontre  le 
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plan ,  considérons  ab  comme  l'échelle  de  pente  d'un  noureai 
plan;  celui-ci  couperait  le  plan  donné  suivant  meg  (n°  472) 
donc  g  est  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

ag  est  la  projection  de  la  distance;  on  obtiendra  sa  longueui) 
par  un  rabattement,  tel  que  AG,  ou  par  le  calcul  (n°  447). 

47S.  Calcul.  La  différence  des  cotes  des  points  a,  g,  égale  1,6 
telle  est  la  hauteur  du  pointa  au-dessus  de  g;  la  distance  hori-. 
ïontale  est  ag,  sa  valeur  en  modules  est  1,6;  or  le  module  est 

les  -p-  d'une  division  de  l'échelle  graphique,  donc 

agr  =  1,6  X-|-  =  1,28;     d'où    AG  =  >/(l,28)"''  +  (1,6)«  =  2,049. 


Problème. 

476.  Par  un  point  donné  d,  mener  un  plan  perpendiculmre 
à  une  droite  ab. 

La  question  se  traite  comme  la  précédente  ;  car,  si  ab  est  la 
droite  donnée,  tout  revient  à  déterminer  la  ligne  de  de  plus 
grande  pente  du  plan. 

Problème. 

477.  D'un  point  donné,  abaisser  une  perpendiculaire  sur 
une  droite  donnée. 

1er  Moyen.  Par  le  point  donné,  on  mène  un  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  ;  on  détermine  le  point 
commun  à  cette  droite  et  au  plan;  la 
droite  qui  joint  ce  point  au  point  donné 
est  perpendiculaire  à  la  ligne  donnée. 

Soient  ab  et  c  =  l  la  droite  et  le  point 
donnés  (fig.  388). 

Par   le  point  menons  un  plan  per- 
pendiculaire  à  la  droite  (n»  476).  Pour 
cela,  menons  cd  parallèle  à  &a  et  don- 
nons-lui  pour  module  la  pente  de  6a. 
p.     ggg  Soit  g  le  point  où  la  droite  perce   le 

plan  (n°472);  la  ligne  cg  est  la  per- 
pendiculaire demandée,  CG  en  est  la  vraie  grandeur. 

478.  2e  Moyen  (fig.  389).  Il  faut  mener  par  le  point  une 
horizontale  qui  rencontre  la  droite,  rabattre  le  plan  de  ces  deux 
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lignes,  et  abaisser,  du  point  rabattu,  une  perpendiculaire  sur 
le  rabattement  de  la  droite. 

Soient  (a  =  5,  6  =  1)  et  [c  =  2]  la  droite  et  le  point  donnés. 

Sur  ab,  déterminons  le  point  d 
à  cote  2.  La  ligne  cd  est  horizontale  ; 
faisons  tourner  le  plan  adc  autour 
de  cette  horizontale.  Il  suffit  de 
rabattre  le  point  a.  La  distance  de 
ce  point  à  l'axe  est  l'hypoténuse 
d'un  triangle  rectangle  dont  les 
côtés  de  l'angle  droit  sont  af  et  la 
différence  des  cotes  de  a  et  de  / 
(no  457). 

Prenons  aa,  =  3  unités  graphiques;  reportons  /a,  de  f  en  A. 

Du  point  c,  abaissons  la  perpendiculaire  cH  sur  dA.  La  droite 
cH  est  la  distance  du  point  a  à  la  ligne  donnée. 

On  peut  projeter  H  en  h,  et  chercher  la  cote  de  h,  afin  de 
déterminer  complètement  la  perpendiculaire  ch. 


Problème. 


(e.jr^s.J 


479.  Déterminer  l'angle  de  deux  plans  P  et  Q. 

Il  faut  mener  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre 
donné,  et  déterminer,  par  un  rabattement,  la  vraie  grandeur  de 
l'angle  formé  par  les  intersections  de  ce  plan  avec  chacun  des 
plans  donnés. 

La  construction  est  analogue  à  celle  qu'on  a  indiquée  dans  la 
Première  partie  (n^lOG), 

Soient  les  plans  P  et  Q. 

Pour  déterminer  leur  inter- 
section AB,  il  suffit  de  mener 
des  horizontales  de  même  cote, 
et  l'on  trouve  (a  =  3,  6  =  5). 

Menons  à  l'intersection  AB 
un  plan  qui  lui  soit  perpendi- 
culaire, l'horizontale  3  de  ce 
point  s'appuiera  sur  ac,  ad  et 
sera  perpendiculaire  à  ab  (n»  199), 
Rabattons  l'intersection,  en  pre- 
nant 6B  égale  à  la  différence  des  cotes  des  points  a  et  6;  abais- 
sons la  perpendiculaire  ef  et  portons-la  en  eF  :  l'angle  dFc  est 
l'angle  demandé. 
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Problème. 

480.  Par  un  point  donné  dans  un  plan,  mener  dans  ce  plan 
une  droite  ayant  une  pente  donnée. 

La  pente  donnée  doit  être  au  plus  égale  à  celle  du  plan  ;  mais 
elle  peut  décroître  jusqu'à  zéro,  car 
l'horizontale  n'a  pas  de  pente. 

Soient  donnés  un  plan  P,  une 
pente  p,  moindre  que  celle  du  plan 
et  un  point  {e  =  l). 

Le  module  de  la  droite  égale  l'in- 
l 
Fig.  391.  verse  —  de  sa  pente  :  ainsi,  du  point 

e    comme   centre,    avec    un    rayon 

égal  à  — ,  il  faut  décrire  un  arc  qui  coupe  l'horizontale  2;  les 

lignes  ef,  eg  répondent  à  la  question. 

Remarque.    Pour   avoir  un   rayon  plus  grand,  il  suffit  de 
2 
prendre  ei  =  —  et  de  couper  en  t,  j  l'horizontale  3. 

Problème. 


481.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  qui  ait  une  pente 

donnée. 

Le  plus  petit  angle  qu'un  plan,  mené  par  une  droite,  puisse 
faire  avec  le  plan  de  comparaison  est 
l'angle  même  que  cette  droite  forme 
avec  le  plan  horizontal  (G.,  n**  412). 

La  pente  du  plan  doit  donc  être  su- 
périeure ou  au  moins  égale  à  celle  de 
la  droite. 

Soient  données  une  droite  (a  =  2, 
6=:  5)  et  une  pente  p  plus  grande  que 
celle  de  la  droite,  ainsi  on  a  : 

^  5  —  2 

Supposons  le  problème  résolu ,  soit  ac  l'échelle  de  pente  du 
plan  ayant  la  peate  voulue,  et  passant  par  la  droite  donnée  ab 
{a  =  2,  b  =  b). 


Fig.  392. 
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Si  l'on  joint  c,  dont  la  cote  est  5,  au  point  6  de  même  cote, 
la   droite   cb    est    une   horizontale   du  plan;   par   suite,    elle 

g 2 

est  perpendiculaire  à  ac;  d'ailleurs  pour  ac  on  a  =f  y 

K  2 

d'où  ac=:- ;  donc  du  centre  a  il  faut  décrire  une  circon- 

P 
férence  avec  le  rayon  calculé,  et  du  point  6  lui  mener  une  tan- 
gente, la  ligne  hc  est  une  horizontale  du  plan. 
Il  y  a  généralement  deux  solutions. 

482.  Remarque.  La  solution  de  ce  problème  peut  être  pré- 
sentée sous  un  aspect  qui  a  le  grand  avantage  d'être  plus  facile 
à  retenir  et  à  généraliser. 

Le  point  A,  de  l'espace,  peut  être  considéré  comme  le  sommet 
d'un  cône  de  révolution,  de  hauteur  5  —  2,  et  dont  ac  est  le 
rayon  de  base;  tout  plan  tangent  au  cône  coupera  le  plan  de  base 
sous  l'inclinaison  demandée  (n»  295).  Donc  le  problème  proposé 
se  ramène  au  suivant  : 

Par  un  'point  (b  =  5),  pris  sur  le  plan  de  la  hase  d'un  cône, 
mener  un  plan  tangent  à  ce  cône. 

Il  est  donc  utile  de  savoir  représenter  les  surfaces  courbes  par 
une  projection  cotée,  et  résoudre  plusieurs  problèmes  relatifs 
à  ces  surfaces. 


§  V.  —  Polyèdres  et  surlaces  courbes. 

483.  Représentation  des  surfaces  polyédriques.  Un  polyèdre  est  déter- 
miné par  la  projection  cotée  de  chacun  de  ses  sommets. 

Dans  la  plupart  des  cas,  une  pyramide  est  donnée  par  sa  base, 
placée  sur  le  plan  de  comparaison,  et  par  la  projection  cotée  de  son 
sommet;  un  prisme  est  déterminé  par  sa  base  placée  sur  le  plan  de 
comparaison,  et  par  la  projection  cotée  d'une  arête  latérale. 

484.  Représentation  des  surfaces  courbes.  Un  cône  est  déterminé 
lorsqu'on  connaît  sa  trace  sur  le  plan  de  comparaison,  ainsi  que  la 
projection  cotée  du  sommet. 

Un  cylindre  est  déterminé  dès  qu'on  connaît  sa  trace  et  une  géné- 
ratrice cotée. 

Le  contour  apparent  d'une  surface  cylindrique  illimitée  se  compose 
d'une  partie  de  sa  trace  horizontale  et  des  génératrices  dont  la  projec- 
tion est  tangente  à  cette  trace. 

Une  surface  courbe  quelconque  peut  se  représenter  par  son  contour 
apparent  sur  le  plan  de  comparaison  et  par  la  projection  cotée  de 
quelques  lignes  de  cette  surface. 
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485.  Remarque.  La  méthode  des  plans  cotés  perrDCtde  résoudre  tous 
les  problèmes  relatifs  aux  surfaces;  elle  donne  lieu,  même  assez  fré- 
quemment, à  des  constructions  plus  simple?  que  celles  qu'exigent  les 
deux  plans  de  projection;  mais  lorsqu'il  faut  représenter  les  corps, 
indiquer  leurs  positions  respectives  et  appici.aie  o  lire  dans  l'espace, 
elle  est  loin  d'offrir  les  avantages  que  procure  la  mél/iode  des  pro- 
jections. 

Problème . 

486.  Par  un  point  donné,  mena  un  plan  tangent  à  un  cylindre. 


Fig.  393. 

Le  plan  tangent  doit  contenir  une  génératrice ,  et  sa  trace  doit  être 
tangente  à  celle  du  cylindre  (n»  324);  donc  il  faut  mener  par  le  point 
donné  une  parallèle  aux  génératrices,  puis,  par  la  trace  de  cette 
parallèle,  une  tangente  à  la  trace  du  cylindre.  Le  plan  des  droites  ainsi 
menées  sera  tangent  au  cylindre. 

Soient  un  point  (g  =  2,  5)  et  un  cylindre  donné  par  sa  trace  ab  et 
une  génératrice  AF. 

Par  le  point  G  menons  une  parallèle  à  AF.  Pour  cela  il  faut  joindre  g 
au  point  e  de  cote  2,  5,  puis  mener  des  parallèles  ah,  /■i(n<'455). 

h  est  la  trace  de  HGL.  Menons  la  tangente  hm.  Le  plan  est  déter- 
miné par  l'horizontale  hni  de  cote  o  et  par  (h  =  o,  i=  5). 

Pour  avoir  son  échelle  de  pente,  il  suffit  d'abaisser  la  perpendicu- 
laire IP. 

Remarque.  A  la  tangente  An  correspond  un  second  plan  tangent  {Q. 

Problème. 

487.  Mener,  à  un  cône,  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

Le  plan  doit  contenir  le  sommet  du  cône  et  une  parallèle  à  la  ligne 
donnée;  donc,  par  le  sommet,  il  faut  mener  une  parallèle  à  la  droite 
donnée;  par  la  trace  de  la  droite  auxiliaire,  mener  une  tangente  à  la 
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trace  du  cône,  et  le  plan  tangent  sera  déterminé  par  ces  deux  droites 
(no  332). 

Soient  la  droite  (rf  =  l,  e  =  4)  et  le  cône  dont  ahc  est  la  trace  et 
(»  =  5)  le  sommet. 


Fig.  394. 

Menons  par  le  sommet  une  parallèle  à  DE;  pour  cela,  déterminons 
le  point  f  à  cote  5;  joignons  sf;  menons  sg ,  dg  respectivement 
parallèles  à  df  et  à  sf.  Le  point  g  aura  1  pour  cote. 

Il  faut  déterminer  le  point  h  à  cote  zéro,  et  par  cette  trace  hori- 
zontale h,  mener  une  tangente  hm.  Le  plan  contient  la  droite  {s=^, 
h  =  o)  et  l'horizontale  hm.  Pour  avoir  l'échelle  de  pente,  il  suffit 
d'abaisser  la  perpendiculaire  sP. 

Remarque.  A  la  tangente  hn  correspond  un  autre  plan  tangent  Q. 
Problème. 

488.  Déterminer  la  section  d'un  prisme  par  un  plan. 

11  suffit  de  chercher 
l'intersection  du  plan 
avec  chaque  arête,  ou 
avec  chaque  face  du 
prisme. 

Nous  allons  employer 
ce  second  moyen. 

Soient  le  prisme  dont 
abc  est  la  trace,  (a  =  o, 
g=l)  une  arête  et  un 
plan  P. 

Pour  avoir  l'intersec- 
tion du  plan  et  de  la 
face  latérale  dont  ac  est 
la  trace,  menons  dans 
les  deux  plans  des  hori- 
zontales de  même  cote, 
3  et  7,  par  exemple,  mn  est  l'intersection,  et  df  la  partie  utile. 


3''\ 


Fig.  395. 
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L'intersection  du  plan  et  de  la  face  bc  n'exige  que  la  détermination 
d'un  seul  point,  car  on  connaît  déjà  le  point  f. 

Menons  l'horizontale  3  de  la  face  bc,  nous  obtenons  le  point  l,  et 
par  suite  fie,  ainsi  que  de. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  cotes  des  points  d,  e,  /'(n''453). 

Problème. 

489.  Trouve)'  le  point  où  une  droite  rencontre  une  sphère. 

Il  suffit  de  rabattre  le  plan 
qui  projette  la  droite;  les  points 
où  la  droite  rabattue  rencontrera 
le  cercle  que  détermine  le  plan 
projetant  appartiendront  à  la 
droite  et  à  la  surface  sphérique. 
Soient  une  sphère  ayant  pour 
centre  (c=7)  et  une  droite 
ia  =  \,b  =  U). 

Rabattons  le  plan  projetant  de 

ab  sur  le  plan  horizontal  mené 

par  le  centre  de  la  sphère.  Ce 

point  ayant  7  pour  cote,  il  faut 

prendre  aA  =  (7  —  1    ou  6)  et 

6B  =  (H — 7ou4).  On  pourrait 

aussi  déterminer  le  point  d  de 

ab  ayant  7  pour  cote. 

Le  centre  du  petit  cercle  déterminé  par  le  plan  projetant  est  sur  le 

plan  horizontal  mené  par  (c  =  7);  donc,  sur  fe  comme  diamètre,  il 

faut  décrire  une  circonférence. 

La  droite  rencontre  la  section  rabattue  en  G  et  H,  ce  qui  fait  con- 
naître les  points  demandés  g,  h.  11  faut  ensuite  déterminer  les  cotes  j 
de  ces  points  (n<'453). 

Remarque.  Le  point  g  appartient  à  l'hémisphère  inférieur  et  le  point 
h  à  l'hémisphère  supérieur;  bh  est  visible,  hg  est  dans  la  sphère,  et 
ge  est  au-dessous. 


§  VI.  —  Surfaces  topographiques. 

490.  DéBnitions.  On  appelle  courbe  de  niveau  une  courbe  dont  tous 
les  points  ont  même  cote  ou  même  altitude:  par  exemple,  la  ligne 
suivant  laquelle  les  eaux  d'un  lac  rencontrent  le  sol  ou,  plus  généra- 
lement, l'intersection  d'une  surface  quelconque  par  un  plan  hori- 
zontal. 

Les  courbes  de  niveau  de  la  surface  terrestre  sont  horizontale» 
lorsque  la  surface  considérée  a  peu  d'étendue. 
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Fig.  397. 


Fig.  398. 


Surfaces  topographiques.  La  surface  d'un  terrain,  parfois  nommée 
surface  topographique,  n'est  pas  susceptible  d'une  définition  rigou- 
reuse,   puisque  ces  différents   points   ne 
satisfont  à  aucune  loi  géométrique. 

Pour  la  représenter  approximative- 
ment, on  lui  substitue  une  surface  con- 
ventionnelle qui  en  diffère  aussi  peu  que 
l'on  veut,  et  à  laquelle  on  réserve  plus 
spécialement  le  nom  de  surface  topogra- 
phique. 

On  coupe  d'abord  la  surface  du  terrain 
par  des  plans  horizontaux  équidistants , 
d'autant  plus  nombreux  que  la  surface 
est  plus  mouvementée  et  que  l'on  veut 
obtenir  une   approximation  plus  grande. 

On  figure  avec  leurs  cotes,  et  à  une  échelle  convenable,  toutes  les 
sections  ainsi  déterminées. 

Puis  on  remplace  la  surface  comprise  entre  deux  courbes  de  niveau 
consécutives,  par  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur 
3es  deux  courbes,  en  restant  normale  à  l'une  d'elles,  à  la  plus  élevée, 
par  exemple. 

Si  les  deux  courbes  sont  assez  rapprochées  pour  être  sensiblement 
oarallèles,  la  génératrice  normale  à  l'une  est  à  peu  près  normale  à 
.'autre. 

L'ensemble  de  la  surface  topographique  est  ainsi  engendré  par 
jne  ligne  polygonale  variable,  dont  chaque  sommet  glisse  sur  l'une 
ies  courbes  de  niveau. 

I  Si  l'on  imagine  que  le  nombre  des  sections  horizontales  croisse 
ndéfiniment,  la  longueur  do  chacun  des  segments  rectilignes  géné- 
ateurs  tend  vers  zéro,  et  la  ligne  polygonale  a  pour  limite  une  géné- 
atrice  courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points,  est  normale  à  la  courbe 
ie  niveau  qu'elle  rencontre. 

Dans  le  tracé  des  routes,  la  surface  du  sol  qui  doit  être  attaquée 
jar  le  déblai,  ou  recouverte  par  le  remblai,  est  aussi  remplacée  par 
me  surlace  conventionnelle.  {Arpentage,  n»  .524.) 


Problème. 

491.  Déterminer  l'intersection  d'un 
)lan  et  d'une  surface  topographique. 

11  faut  mener  des  horizontales  du  plan, 
^es  points  communs  à  chaque  courbe  de 
liveau  et  à  l'horizontale  de  même  cote 
pparliendront  à  l'intersection  cherchée; 
'uis  on  joindra  deux  à  deux  les  points 
btenus. 


V    5  i  3  il 

Fig.  899. 

12 
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Fig.  400. 


Soient  le  plan  P  et  la  surface  représentée  par  les  courbes  de  ni 
veaul,  2,  3,  4  et  5. 

Menons  les  horizontales  de  même  cote  que  les  courbes  de  niveai 
Les  points  a  et  6  appartiennent  au  plan  et  à  la  surface;  puis  on  joie 
de  proche  en  proche  les  points  obtenus. 

Problème. 

492.  Déterminer  le  point  d'intersection  d'une  droite  et  d'une  surfac 
topographique. 

Par  la  droite,  il  faut  mener  un  plan  quelconque,  déterminer  l'in 

tersection  de  la  surface  et  de  ce  pla 
auxiliaire;  tout  point  commun  à  celt 
intersection  et  à  la  ligne  donnée  ré 
pond  à  la  question. 

Soient  la  droite  ef  et  la  surfac 
ayant  pour  directrices  les  courbes  1 
2,3,  4. 

Par  la  droite,  menons  un  pla 
quelconque.  Il  suffit  pour  cela  d 
mener  par  les  points  cotés  1,  2,  3,  4  des  droites  parallèles  entre  elles 
la  surface  et  le  plan  auxiliaire  ont  pour  intersection  la  ligne  ahcà 
donc  g  est  le  point  où  la  droite  ef  perce  la  surface  donnée. 

Problème. 

493.  Joindre  deux  courbes  de  niveau  par  une  droite  ayant  un 
pente  donnée. 

Soient  deux  courbes  ayant  m  et  n  pour  uotes  i 
AB  la  droite  demandée,  ayant  une  longueur  d  pou 

projection,  il  faut  qu'on  ait  :  j>= ^^  (n»  434 

d'oii  d  = — — ;  d'un  point  A  comme  centre,  avt 

la  longueur  calculée,  prise  à  l'échelle  graphiqai 
décrivons  un  arc  de  cercle;  AB  et  AC  réponde 
à  la  question;  il  y  a  autant  de  solutions  que  i 
points  communs  à  l'arc  décrit  et  à  la  courbe  n. 

Ainsi,  pour  avoir  la  longueur  du  rayon  de  l'an 
à  décrire,  il  faut  diviser  la  différence  des  cotes  di 
deux  courbes  par  la  pente  donnée. 

Soient  p  =  0,02o;    m  =  20    et    n  =  15. 

P  =  ^fer  =  200  mètres*. 


Fig.  401. 


*  L'exemple  numérique  donné  est  relatif  an  tracé  d'un  chemin  de  1er,  8T« 
rampe  de  0,025  par  mètre.  Voir  Arpentage,  Levé  des  plans  et  Nivellement,  pi 
F.  J.,  3«  édition. 

Pour  toutes  les  applications,  11  est  utile  de  consnUer  cet  ouvrage. 
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NOTE* 

Cartes  topographiques  **. 


Définition.  On  nomme  carte  topographique  une  représentation  convention- 
nelle d'une  partie  de  la  surface  terrestre,  Indiquant  à  la  foie  la  planimétrie  et 
le  relief  du  sol. 

Planimétrie.  La  planimétrie  consiste  à  déterminer  sur  une  surface  de  ni- 
veau l'ensemble  des  projections  des  divers  points  du  terrain;  puis  à  représen- 
ler,  à  une  échelle  donnée,  la  figure  obtenue. 

La  planimétrie  représente  les  détails  du  sol,  tels  que  cours  d'eau,  étangs, 
bois,  et  les  grands  travaux  de  rtiomme  :  villes,  routes,  canaux,  etc. 

Relief  du  sol.  Pour  obtenir  le  relief  du  sol,  on  détermine  la  distance  des 
divers  points  du  terrain  à  une  surface  de  niveau.  Cette  distance  se  nomme  cote 
ou  altitude. 

L'étude  du  relief  fait  reconnaître  les  montagnes,  les  vallées,  les  lignes  de 
plus  grande  pente  du  terrain,  etc. 

Figuré  du  relief.  Le  relief  du  sol  est  Indiqué  par  les  cotes  des  principaux 
points,  et  11  est  figuré  à  l'aide  de  courbes  de  niveau  et  de  hachures  conven- 
tionnelles. 

Des  cotes,  même  très  nombreuses,  ne  donnent  pas  l'aspect  du  reUef;  il  con- 
vient donc  de  recourir  soit  aux  courbes  de  niveau,  soit  aux  hachures. 

Courbes  de  niveau  équidistantes.  Four  un  même  plan  ou  une  même  carte 
topographique,  les  courbes  de  niveau  ont  même  distance  verticale;  elles  sont, 

:  par  exemple ,  à  10  mètres  l'une  de  l'autre  ;  si  les  points  de  l'une  d'elles  ont 
pour  cote  10  mètres ,  ceux  de  la  suivante  auront  20  mètres ,  et  les  points  de  la 

!  troisième,  39  mètres. 

Équidistance.  On  nomme  équidistance  d'une  carte  topographique  la  dis- 
tance verticale  constante  qui  sépare  deux  couches  de  niveau  consécutives. 

Dans  la  pratique,  on  supprime  cependant  les  courbes  de  deux  en  deux  dans 
les  pentes  raides,  tandis  que  dans  les  pentes  faibles  on  Intercale  de  nouvelles 
courbes  entre  celles  qui  correspondent  i,  l'équidistance  adoptée. 

Exemple  :  La  carte  de  France  de  l'état-major  au  80.000"  est  à  l'équidistance 
de  20  mètres  ;  cependant  cette  équidistance  n'est  que  de  10  mètres  dans  les 
parties  peu  accidentées,  tandis  qu'elle  s'élève  à  40  mètres  dans  les  régions  mon- 
tagneuses. 

La  même  carte,  à  courbes  de  niveau,  au  40.000»,  est  à  l'équidistance  de 
10  mètres. 

La  carte  du  département  de  la  Seine  au  25.000»,  représentant  une  région  peu 
xcidentée,  a  ses  courbes  de  niveau  à  l'équidistance  de  4  mètres, 

*  Le  programme  de  l'enseignement  moderne  (1891),  classe  de  Première 
(sciences),  demande  quelques  Indications  sur  la  lecture  des  cartes  topographiques. 

**  Les  cartes  géographiques  donnent  l'ensemble  du  terrain  à  petite  échelle  ; 
ordinairement  l'échelle  de  ces  cartes  ne  dépasse  pas  un  500.000=.  Les  cartes 
topographiques  donnent  les  principaux  détails  du  terrain  ;  leurs  échelles  sont 
comprises  le  plus  souvent  entre  un  200.000'  et  un  1.000=.  On  réserve  le  nom  de 
plans  aux  représentations  d'une  petite  partie  du  sol,  avec  d'assez  nombreux 
détails;  on  emploie  fréquemment  les  échelles  comprises  entre  un  1.000»  et  un  10'. 
Ces  limites  n'ont  U'aiUeurs  rien  d'absolu. 
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La  carte  de  Fiance  au  200.000«  a  20  mètres  pour  équidistance ,  et  celle  au 
60.000»  a  10  mètres  *. 

Hachures.  On  nomme  hachures,  en  topographie,  des  lignes  menées  entre 
deux  courbes  de  niveau  consécutives  et  normales  à  ces  deux  courbes. 

Les  hachures  sont  rectllignes  quand  les  courbes  sont  à  peu  près  parallèles  ; 
mais  elles  deviennent  sensibltment  curvilignes  dans  le  cas  contraire,  afin  de 
rester  normales  aux  courbes  de  niveau  (fig.  397). 

Espacement  des  hachures.  Voici  la  règle  donnée  par  la  Commission  du  dépôt 
de  la  guerre  en  1 828  :  i  L'espacement  des  hachures  sera  en  raison  inverse  de 
«  la  rapidité  des  pentes  et  égal  au  quart  de  la  distance  prise  sur  la  carte  entre 
«  deux  courbes  consécutives.  Le  grossissement  de  la  hachure  augmentera  en 
«  raison  de  la  pente.  i> 

Cette  règle  est  connue  sous  le  nom  de  Loi  du  quart ,  parce  qu'elle  revient 
à  diviser  en  quatre  parties ,  par  trois  hachures  intermédiaires ,  le  carré  formé 
par  deux  courbes  consécutives  et  par  deux  hachures  formant  un  carré  avec  ces 
courbes  de  niveau. 

Lecture  d'une  carte.  Lire  une  carte,  dest  se  rendre  compte  des  détails  du 
terrain  et  du  relief  du  sol. 

Avant  tout,  il  importe  de  reconnaître  l'orientation  du  plan  et  d'apprécier  la 
valeur  des  divisions  de  Vécfielle. 

L'étude  de  la  carte  comprend  deux  parties. 

La  première  se  rapporte  à  la  planimétrie;  en  se  guidant  sur  la  léncude 
qui  accompagne  la  carte,  on  examine  la  direction  des  cours  d'eau,  le  tracé  des 
canaux,  des  chemins  de  fer,  des  routes,  l'emplacement  des  villes,  bourgs  ou 
villages,  celui  des  ponts,  des  tunnels,  des  remblais,  des  tranchées,  etc. 

La  carte  de  l'état -major  au  80.000«,  très  riche  en  détails,  exige  une  assez 
grande  habitude  de  lecture,  à  cause  même  de  la  multiplicité  des  renseigne- 
ments qu'elle  fournit  et  des  hachures  qui  la  recouvrent.  Les  nouvelles  cartes 
au  50.000',  au  lOO.OOO'  et  au  200.000»,  tirées  à  plusieurs  couleurs,  sont  d'une 
lecture  très  facile. 

Étude  du  relief.  La  seconde  partie  de  la  lecture  des  cartes  est  relative  aa 
figuré  du  relief.  11  faut  reconnaître  les  montagnes,  les  croupes,  les  cols,  les 
vallées  et  autres  dépressions  ;  les  lignes  de  faîte ,  ou  de  partage  des  eaux  ;  les, 
lignes  de  plus  grande  pente,  les  thalwegs  (chemin  de  la  vallée)  où  coulen 
ordinairement  les  cours  d'eau. 

L'altitude  des  points  principaux  est  inscrite  sur  la  carte;  pour  les  statioi 
Intermédiaires,  on  tient  compte  de  l'équidistance  et  du  nombre  des  courbes  ( 
niveau  comprises  entre  le  point  étudié  et  un  point  à  cote  connue  **. 


*  Cette  magnifique  carte  est  en  cours  de  publication;  II  en  est  de  même  d/ 
la  belle  cart«  précédente  {Baudoin).  La  carte  au  lOO.OOO»  {HoMhetUi)  est  foif 
belle  aussi ,  mais  elle  n'a  point  de  courbe  de  niveau. 

La  carte  de  l'état-major,  au  80.000*,  a  des  hachures  ;  tandis  que  les  minute%^| 
au  40.000«,  ont  des  courbes  de  niveau  ;  enfin  les  environs  des  places  fortes  et  4M 
quelques  autres  villes,  du  Puy,  par  exemple,  sont  au  20.006»  avec  hachures.       ' 

**  Pour  de  plus  longs  développements,  voir  Arpentage,  Levé  des  platt^  et 
KiveUement,  par  F.-J.,  3«  édition. 


EXERCICES 


PLANS     COTES 


732.  Connaissant  l'échelle  graphique  du  dessin  et  l'échelle  de  pente  d'une 
droite,  déterminer  graphiquement  l'échelle  de  pente  d'une  seconde  ligne  dont 
la  pente  est  l'inverse  de  celle  de  la  première. 

733.  Déterminer  la  trace  d'une  droite  cotée. 

734.  1»  On  donne  un  plan  P  et  la  projection  a  d'un  point  situé  dans  ce  plan  ; 
déterminer  la  cote  de  ce  point  ;  2°  un  point  est-Il  déterminé  lorsqu'on  connaît  sa 
cote  et  le  plan  dans  lequel  il  est  contenu  ? 

735.  Graduer  une  droite,  connaissant  sa  projection  et  un  plan  dans  lequel 
elle  est  située. 

736.  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  donnés  dans  les  cas  suivants  : 
1°  Les  projections  des  échelles  sont  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre. 
2»  Un  plan  vertical  donné  par  sa  trace  (P)  et  un  plan  quelconque  Q. 

3»  Un  plan  Q  quelconque  et  un  plan  horizontal  (P=  3,4). 

737.  Déterminer  le  point  où  une  droite  ab  rencontre  un  plan  donné  dans  les 
cas  particuliers  suivants  : 

l»  Le  plan  P  est  quelconque ,  la  droite  est  verticale. 

2»  La  droite  est  quelconque ,  le  plan  (  P  =  3,2  )  est  horizontal. 

3»  La  droite  est  quelconque,  et  le  plan  (P)  est  vertical. 

738.  Par  un  point  donné  (a  =  3),  mener  une  parallèle  à  un  plan  donné  P. 

739.  Déterminer  le  point  commun  à  trois  plans. 

740.  Par  un  point  (a  =6,7),  mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  P. 

741.  Par  un  point  (a  =  4),  mener  un  plan  parallèle  à  deux  droites  données. 

742.  Par  un  point  (  a  =  2,5  ),  mener  un  plan  perpendiculaire  à  deux  plana  P 
ht  Q. 

743.  Déterminer  la  distance  de  deux  droites  parallèles. 

744.  Déterminer  l'angle  d'une  droite  ab  et  d'un  plan  P. 

745.  Déterminer  l'angle  que  forme  un  plan  P  avec  le  plan  de  comparaison. 

746.  Par  un  point  (a  =  4),  mener  une  droite  qui  rencontre  deux  droites,  non 
ituées  dans  le  même  plan.  — 

747.  On  donne  trois  droites ,  non  concourantes  deux  à  deux  ;  mener  une  droite 
larallèle  à  la  première  et  qui  s'appuie  sur  les  deux  autres. 

748.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  droite  donnée  à  une  droite  située 
lans  le  plan  de  comparaison. 
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749.  Déterminer  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  non  situées  dans  le 
même  plan. 

750.  Dans  un  plan ,  un  point  est  donné  par  sa  projection  horizontale  ;  de  ce 
point,  comme  centre,  décrire  dans  ce  plan  une  circonférence  avec  un  rayon 
donné. 

751.  Par  trois  points  donnés  faire  passer  une  circonférence. 

752.  Trouver  la  trace  d'un  cône  de  révolution,  dont  on  connaît  l'axe  et  l'angle 
que  cet  axe  forme  avec  les  génératrices. 

763.  Trouver  la  section  d'une  pyramide  par  un  plan  donné. 

754.  Un  cylindre  est  défini  par  sa  trace  et  l'une  de  ses  génératrices;  d'un 
rtoint  donné,  mener  un  plan  tangent  à  ce  cylindre. 

755.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique,  parallèlement  à  une 
droite  donnée. 

756.  Trouver  l'intersection  d'une  droite  donnée  et  d'une  sphère. 

757.  Un  cercle,  situé  dans  le  plan  de  comparaison,  est  la  base  d'un  cône 
droit  dont  le  sommet  est  coté  12  ;  on  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente  ; 
on  demande  l'intersection  du  cône  et  du  plan.  (.École  Centrale,  examen  oral, 
1867.) 

758.  Établir  une  plate -forme  rectangulaire,  avec  rampe  d'accès  sur  un  plan 
incliné  donné. 

759.  Tracer  une  plate- forme  horizontale  elliptique,  à  cote  donnée;  une  partie 
est  en  déblai,  un  pour  un,  et  l'autre  en  remblai,  à  un  et  demi  de  base  pour  un 
de  hauteur. 

760.  Établir  la  plate -forme  d'une  route  à  une  cote  et  suivant  un  tracé 
donné;  déterminer  la  largeur  d'emprise,  c'est-à-dire  les  lignes  d'attaque  des 
déblais  et  les  lignes  où  viennent  se  terminer  les  remblais.  (Voir  Arpentage, 
Levé  des  plana ,  Nivellement,  Tracé  des  routes,  par  F.  J.,  3«  édition.) 


I 


QUATRIÈME  PARTIE 

APPLICATIONS    DIVERSES 


495.  Préliminaires.  Les  applications  de  la  Géométrie  descriptive  sont 
si  nombreuses,  qu'il  est  difficile  d'en  parler  utilement  en  peu  de  pages. 
Plusieurs  de  ces  applications,  telles  que  le  tracé  des  ombres,  la  coupe 
des  pierres ,  la  perspective ,  sont  si  importantes,  que  chacune  d'elles  a 
donné  lieu  à  de  volumineux  traités. 

Dans  la  nécessité  où  se  trouvent  nos  Éléments  de  Géométrie  des- 
criptive de  rester  dans  les  limites  qui  conviennent  à  un  ouvrage 
élémentaire,  nous  n'indiquerons  que  quelques  applications,  et  nous  le 
ferons  d'une  manière  sommaire;  mais,  afin  que  leur  élude  en  devienne 
plus  facile,  nous  rattacherons  ces  questions  à  celles  qui  font  l'objet 
des  trois  premières  parties  de  cet  ouvrage. 


CHAPITRE  I 

NOTIONS  DE  TRACÉ  DES  OMBRES 


496.  Propagation  de  la  lumière.  Dans  Un  milieu  homogène,  la  lumière 
se  transmet  en  ligne  droite. 

Rayon  lumineux.  On  appelle  rayoïi  lumineux  toute  direction  recti- 
ligne  suivant  laquelle  la  lumière  se  propage;  par  suite,  toute  droite, 
partant  d'un  point  quelconque  d'un  corps  lumineux,  représente  un 
rayon. 

Quelle  que  soit  l'hypothèse  faite  sur  la  nature  de  la  lumière,  on 
admet  dans  les  applications  géométriques  les  expressions  suivantes  : 
Les  rayons  lumineux  émanent  des  corps  lumineux;  la  lumière  tra- 
verse les  corps  transparents,  mais  elle  est  arrêtée  par  les  corps 
opaques;  on  dit  encore:  les  corps  opaques  interceptent  les  rayons 
lumineux  qui  les  rencontrent. 

Ombre.  Vomhre  est  l'obscurité  que  cause  l'interception  des  rayons 
lumineux. 
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497.  Point  lumineux,  rayons  parallèles.  DcUX  CaS  principaux  pCUVCnl 

se  présenter  dans  le  tracé  des  ombres. 

I"  Le  corps  est  éclairé  par  un  point  lumineux  (fig.  402);  20  le  corps 
est  éclairé  par  des  rayons  parallèles  (fig.  403). 


Prenons  une  sphère  comme  corps  opaque;  les  rayons  lumineux^ 
tangents  à  la  sphère  forment,  suivant  le  cas,  un  cône  ou  un  cylindre 
circonscrit;  la  courbe  de  contact  BCDE  est  une  circonférence  dont  1© 
plan  est  pprpenriiculaire  au  rayon  lumineux  qui  passerait  parle  centra 
de  la  sphère.  Tous  les  rayons  compris  dans  la  partie  conique  ou 
cylindrique  L.  BCDE,  sont  interceptés  par  le  corps  opaque;  par  suile, 
la  région  IRCDJ,  limitée  par  les  rayons  tangents,  ne  reçoit  pas  di- 
rectement de  lumière,  et  ce  tronc  de  cône  obscur  (ou  de  cylindre), 
qui  s'étendrait  indéfiniment  vers  la  droite,  est  Vombre  causée  par  Tin 
terception  des  rayons  lumineux  compris  dans  L.  BCDE.  Tout  corp 
compris  dans  la  région  obscure  IBCDEJ  est  dans  l'ombre,  et  c'est 
qui  a  lieu  pour  la  partie  sphérique  BCDEG  et  pour  la  partie  nni  d 
plan  MiN. 

498.  But  du  tracé  des  ombres-  Le  tracé  des  ombres  a  pour  but  de  d 
terminer,  sur  une  surface  donnée,  la  ligne  qui  sépare  la  partie  éclain 
de  la  partie  qui  n'est  pas  rencontrée  directement  par  les  rayons  lum|| 
neux. 

Relativement  au  tracé,  on  distingue  deux  sortes  d'ombres:  BCDE 
est  l'ombre  propre  de  la  sphère,  et  mn  est  Votnbre  portée  par  la  sphèi 
sur  \o  jiian  MN. 

499.  Ombre  propre.  Pour  les  surfaces  courbes,  la  ligne  d'om 
propre  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  des  rayons  lumi- 
neux tangents  à  la  surface.  Pour  les  surfaces  polyédriques,  la  ligne 
d'ombre  propre  est  la  suile  dos  arêtes  qui  séparent  les  faces  éclairées 
do  celles  qui  sont  dans  l'ombre. 
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500.  Ombre  portée.  La  ligne  (ï'ombre  portée,  d'un  corps  opaque  sur 
ine  surface  quelconque,  est  le  lieu  géométrique,  sur  la  surface  consi- 
lérée,  des  traces  des  rayons  lumineux  tangents  au  corps. 

501.  Ombre  au  flambeau,  h'ombre  au  flambeau  est  l'ombre  qu'on 
ibtient  en  éclairant  par  un  point  lumineux  le  corps  considéré. 
}uelle  que  soit  la  forme  du  corps  étudié,  l'ensemble  des  rayons  qui 
léterminent  les  lignes  d'ombre  se  nomme  cône  circonscrit  (fig.  402). 

502.  Ombre  au  soleil.  L'ombre  au  soleil  est  l'ombre  obtenue  lorsque 
e  corps  est  éclairé  par  des  rayons  parallèles;  à  cause  de  la  grande 
listance  du  soleil  à  la  terre,  les  rayons  émis  par  l'astre  lumineux 
ont  considérés  ici  comme  parallèles  (fig.  403). 

Dans  les  applications,  on  s'occupe  surtout  de  l'ombre  au  soleil;  et, 
auf  indication  contraire ,  c'est  la  seule  que  nous  considérons  dans 
es  exercices  suivants. 

L'ensemble  des  rayons  parallèles  tangents  au  corps  opaque  se 
lomme  cylindre  circonscrit. 

503.  Direction  du  rayon.  Nous  supposerons  que  le  rayon  lumineux  a 
me  direction  quelconque ,  afin  de  donner  une  solution  générale  des 
iroblèmes  proposés;  mais,  dans  le  dessin,  le  rayon  Rj  est  dirigé  sui- 
ant  la  diagonale  ab  d'un  cube  dont  deux  faces  sont  parallèles  au  plan 
lorizontal  et  deux  autres  au  plan  vertical  (fig.  404);  par  suite,  la 
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Fig.  404. 


Fig.  405. 


fojection  verticale  R'  est  dirigée  de  gauche  à  droite  et  fait  un  angle 
4S»  avec  x\j;  la  projection  horizontale  fait  aussi  un  angle  de  43o 
,rec  la  ligne  de  terre  (fig.  403). 

Remarque.  La  recherche  de  l'ombre  propre  est  une  question  de  plans 
ngents  (2« partie,  chap.  m,  n»  322);  la  recherche  de  l'ombre  portée 
jpend  de  l'intersection  des  surfaces  (2«  partie,  chap.  iv,  n"  364,  et 
lap.  V,  a»  395). 

Problème. 

504.  Déterminer  l'ombre  portée  par  un  point  :  i°  sur  un  des  plans 
i  projection;  2°  sur  un  plan  quelconque. 

La  direction  des  rayons  lumineux  est  indiquée  par  (R,R').  Soit  {a,  a') 
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le  point  donné.  Le  rayon  lumineux  mené  par  ce  point  rencontre  le 
plan  horizontal  en  h;  donc  le  point  h  est  l'ombre  portée  par  {a,  a') 
sur  le  plan  horizontal. 

{b,  b')  porte  ombre  sur  le  plan  vertical,  parce  que  le  rayon  BVH 
rencontre  en  premier  lieu  le  plan  vertical. 


»' 


.B' 


W 


Fig.  406.  Fig.  407. 

2»  Soient  le  point  (c,  d)  et  le  plan   PaP'  (fig.  407).   Par  (c,  &)  . 
menons  une  parallèle  à  (R,  R'),  et  cherchons  le  point  {d,  d')  où  ce 
rayon  {cd,  c'd')  perce  le  plan  donné.  Le  point  (d,  d')  est  l'ombre 
cherchée. 

Problème. 

505.  Déterminer  Vombre  portée  par  une  droite  sur  les  platis  de 
projection. 

Les  rayons  lumineux  menés  par  les! 
divers  points   de  la  droite  sont  dans* 
un  même  plan  ;  le  problème  revient } 
donc  à  déterminer  les  traces  d'un  plan 
donné  par  deux  droites. 

1"  Exemple.  Soit  la  droite  {ab, 
a'b')',  par  les  points  extrêmes  menons 
des  parallèles  à  (R,  R');  les  traces  c 
et  d  appartiennent  au  plan  horizontal 
antérieur,  donc  cd  est  la  trace  hori- 
zontale du  plan  mené  par  AB  parallè- 
lement à  (R,  R'),  et  cd  est  l'ombra 
portée  par  AB  sur  le  plan  horizon- 
tal. 

2»  Exemple  (fig.  409).  Pour  la  droite  EF,  le  rayon  EG  perce  le 
plan  horizontal  antérieur,  tandis  que  FL  rencontre  d'abord  le  plaa 
vertical;  déterminons  néanmoins  la  trace  horizontale/»  du  rayon  FL; 
la  droite  gh  serait  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  si  le  plan  V 
était  suffisamment  reculé.  Or  le  plan  EFG  rencontre  la  ligne  de  terra 
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au  point  a,  et  sa  trace  verticale  est  aX';  l'ombre  portée  sur  les  plans 


Fig.  409. 

de  projection  est  donc  la  ligne  brisée  gcd'.  Comme  vérification,  il  faut 
que  ai'  passe  par  la  trace  verticale  EG. 

Problème. 

506.  Déterminer  l'ombre  portée  par  une  droite  sur  les  plans  de 
projection  et  sur  un  plan  donné. 


Soient  PaP'  le  plan  quelconque  etMN  la  droite  donnée.  Ce  problème 
est  analogue  au  précédent  (n"  505). 

Le  rayon  lumineux  mené  par  (m,  m')  rencontre  d'abord  le  plan 
vertical  au  point  {a,  a');  mais  le  rayon  mené  par  (n,  n')  perce 
d'abord  le  plan  PaP'  au  point  (6,  6'),  puis  le  plan  V  au  point  c'.  Si 
le  plan  a.  n'existait  point,  a'd  serait  l'ombre  de  la  droite  :  donc  il  faut 
joindre  a'd',  puis  d'b',  et  enfin  déterminer  la  projection  horizontale 
adb  de  l'ombre  portée. 
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Problème.  -  1 

507.  Déterminer  l'ombre  portée  sur  les  plans  de  projection  par  une 

courbe  quelconque. 

Par  divers  points  de  la  courbe  il  faut  mener  des  rayons  lumineux, 
chercher  la  trace  utile  de  chacun  d'eux  et  joindre  ces  traces  par  un 
trait  continu. 


Fig.  411. 
Soit  la  courbe  (ad,  a'd')\  on  trouve  efmgh  pour  ombre  portée  sut 


suti 


le  plan  horizontal;  mais  les  rayons  lumineux  menés  par  les  point! 
,  C  et  D  percent  d'abord  le  plan  vertical 

en  i'  et  j';  donc  l'ombre  demandée  est 
efmi'j'. 

Problème.  ^ 

508.  Détoininer  l'ombre  portée  suà 
les  plans  de  projection  par  une  suHf 
face  plane  polygonale. 

Soit  le  triangle  ABC;  il  donnera 
sur  le  plan  H  l'ombre  def;  mais 
rayon  CF  perçant  d'abord  le  plan  vei 
tical ,  on  a  pour  ombre  deng'md;  cté 
les  points  w  et  n  appartiennent  a 
deux  plans  de  projection,  et  par  sui 
aux  traces  verticales  des  plans  AC 
et  BCF. 

Problème. 

509.  Déterminer  l'ot)ibre  portée  par  un  cercle  sur  les  plans  de  pro- 
jection. 

Par  divers  points  de  la  rirconiérence,  on  mène  des  rayons  lumineux; 
on  cherche  la  trace  utile  de  chaque  rayon  et  l'on  joint,  par  une 
courbe,  les  points  obtenus.  , 

Le  cercle  peut  avoir  diverses  positions  qu'il  est  utile  d'examiner. 
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1»  Le  cercle  est  horizontal ,  et  son  ombre  tombe  sur  le  plan  hori- 
zontal. 

Lorsque  l'ombre  tombe  sur 
le  plan  horizontal,  il  suffit  de 
déterminer  la  trace  d  du  rayon 
menée  par  le  centre  [c,  c'),  et  de 
décrire  du  centre  d  un  cercle 
égal  au  cercle  donné. 

En  effet,  les  rayons  lumineux 
menés  par  les  différents  points 
de  la  circonférence  forment  une 
surface  cylindrique;  or  le  cercle 
donné  et  l'ombre  d  sont  des 
sections  parallèles  :  donc  elles 
sont  égales. 

2»  L'ombre  d'un  cercle  hori- 
zmtal  tombe  sur  le  plan  ver- 
tical (fig.  414]. 

Le  problème  revient  à  déterminer  la  trace  verticale  du  cylindre 
ayant  la  circonférence  EF  pour  directrice,  et  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  (R,  R'). 


Fig.  413. 


^'     _o_h,' 


Fig.  414. 


Fig.  415. 


La  section  est  une  ellipse  dont  on  pourrait  déterminer  les  axes 
(n»307);  mais  dans  les  applications  on  se  borne  à  chercher  quelques 
points. 

Les  tangentes  parallèles  à  R  donnent  les  points  extrêmes  où  la 
courbe  d'ombre  admet  des  tangentes  perpendiculaires  àicy.  Les  rayons 
menés  par  les  points  E,  F  donnent  deux  tangentes  à  l'ellipse. 

3»  L'ombre  d'un  cercle  horizontal  tombe  en  partie  sur  chaque  plan 
de  projection  (fig.  415). 
L'ombre  horizontale  appartient  à  un  cercle  de  centre  d,  comme  dans 

42* 
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le  premier  cas,  et  l'ombre  ver- 
ticale appartient  à  une  ellipse, 
comme  dans  le  second. 

Les  points  communs  aux  deux 
courbes  sont  les  points  où  la 
ligne  de  terre  rencontre  la  sur- 
face cylindrique,  formée  par 
les  rayons  lumineux,  menés  par 
chaque  point  de  la  circonfé-l 
rence  GH. 

4<>  Le  cercle  est  perpendiculaire 
au  plan  horizontal. 

On  détermine  divers  points, 
ainsi  qu'il  a  déjà  été  indiqué. 

L'ombre,  tombant  sur  le  plan 
horizontal,  est  tangente  aux  pro- 
jections horizontales  des  rayons 
menés  par  les  points  1 ,  J. 

Problème. 

510.  Déterminer  Vonibre  portée  sur  le  plan  horizontal  par  une 
pyramide  qui  repose  sur  ce  plan. 


i 


I 


Fig.  417. 


Soient  R  et  R'  les  projections  d'un  rayon  lumineux;  tout  plan  mené 
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par  les  arêtes  latérales,  parallèlement  à  (R,  R'),  contient  la  parallèle 
menée  au  rayon  (R,  R')  par  le  sommet  de  la  pyramide;  donc  il  faut 
mener  cette  parallèle  {st,  s't'),  en  déterminer  la  trace  horizontale  t; 
les  plans  extrêmes  auront  pour  traces  horizontales  ta,  td;  donc  {sa, 
s'a'),  {sd,  s'd')  sont  les  lignes  d'ombre  propre,  et  at,  dt,  les  lignes 
d'ombre  portée. 

511.  Remarque.  Il  arrive  fréquemment  que  la  trace  horizontale  f  du 
rayon  lumineux,  mené  par  le  sommet  de  la  pyramide,  se  trouve  sur  la 
partie  postérieure  du  plan  horizontal  (flg.  418);  ta,  <d  sont  les  traces 


Fig.  418, 

Jes  plans  extrêmes;  mais  comme  ces  lignes  rencontrent  xy  en  e,  f, 
et  que  le  rayon  lumineux  ST  perce  le  plan  vertical  en  u',  les  plans 
menés  par  ST,  SA  et  par  ST,  SG  ont  pour  traces  verticales  eu',  fu', 
et  la  partie  eu'f  du  plan  vertical  se  trouve  dans  l'ombre. 

Problème. 


512.  Déterminer  l'ombre  portée  par  une  pyramide  sur  une  autre 
pyramide. 

La  détermination  de  l'ombre  portée  par  la  première  pyramide  sur 
la  seconde  revient  à  chercher  l'intersection  de  cette  seconde  pyramide 
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par  les  deux  plans  qui  passent  par  les  arêtes  limites  de  la  première 
pyramide,  et  dont  l'intersection  est  le  rayon  lumineux  mené  par  le 
sommet  de  ce  même  solide. 

Pour  avoir  les  traces  horizontales  de  ces  deux  pians,  et  l'ombre 
portée  sur  les  plans  de  projection,  il  faut  procéder  comme  au  problème 
précédent. 


Fig.  419. 

Les  points  (m,  m'){n,  n')  appartiennent  à  l'ombre  portée  puisqu'ils 
se  trouvent  sur  les  traces  horizontales  at,  bt,  et  sur  les  arêtes  (gni, 
g'in')  {gn,  g'n')  situées  sur  le  plan  horizontal.  Il  suffit  donc  de  cher- 
cher l'intersection  des  faces  HGM,  RGN  et  des  plans  d'ombre  SAT, 
SBT.  Pour  cela  on  détermine  le  point  0,  où  le  rayon  lumineux  ST 
perce  une  des  faces  antérieures  de  la  seconde  pyramide,  et  le  pointL, 
où  l'arête  RG  perce  l'un  des  plans  d'ombre.  1»  Le  plan  qui  projette  st 
coupe  les  arêtes  en  (c,  d)  el  (d,  d');  par  suite,  il  rencontre  la  face 
GRD  suivant  dd',  et  le  rayon  lumineux  perce  le  plan  GRD  en  (o,  o'). 
2«  Le  plan  projetant  gr  coupe  ST  en  (c,  ^)  et  l'horizontale  BT  en 
{e,  e*);  donc  e'f  est  l'intersection  verticale  de  l'intersection  cherchée, 
el  l'arête  RG  est  coupée  en  {l,  l').  Il  suffit  de  mener  la  ligne  brisée 
{moin,  m'o'l'n'). 
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513.  Une  sphère  est  éclairée  par  des  rayons  parallèles;  déterminer 
l'ombre  propre  de  cette  sphère,  et  l'ombre  portée  sur  le  plan  hori- 
zontal. 

La  détermination  de  l'ombre  propre  revient  au  problème  connu. 

Trouver  les  projections  de  la  ligne  de  contact  d'une  sphère  et  du 
cylindre  circonscrit,  dont  la  direction  des  génératrices  est  donnée 
(n»  341). 

Pour  avoir  l'ombre  portée,  il  faut  déterminer  la  trace  horizontale 
du  cylindre  circonscrit. 


\ 


Fig.  420. 

Ombre  propre.  Par  le  centre  (c,  d)  menons  une  parallèle  au  rayon 
(R,  R').  Rabattons  le  plan  vertical  co ;  le  centre  de  la  sphère  vient 
en  C,  de  manière  que  cQ>  =  n'c';  {o,  o')  situé  sur  le  plan  horizontal 
ne  change  pas  ;  donc  oG  est  l'axe  rabattu.  Décrivons  la  circonlërence 
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CD;  B  et  D  font  connaître  le  petit  axe  bd;  on  opère  d'une  manière 
analogue  pour  la  projection  verticale. 

Ombre  portée.  Pour  avoir  l'ombre  portée,  on  mène  les  génératrices 
extrêmes  Bf,  Dg;  le  petit  axe  égale  ac  (n«  307). 

Problème. 

514.  Une  sphère  est  éclairée  par  un  point  lumineux;  déterminer 
l'ombre  propre  de  cette  sphère,  et  l'ombre  portée  sur  le  plan  /um- 
lontal. 


Rg.  421. 

Ce  problème  revient  à  déterminer  la  ligne  de  contact  d'une  sphère 
et  d'un  cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  donné,  puis  à  chercher 
la  trace  horizontale  de  ce  cône  (n»  343). 

Ombre  propre.  Soit  (s,  s')  le  point  lumineux.  Les  rayons  tangents 
à  la  sphère  déterminent  un  cône  de  révolution  dont  («o,  s'a')  est  l'axe. 
Pour  avoir  la  projection  horizontale  de  la  circonférence  d'ombre 
propre,  on  peut  rabattre  le  plan  qui  projette  Taxe  horizontalement; 
pour  cela ,  on  prend  oOi  =  n'o',  «Sj  =  ps',  et  l'on  décrit  du  centre  0| 
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un  grand  cercle  de  la  sphère;  les  rayons  lumineux  SjGi,  SjH, 
donnent  GjHi  pour  projection  de  la  ligne  d'ombre  sur  le  plan  rabattu; 
hg  est  donc  le  petit  axe  de  la  circonférence  de  contact  du  cône  circon- 
scrit et  de  la  sphère;  le  grand  axe  égale  GiHj  et  doit  être  perpendi- 
culaire au  milieu  de  hg;  on  déterminerait  d'une  manière  analogue  la 
projection  verticale  de  l'ombre  propre. 

515.  Ombre  portée.  Pour  avoir  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal, 
il  faut  recourir  à  une  question  précédente  (n»  315):  les  points  6  et  c, 
où  les  rayons  extrêmes  percent  le  plan  horizontal,  font  connaître  le 
grand  axe  de  l'ellipse;  le  petit  axe  est  perpendiculaire  au  milieu  d  de 
bc;  la  perpendiculaire  e'f,  abaissée  du  milieu  d  sur  l'axe  du  côneaSj, 
est  le  rayon  de  la  section  circulaire ,  dont  le  petit  axe  cherché  est  une 
corde,  menée  par  d  parallèlement  à  Sia;  du  centre  e'  décrivons  un 
arc  fk  et  portons  la  longueur  obtenue  dk  de  d  en  i  et  en  j. 

Problème. 

516.  Déterminer  l'ombre  propre  d'un  cylindre  de  révolution  tangent 
au  plan  horizontal,  ainsi  que  l'ombre  portée  sur  ce  plan. 

La  projection  horizontale  du  cylindre  de  révolution  est  un  rectangle, 
dont  un  côté  ddi  égale  la  longueur  du  corps  donné,  et  dont  l'autre 
côté  égale  le  diamètre. 

En  projection  verticale,  les  bases  donnent  des  ellipses  dont  on  dé- 
termine facilement  les  axes. 

Ombre  propre.  L'ombre  propre  a  pour  limites  les  génératrices  de 
contact  des  plans  tangents ,  menés  au  cylindre  parallèlement  à  la  di- 
rection (R,  R')  des  rayons  lumineux. 

Pour  déterminer  ces  génératrices,  projetons  d'abord  le  rayon  R  en 
mp  sur  le  plan  d'une  des  bases  du  cylindre,  puis  rabattons  ce  plan  sur 
le  plan  horizontal  ;  il  faut  prendre  la  ligne  cC  égale  à  l'élévation  de  d 
au-dessus  de  xy;  sur  le  plan  rabattu,  la  projection  du  rayon  lumineux 
est  indiquée  parRj,  ligne  qu'on  obtient  en  prenant  pA  =  jj'a'. 

Les  tangentes  DG ,  FJ  parallèles  à  Rj ,  menées  à  la  circonférence 
es,  sont  les  traces,  sur  la  face  rabattue,  des  plans  tangents  au 
cylindre;  on  connaît  donc  les  projections  horizontales  ddj,  ff^  des 
génératrices  de  contact,  puis  on  détermine  d'd\,  f'f'i. 

La  surface  cylindrique,  où  se  trouve  (eci,  e'e\),  jusqu'aux  généra- 
trices extrêmes  (  ddj ,  d'd\)  et  (/7i,  ff'i),  est  éclairée  ainsi  que  la  base 
projetée  en  fi  dj. 

517.  Ombre  portée.  L'ombre  portée  se  compose  des  traces  des  plans 
tangents  et  des  traces  des  deux  demi -cylindres  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  (R,  R')  et  qui  ont  pour  directrices  les  arcs  {fmd, 
f'm'd')  et  ifimidi,  f,w'id'i). 

Le  plan  tangent  suivant  (/"/"i,  f'f\)  a  pour  trace  FJ  sur  la  face 
rabattue;  J,  se  trouvant  sur  l'horizontale  de  rabattement,  appartient  à 
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la  trace  horizontale  du  plan  tangent;  par  ce  point  J,  on  mène  donc  une 
parallèle  à  ff^ ,  puis  par  f  et  fi  des  parallèles  à  ab ;  on  a  ainsi  n,.  De 
même  on  trouve  hh^  pour  trace  horizontale  du  plan,  tangent  au 
cylindre  suivant  rfrf,. 


Fig.  422. 

Le  cylindre  qui  a  pour  directrice  la  demi -circonférence  {fmd, 
fm'dl)  a  pour  trace  une  demi-ellipse  qui  se  raccorde  aux  droites  ii^, 
hhi',  pour  avoir  l'ombre  d'un  point  quelconque  {e,  ef)  par  exemple, 
on  mène  par  ce  point  un  rayon  lumineux  {el,  e'I'),  l  appartient  à  la 
courbe;  {m,  m')  donne  le  point  extrême  (n,  n'). 

La  demi-circonférence  {finiidi,  fim^d'i)  donne  i^e^n^hi. 

518.  Remarque.  Comme  vérification,  on  peut  déterminer  directement 
f,  f  j,  elc.  Le  plan  tangent,  mené  au  cylindre  parallèlement  à  (R,  R'), 
est  coupé  par  le  plan  vertical  de  chaque  base  suivant  une  tangente  à 
la  projection  verticale  de  ces  faces  (n<>280);  pour  déterminer  la  pro- 
jection verticale  de  cette  tangente,  projetons  le  rayon  {ab ,  a'b')  en 
(oibi,  a'ib'i),  sur  un  plan  parallèle  aux  faces;  R'j  fait  connaître  la 
direction  de  la  tangente;  il  suffit  de  mener  des  tangentes  ff^,  l'd\ 
parallèles  à  R'j  pour  avoir  les  points  /',  etd',. 
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Problème. 

519.  Un  tronc  de  cône  de  révolution,  dont  l'axe  est  vertical,  est  coupé 
par  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical;  déterminer  l'ombre 
portée  par  le  tronc  de  cône  sur  le  plan  sécant. 


Fig.  423. 


Le  problème  consiste  à  mener  au  tronc  de  cône  des  plans  tangents 
parallèles  au  rayon  lumineux  et  à  déterminer  les  intersections  du  plan 
sécant  avec  ces  plans  tangents,  et  avec  le  cylindre  formé  par  les 
rayons  lumineux  menés  par  les  divers  points  de  la  circonférence  de 
la  base  supérieure  du  tronc  de  cône. 

Soient  PaP'  le  plan  sécant,  (s,  s')  le  sommet  du  cône;  les  généra- 
trices de  contact  (sa,  s'a')  et  (sb,  s'b')  sont  déterminées  par  les  tan- 
gentes ta,  tb,  menées  à  la  circonférence  de  base,  par  la  trace  hori- 
zontale t,  du  rayon  lumineux  qui  passe  par  le  sommet  (n<>285).  Mais 
la  partie  utile  est  limitée  par  les  points  (c,  c')  et  {d,  d'),  qu'il  faut 
joindre  à  la  trace  u,  du  rayon  du  sommet,  sur  le  plan  PaP'. 

Puis  les  rayons  menés  par  ( gr_,  g'),  {h,  h')  donnent  les  points  extrêmes 
(fi^fi').  {fff)-  Où  déterminerait  d'une  manière  analogue  l'ombre  d'un 
point  quelconque  {n,  n')\  le  point  {o,  o']  donne  {m,  m'). 
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Problème. 

520.  Déterminer  l'ombre  d'une  niche  demi-cylindrique. 
Le  demi -cylindre  est  surmonté  d'un  quart  de  sphère.  La  tangenlo' 

•F 


//  /:\  :  •■'.  ;     vo 


Mener  n'i'j  purnlIAle  S  c'c'j. 


Fig.   424. 


i'e'  parallèle  à  R'  donne  le  point  extrême;  la  recherche  de  1  ombre 
portée  revient  à  déterminer  rinterseclion  de  la  niche  par  la  surface 
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cylindrique  formée  par  les  rayons  lumineux  dont  EFCCi  serait  la 
directrice. 

l"  L'ombre  portée  par  dd^^  est  une  droite  d!d!^ ,  car  le  pian  d'ombre 
mené  par  une  génératrice  cVi  rencontre  le  cylindre  suivant  une  autre 
génératrice;  donc  il  faut  mener  cd  parallèle  à  R  et  d\d'  parallèle  à 
l'axe. 

2»  L'ombre  portée  par  dfe'  tombe  en  partie  dans  le  cylindre;  pour 
h',  par  exemple,  il  faut  déterminer  ?i,  mener  par  le  point  (A,  h')  un 
rayon  lumineux  {hk,  hk')  dont  k  est  la  projection  horizontale  de  la 
trace  sur  le  cylindre;  puis  on  détermine  k';  {f,  f)  donne  {r,  r'). 

3»  Au-dessus  du  diamètre  c'o'c'j  l'ombre  portée  tombe  dans  la  partie 
sphérique;  pour  déterminer  l'ombre  des  points  tels  que  (i,  i'j,  on  a 
recours  à  une  construction  auxiliaire. 

Par  le  centre  {o,o')  menons  un  plan  de  bout  parallèle  au  rayon 
lumineux;  sa  trace  verticale  sera  o'f  parallèle  à  R'.  Rabattons  ce 
plan  en  le  faisant  tourner  autour  d'une  parallèle  FFj  à  sa  trace  fo'; 
la  sphère  aura  pour  trace  une  demi  -  circonférence  FGFi.  Pour  avoir 
la  direction  du  rayon  lumineux  par  rapport  au  plan  rabattu ,  il  suffit 
de  prendre  la  perpendiculaire  b'b'i  égale  à  bp.  On  obtient  ainsi  Rj. 

Pour  un  point  quelconque  i',  par  exemple,  rabattu  en  I,  on  décrit 
le  parallèle  IJIi  qui  lui  correspond,  et  l'on  mène  par  le  point  I  une 
droite  IJ  parallèle  à  Rj  ;  J  est  le  point  oîi  le  rayon  lumineux  mené  par 
(i,  i')  rencontre  la  sphère;  par  suite,  J  fait  connaître  /.  De  même  m' 
donne  n',  etc. 

521.  Remarques,  l.  Les  cordes  parallèles  IJ,  MN  menées  par  les 
points  I,  M,  d'un  diamètre  commun  à  plusieurs  circonférences  concen- 
triques, donnent  des  arcs  semblables  et  semblablement  placés;  par 
suite ,  les  points  N  et  J  doivent  appartenir  à  un  même  rayon  ONG  : 
donc  la  courbe  d'ombre  a  pour  projection,  sur  le  plan  rabattu,  la  droite 
OG,  ainsi  cette  courbe  est  plane;  par  suite,  c'est  un  cercle,  et  la  pro- 
jection verticale  e'n'j'g'  est  une  ellipse  ayant  pour  demi-axes  o'ef  et 
o'g';  on  ne  trace  que  la  partie  comprise  entre  d  et  c'c'j. 

II.  e'  se  projette  en  e;  V,  point  oîi  l'arc  d'ellipse  se  raccorde  avec  la 
courbe  d'r'V,  se  projette  en  l;  pour  un  autre  point  quelconque  n'  on 
détermine  le  parallèle  horizontal  (n'n'i ,  nrii)  mené  par  ce  point,  et»' 
détermine  n;  Ijne,  projection  d'un  cercle,  est  un  arc  d'ellipse,  dont  oj 
serait  le  demi -grand  axe. 


CHAPITRE    II 

CONSTRUCTIONS 


§  I.  —  Exemples  de  Coupe  des  pierres. 

522.  Préliminaires.  On  sait  que  les  procédés  plus  ou  moins  iogé- 
nieux  employés  depuis  longtemps  dans  la  coupe  des  pierres  et  la 
charpente  ont  conduit  Monge  à  la  création  de  la  géométrie  des- 
criptive. 

Les  secrels  d'ateliers  réunis,  classés,  et  surtout  rattachés  à  un  petit 
nombre  de  principes,  ont  constitué  les  éléments  d'une  branche  im- 
portante des  sciences  appliquées.  Aujourd'hui  la  géométrie  descriptive 
est  enseignée  d'une  manière  indépendante  des  questions  qui  lui  ont 
donné  naissance  ;  néanmoins,  parmi  ses  applications  les  plus  utiles, 
il  faut  citer  le  tracé  des  épures  relatives  à  la  coupe  des  pierres  et  à  la 
charpente. 

La  plupart  des  exercices  à  traiter  se  rapportent  à  l'intersection  des 
surfaces. 

Problème. 

523.  Déterminer  les  projections  de  l'intersection  de  deux  murs  en 
talus  dont  les  pentes  sont  données. 

Les  talus  sont  ordinairement  désignés  par  le  rapport  de  la  base  à  la 

hauteur,  c'est-à-dire  par  l'inverse  de  la  pente.  Un  talus  au  quart,  à  la 

4  2 

moitié,  est  donc  un  talus  dont  la  pente  égale  -j-  ou  -.-.  Lorsque  la 

base  est  petite  par   rapport  à  la  hauteur,  comme    un  dixième,  par 

exemple,  on  dit  que  le  mur  a  un  fruit  de  un  dixième. 

Soient  h  la  hauteur  des  deux  murs,  ae,  ag,  les  traces  horizontales 

des  plans  inclinés. 

11  h 

Si  les  talus  doivent  être   à  -j-  et  à   -ô-,  il  faut  prendre  d=  -r-, 

d'  =  -^ ,  et  mener  des  parallèles  fb,  ob  aux  traces  des  faces  ;  ab  est  la 
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projection  horizontale  de  l'intersection,  puis  on  projette  a  et  6  sur  des 
horizontales  distantes  de  la  hauteur  h  :  on  trouve  a'b'. 


f,'  r 


Fig.  425. 


Admettons  que  l'on  veuille  quatre  pierres  de  même  hauteur  pour 
la  grandeur  donnée  h;  on  divise  h,dad'  &n  quatre  parties  ëJles 
on  coupe  les  pierres  d'angles  suivant  deux  sections  droites  difiTérentes' 
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ef)  ^ifi  I  afi"^  que  les  diverses  parties  de  la  maçonnerie  soient  bien 
liées  entre  elles. 

Pour  avoir  l'angle  qu'une  face  fait  avec  le  plan  horizontal,  on  prend 
66,  =:/i,  et  bcbi  mesure  le  dièdre  donné. 

njOj  est  la  projection  horizontale  de  la  première  pierre;  fib^o^r^s, 
est  le  panneau  supérieur,  n^q^r^s^  est  le  panneau  à  appliquer  sur 
face  inférieure;  d'ailleurs,  comme  vérification,  on  peut  prendr 
6,N  =  V4cbi;  alors  RN  est  la  vraie  grandeur  de  la  face  verticale  d^ 
joint  de  la  même  pierre. 

Si  l'on  voulait  les  faces  de  joint  de  chaque  pierre,  on  pourrai! 
prendre  h  pour  horizontale  de  rabattement,  et  l'on  obtiendrait  isSjOj;] 
il  suffirait  de  diviser  sS,  en  quatre  parties  égales  et  de  mener  des' 
parallèles  à  Is. 

Problème. 

524.  Faire  l'épure  d'une  descente  droite  en  talus. 


Le  berceau  est  une  voûte  cylindrique  à  génératrices  horizontales 
on  peut  lui  appliquer  tout  ce  qui  a  été  dit  de  la  voûte  des  poni 
(G.,  n»»  1006  à  1011).  On  appelle  descente  une  voûte  cylindrique  ( 
génératrices  inclinées;  la  descente  est  droite  lorsque  la  projeclio^ 
horizontale  des  génératrices  est  perpendiculaire  aux  horizontales  de 
la  face  de  tête;  la  descente  est  fciaise  dans  le  cas  contraire;  la  descente 
et  le  berceau  sont  surtout  caractérisés  par  leur  section  droite. 
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Prenons  un  plan  vertical  de  projection  tel  que  xy  soit  parallèle  à 
la  trace  horizontale  ef  du  mur  en  talus;  les  projections  horizontales 
des  génératrices  de  la  descente  seront  perpendiculaires  à  xy.  Sur  un 
plan  de  profil  déterminé  par  x'y'  et  rabattu  sur  le  plan  horizontal, 
l'inclinaison  p  du  talus  sera  donnée  par  l'angle  plan  h'c\a\  ;  l'inclinaison 
a  des  génératrices  par  rapport  au  plan  horizontal  est  indiquée  par 
l'angle  dd^z' . 

La  section  droite ,  supposée  demi-circulaire,  a  pour  trace  sur  le  plan 
de  profil  une  ligne  d•^s\  perpendiculaire  à  d^z'. 

Sur  le  plan  vertical,  figurons  la  section  droite  :  pour  cela  décrivons 
une  demi-circonférence  e'4f'  avec  le  rayon  de  la  descente,  divisons  la 
courbe  en  un  nombre  impair  des  parties  égales,  sept,  par  exemple,  et 
menons  c'22',  et  c'33',  etc.,  puis  terminons  la  section  droite  des  voussoirs, 
ainsi  que  cela  se  fait  fréquemment,  par  une  horizontale  4'6'  et  une 
verticale  6'3'.  Les  points  de  division  2,  3,  4,  ainsi  que  2',  3',  etc.,  sont 
reportés  sur  la  section  droite  en  2'^ ,  etc.,  afin  de  mener  les  généra- 
trices parallèles  à  c'iz';  d'ailleurs  par  1 ,  2,3,  etc.,  on  mène  aussi  des 
perpendiculaires  à  xy;  dl  du  plan  de  profil  fait  connaître  d,  b'  déter- 
mine b,  etc.,  et  l'on  obtient  ainsi  la  projection  horizontale  eafde  l'arc 
de  tête  de  la  descente;  de  même  a\  fait  connaître  aj,  qui  limite  le 
voussoir  supérieur. 

Ainsi  qu'on  l'a  dit  précédemment  (no523),  les  voussoirs  sont  ter- 
minés à  deux  sections  droites  différentes,  U  et  T  par  exemple;  dans 
les  applications,  on  ne  détermine  point  la  projection  horizontale  de  la 
partie  des  voussoirs  limitée  aux  plans  U  et  T,  car  cette  projection 
n'est  d'aucune  utilité. 

525.  Développement  (fig.  427).  On  développe  la  douelle  ou  intrados 
(G.,  n»  1006);  pour  cela  on  prend  la  droite  EF  égale  au  développe- 
ment de  la  section  droite,  on  divise  EF  en  sept  parties  égales,  puis 


on  prend  BI  =  6'i'  (fig.  426),  OJ  =  o'f,  etc.;  la  courbe  EBF  est  la 
transformée  de  l'ellipse  que  forme  l'arc  de  tête,  lorsque  la  descente 
rencontre  le  mur  en  talus  sous  un  angle  différent  de  90o. 


380 


ÉLÉMENTS    DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 


Pour  la  taille  des  pierres,  on  peut  employer  des  panneaux  égaux 
aux  faces  de  joint  des  voussoirs;  pour  la  face,  qui  a  4  — 4'  pour  sec- 
tion droite  et  qui  appartient  au  troisième  voussoir,  on  prend  la  ligne 
BiCiégaleà4  — 4';  BBi  =  fe'6'i  du  plan  de  profil,  et  CiC  =  g'g'i- 

Le  panneau  qui  correspond,  pour  le  voussoir  supérieur,  à  4  — 4'  est 
égal  au  précédent;  mais  on  lui  donne  BB^  pour  longueur. 

Problème. 

526.  Faire  l'épure  d'une  porte  biaise  dans  un  mur  en  talus. 

On  appelle  porte  un  berceau  ayant  peu  de  longueur.  Prenons  un 
plan  vertical  de  projection  perpendiculaire  aux  génératrices  de  la  porte, 
la  projection  verticale  de  \a  porte  se  confondra  avec  sa  section  droite; 


Fig.  428. 

soit 3/1  la  trace  horizontale  du  mur  en  talus,  et  d\b\  la  ligne  d'incli- 
naison du  talus,  rabattue  à  la  manière  d'une  droite  de  profil,  de  sorte  que^ 
l'angle  ob\d\  mesure  le  dièdre  que  le  mur  forme  avec  le  [>lan  horizontal. 

Dessinons  la  projection  verticale  et  traçons  les  projections  horizon- 
tales des  génératrices  et  des  arêtes  qui  correspondent  à  V,  2',  3',,  etc. 

Pour  avoir  la  projection  horizontale  e  d'un  point  quelconque  e',  il 
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suffit  de  remarquer  que  e  doit  se  trouver  sur  la  génératrice  3  — e,  et 
que  sa   distance  me  au  plan  vertical  mené  par  dl  est  indiquée  par 

De  même,  f  est  donné  par  une  distance n/' égale  à  w'f  j. 


Fig.  429. 

527.  Développement.  On  procède  ainsi  qu'il  a  été  dit  (n»  525);  1... 
4...  8  est  le  développement  de  la  section  droite,  3  —  E  égale  la  géné- 
ratrices—e,  etc.;  pour  avoir  un  panneau,  on  prend 3 — 3i  =  3'  — S'j, 
et  3i  — F  =  3— /. 


§  II.  —  Emploi  de  l'hélice. 


528.  On  peut  recourir  aux  éléments  de  géométrie  pour  tout  ce  qui 
est  relatif  aux  propriétés  de  l'hélice  et  au  tracé  de  sa  projection  sur 
un  plan  parallèle  à  l'axe  (n"  717);  il  en  est  de  même  pour  l'iiélicoïde 
gauche ,  dont  la  génératrice  rencontre  l'axe  sous  un  angle  aigu  cons- 
tant, et  pour  celui  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  à  l'axe; 
pour  désigner  spécialement  ce  dernier,  on  le  nomme  hélicoîde  normal 
(G.,  n»874). 

Problème. 

529.  Dessiner  les  projections  d'une  vis  à  filet  carré. 

Le  filet  de  la  vis  peut  être  considéré  comme  engendré  par  un  rec- 
tangle R,  dont  le  plan  est  normal  à  un  cylindre;  un  des  côtés  d'un 
rectangle  est  sur  une  génératrice,  et  la  surface  se  meut  de  manière 
que  les  sommets  o  et  6  décrivent  des  hélices  égales. 

Les  sommets  c  et  d  décrivent  des  hélices  de  même  pas  que  les  pre- 
mières, mais  dont  le  rayon  égale  oc. 

Le  côté  ac,  normal  au  cylindre,  engendre  un  hélicoîde  normal,  il 
en  est  de  même  de  bd. 

La  projection  verticale  se  compose  de  quatre  hélices;  on  ne  conserve 
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généralement  que  les  parties  visibles;  ainsi,  en  admettant  que  pour  un 
observateur  debout,  le  long  de  l'axe,  l'hélice  aille  de  gauche  à  droite 
en  descendant,  la  surface  cylindrique  fgij  est  visible;  on  ne  voit  que 
kl  et  nin  des  hélices  intérieures  de  même  pas;  puis  aux  points  n  et 


Fig.  430. 


k,  le  noyau  cylindrique  devient  visible;  l'hélice  jqh  n'est  visible  que 
jusqu'au  noyau  de  la  vis,  et  les  mêmes  remarques  s'appliquent  aux 
diverses  spires  du  fllet  engendré  par  R. 

La  projection  horizontale  se  compose  de  deux  circonférences  con- 
centriques ;  le  plan  A'D'  coupe  le  filet  de  la  vis  suivant  la  génératrice 
AB  de  l'hélicoïde  supérieur,  et  suivant  CD  de  l'hélicoïde  inférieur;  la 
région  ombrée  correspond  au  noyau  et  à'  la  partie  du  hlel  que  ren- 
contre le  plan. 
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Problème. 

530.  Dessiner  les  projections  d'une  vis  à  filet  triangulaire. 

La  vis  triangulaire  peut  être 
regardée  comme  engendrée  par 
un  triangle  T  dont  le  plan 
passe  par  l'axe  d'un  cylindre  ; 
le  côté  ab  est  sur  une  généra- 
trice du  cylindre;  les  sommets 
o  et  6  décrivent  deux  spires 
consécutives  d'une  même  hé- 
lice ;  le  sommet  c  décrit  une 
hélice  de  même  pas  que  les 
premières,  mais  dont  le  rayon 
oc=od  +  dc,  od  étant  celui 
des  hélices  a  et  b. 

Les  côtés  ac,  cb  engendrent 
des  hélicoïdes  gauches,  incli- 
nés en  sens  contraires.  Il  n'y  a 
que  deux  hélices  à  tracer. 

Bien  que  le  contour  appa- 
rent de  l'hélicoïde  gauche  soit 
une  courbe  (G.,  n»  875),  on  se 
borne  à  mener,  par  le  sommet 
c,  des  tangentes  eg,  ef  aux 
hélices  décrites,  et  ces  tan- 
gentes elles-mêmes  diffèrent 
peu  des  côtés  du  triangle  gé- 
nérateur, dès  que  od  égale 
deux  ou  trois  fois  de. 

Les  deux  hélices  ont  pour 
projection  horizontale  deux 
circonférences  concentriques. 
Le  plan  M'N'  coupe  chaque 
hélicoïde  suivant  un  arc  de 
spirale  d'Archimède(G.,  n»  876);  l'arc  MLN  est  donné  par  la  surface 
qu'engendre  cb,  tandis  que  MON  est  la  section  de  l'hélicoïde  engendré 
par  ac. 


§  III.  —  Exemples  de  Charpentes. 


Problème. 


531.  Dessiner  quelques  assemblages. 

\°  (fig.  432).  A,  A'  est  un  assemblage  rectangulaire  à  mi-bois.  Dans 
la  projection  verticale  A'B',  les  deux  pièces  de  bois  sont  en  place;  la 
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projection  horizontale  A   ne  représente  que  la  pièce  horizontale;  B, 
est  la  projection,  sur  un  plan  de  profil,  de  la  pièce  B'. 


pir 


E' 


Fig.  W3. 

2»  (fig.  433).  C,  C  est  un  assemblage  à  tenon  et  à  mortaise;  la  pro- 
jection  horizontale  C  montre  la  mortaise;  sur  un  plan  de  profil    la 

pièce  D',  qui  porte  le  tenon,  est  re- 
présentée par  Dj. 

S"  (fig.  m).  (E',  F')  est  l'assem- 
blage à  queue  d'aronde.  Fj  est  la  pro- 
jection, sur  un  plan  de  profil,  de  la 
pièce  F';  cette  pièce  est  taillée  à  mi- 
bois  et  en  biseau  pour  former  la  partie 
qui  s'encastre  dans  une  échancrure  de 
même  forme,  faite  dans  la  traverse  E'. 

532.  Pièces  moiBées  (fig.  435).  A',  B',  C  est  un  assemblage  de  pièces 


F' 


Fig.  434. 


F, 


Fig.  435. 


moisées.  On  appelle  moises  des  pièces  telles  que  celles  qu'on  a  repré- 
sentées en  projection  horizontale  par  A  et  D;  elles  sont  entaillées  à 
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mi-bois  afin  d'embrasser  les  pièces  B'  et  C  ;  les  moises  A  et  D  sont 
rapprochées  et  resserrées  par  des  boulons. 

Donner  quartier  à  une  pièce,  c'est  la  faire  tourner  sur  elle-même 
de  90°;  par  exemple,  on  dit  qu'en  donnant  quartier  à  la  pièce  A,  on 
obtient  Aj. 

Problème. 

533.  Dessiner  une  ferme. 

La  ferme,  réduite  à  ses  pièces  essentielles,  se  compose  d'une  pièce 


Fig.  436. 

horizontale  (A,  A')  nommée  tirant  ou  entrait,  et  de  deux  pièces 
obliques  B',  nommées  arbalétriers,  assemblées  dans  une  pièce  verticale 
C  nommée  poinçon. 

Pour  former  la  toiture,  les  fermes  sont  régulièrement  espacées;  elles 
supportent  les  pièces  longitudinales  D'  nommées  pannes;  E'  est  le 
faîtar/e  ou  la  panne  faîtière.  [I,  1')  sont  des  pièces  nommées  sa- 
blières, elles  reposent  sur  la  maçonnerie;  les  chevrons  H'  s'appuient 
sur   le  faîtage  et  sur  les  pannes,  ils  vont  buter  contre  les  sablières 

(1,1'). 

Pour  rejeter  les  eaux  au  delà  de  la  maçonnerie,  on  emploie  des 
coyaux  J'.  Les  pannes  sont  maintenues  par  les  chantignoles  G'. 

Problème. 
534.  Dessiner  l'épure  d'un  limon  circulaire. 

Les  marches  des  escaliers  de  bois  sont  fréquemment  encastrées  dans 
des  pièces  droites  ou  courbes  nommées  limons;  les  escaliers  circulaires 
ont  leurs  marches  égales,  et  le  limon  se  trace  comme  la  vis  à  filet 
EL.  13 
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carré  (n°  52U);  mais  lorsque  deux  parties  reclilignes   Boni  raccordée» 
par  une    courbe,   les   marches  ne    sont  plus  égales,    et  le   limou 
demande  une  étude  spéciale. 
d: 


1 


'4^^^ 


Fig.  437. 

Soient  LL'  la  moitié  du  limon  d'un  escalier  et  d&i  la  hauteur  corr 
pondante. 

A  égale  dislance  du  limon  et  du  mur  qui  limite  l'escalier,  on  trac 
la  ligne  de  foulée ,  abc,  et  l'on  divi=e  celte  ligne  en  autant  de  partU 
égales  qu'on  veut  faire  de  marches;  on  joint  au  centre  o  les  points  i 
division  qui  sont  sur  la  courbe,  et  par  6,  7,  etc.,  on  mène  des  perpei 
diculaires  au  limon  droit;  la  hauteur  c'c'i  doit  être  divisée  en  aut 
de  parties  égales  qu'on  a  fait  de  marches  dans  la  longueur  abc. 

La  distance  0  — 1=:7 — 8;  mais  de  est  une  longueur  beaucoup  plu#^ 
petite  que  kl;  il  y  a  doue  intérêt  à  augmenter  graduellement  la  lar* 
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geur  des  marches  de,  ef,  etc.,  aux  dépens  des  marches  droites  jk, 

Im...;  d'ailleurs  la  pente  du  limon  courbe,  donnée  par  -^—,  est  beau- 

h' 
coup  plus  forte  que  celle  du  limon  droit,  ou  -jTrr;  au  point  i,  il  y  aurait 

donc  un  changement  brusque  de  pente,  et  l'efTet  serait  disgracieux: 
pour  obvier  à  cet  inconvénient  et  au  peu  de  largeur  des  marches 
courbes,  on  a  recours  au  balancement  des  marches. 

535.  Balancement.  Balancer  les  marches  d'un  escalier,  c'est  élargir 
près  du  limon  les  marches  courbes,  en  réduisant  la  largeur  de  quelques 
marches  droites  ;  on  peut  procéder  comme  il  suit  : 


Fig.  438. 

Avec  la  hauteur  h'  on  fait  quelques  marches  droites  M,  L,  K,  J,  I, 
de  manière  que  ML'  =  LK'  =  ml=lk,  etc.;  à  la  suite,  on  fait  les 
marches  courbes  qui  correspondent  à  l'arc  ab  (fig.  438);  on  prend 
lE'  =  EG'  =  ih  =  hg ,  etc.;  DI  indique  la  pente  qu'aurait  le  limon 
courbe,  et  IM  celle  du  limon  droit;  après  avoir  pris  IN^  ID,  on  rem- 
place la  ligne  brisée  DIN  par  un  arc  de  cercle  langent  en  D  et  N,  et 
l'on  prolonge  les  marches  jusqu'à  la  courbe  ainsi  tracée,  puis  on  prend 
l'arc  de,  égal  à  PE,,  eifi  =  QF, ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on 
prend  ffi  =  FF i,ggi  =  GG, ,  elc.Jji  =  JJ,. 

La  projection  verticale  se  trace  comme  la  vis  à  filet  carré.  Sur  leg 
horizontales  cotées  0, 1',  2',  3',  etc.,  on  projette  les  points  d,  e,,  /"i..., 
ij ,  ;i ,  pour  avoir  la  courbe  extérieure  du  limon  ;  et  les  points  d^ ,  e^..., 
i,,  pour  avoir  la  courbe  intérieure  du  limon.  Sur  chaque  verticale,  on 
prend  ensuite  une  longueur  Z7',  suffisante  pour  que  les  marche» 
Duissent  être  encastrées  dans  le  limon. 


CHAPITRE    III 


PERSPECTIVE 


§  I.  —  Définitions. 


536.  Perspective  linéaire.  La  perspective  linéaire  est  l'art  de  repré- 
senter, sur  un  tableau,  le  contour  apparent  et  les  principales  lignes i 
d'un  corps,  avec  l'aspect  qu'elles  présentent  à  l'observateur. 

537.  Tableau.  Dans  la  perspective, 
élémentaire,  le  tableau  est  un  plan 
vertical  placé  entre  l'œil  du  specta- 
teur et  le  corps  qu'il  considère. 

La  perspective  du  corps  est  le  lieu 
géométrique  a  des  points  où  le  ta- 
bleau T  est  rencontré  par  les  rayon? 
visuels  menés  à  l'objet  considéré  A. 

Terrain.  Dans  les  applications ,  r.n 
nomme    teiTain  le    plan    horizon(il 
sur  lequel  on  représente  le  corpt-  à 
mettre  en  perspective. 
Fig.  439.  Le  plan  vertical  de  projection  est 

souvent  le  tableau  lui-même. 
La  position  de  l'œil  est  indiquée  par  ses  deux  projections. 

538.  Trace  du  tableau.  La  trace  du  tableau  est  l'intersection  du  tableau 
et  du  terrain. 

Cette  trace  est  parfois  nommée  ligne  de  terre,  parce  que  le  tableai 
peut  être  pris  pour  plan  vertical  de  projection. 

539.  Point  de  vue-  On  nomme  point  de  vue  la  position  de  l'oeil  do' 
l'observateur.  i 

540.  Point  principal 

du  point  de  vue.  Ce  point  jo-^  _. 
même  on  le  nomme  point  de  vue 


Le  point  principal  est  la  projection  vertic.ile 
int  joue  un  grand  rôle  en  perspective,  parfoia 
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La  position  de  l'œil  sera  désignée  par  V,  sa  projection  horizontale 
par  V,  et  sa  projection  verticale  ou  point  principal  par  v'. 

541.  Ligne  d'horizon.  On  nomme  ligne  d'horizon  la  droite  horizon- 
tale hz,  menée  sur  le  tableau  par  le  point  principal  v'. 


h    (H, 


Fig.  441. 


542.  Points  de  distance.  On  appelle  points  de  distance  les  points  d' 
et  d'i  situés  sur  la  ligne  d'horizon,  et  à  une  distance  d'v',  d\v'  du  point 
principal  v',  égale  à  la  distance  Vu',  de  l'œil  au  tableau  sur  lequel  se 
fait  la  perspective. 

Remarque.  Ces  diverses  dénominations,  usitées  en  perspective,  trou- 
veront leur  explication  ou  leur  justification  dans  l'exposé  des  principes 
et  dans  les  conséquences  qui  en  découlent. 

543.  Détermination  de  la  perspective  d'un  corps.  Pôur  avoir  la  pers- 
pective d'un  corps,  il  faut  le  représenter  dans  le  système  des  deux 
projections;  figurer  dans  le  même  système  la  position  de  l'œil  et  celle 
du  tableau,  puis  trouver  les  points  où  les  rayons  visuels,  menés  aux 
principaux  points  du  corps,  sont  coupés  par  le  tableau.  La  géométrie 
descriptive  permet  de  résoudre  le  problème  dans  tous  les  cas;  mais, 
pour  opérer  plus  rapidement,  on  utilise  diverses  remarques  et  certains 
procédés  spéciaux  que  nous  avons  à  faire  connaître. 


§  II.  —  Principes. 


Théorème. 

544.  La  perspective  ab  d'une  droite  AB  parallèle  au  tableau  est 
parallèle  à  la  ligne  donnée. 
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En  effet,  le  plan  VAB  coupe  le  tableau  suivant  une  droite  ab  paral- 
lèle à  AB  (G.,  no  379). 


Flg.  442. 

545.  CorollaîreB   I.  Toute  droite  vei'tjcale  a  sa  perspective  verticale. 

II.  La  perspective  d'une  figure 
parallèle  au  tableau  est  semblable 
à  la  figure  donnée. 

Ainsi  la  perspective  abcd  est 
semblable  à  ABCD.  Les  dimen- 
sions homologues  sont  entre  elles 
comme  les  distances  de  l'œil  an 
tableau  et  à  la  surface  donnée. 

III.  Si  une  parallèle  au  tableau 
est  divisée  dans  un  certain  rap- 
port, il  en  est  de  même  de  sa 


Fig.  443. 


perspective;  en   particulier,  la  perspective  du  point   milieu  d'une 
parallèle  a»  tableau  est  le  milieu  de  la  perspective  de  cette  ligne. 

546.   OéBnition.  On  appelle  li- 
gnes de  front  les   parallèles  an 
tableau,  lignes  de  bout  les  per-  h 
pendiculaires  au  tableau,  et  lignes  f 
fuyantes  toutes  les  droites  non 
parallèles  au  tableau. 

Théorème. 

547  Si  des  lignes  fuyantes  sont  .i 
parallèles  entre  elles,  leurs  pers- 
pectives  passent  toutes  par  un 
même  point. 

Soient  a  et  d  les  points  où  leA  i 
droites  parallèles  AB,  CD  reiHppfi 
contrent  le  tableau.  "^ 

Par    l'œil     V    du    spectateur^ 
menons  une  parallèle  aux  lignes 


Fig.  444. 
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données  :  elle  rencontre  le  tableau  en  un  certain  point  f.  Le  plan  con- 
duit par  l'œil  et  par  AB  est  le  même  que  celui  des  parallèles  AB,  fV; 
or  ce  plan  coupe  le  tableau  suivant  af;  cette  droite  est  donc  la  per- 
spective de  la  ligne  AB  supposée  prolongée  indéfiniment  derrière  le 
tableau;  de  même,  la  perspective  de  CD  est  sur  df;  donc  les  lignes 
fuyantes  parallèles  ont  des  perspectives  concourantes. 

548.  Point  de  fuite.  On  nomme  point  de  fuite  d'une  droite  la  trace, 
sur  le  tableau ,  du  rayon  visuel  parallèle  à  cette  droite. 

Ainsi  f  est  le  point  de  fuite  des  lignes  AB  et  CD  ;  on  peut  le  consi- 
dérer comme  la  perspective  du  point  situé  à  l'infini  sur  ces  droites 
parallèles. 

549.  ConBéquenoe.  Toutes  les  droites  parallèles  entre  elles  qui  ren- 
contrent le  tableau  ont  même  point  de  fuite. 

Car  le  rayon  visuel  parallèle  à  l'une  de  ces  lignes  est  parallèle  à 
toutes  les  autres. 


Théorème. 


550.  Toute  horizontale  a  son  point  de  fuite  sur  la  ligne  d'horizon. 

En  effet,  pour  une  horizontale 
quelconque  AB,  la  parallèle  Yf 
est  horizontale  et  rencontre  le  ta- 
bleau sur  hz;  donc... 

551.  Corollaires.  1"  Toute  droite 
de  bout  a  pour  point  de  fuite  le 
point  principal  v';  car  Vv'  est 
perpendiculaire  au  tableau. 

552.  2°  Toute  horizontale  qui 
rencontre  le  tableau  sous  un  an- 
gle de  i^°  a  pour  point  de  fuite 
l'un  des  points  de  distance  d'  ou 
d'i  (  n°  542)  ;  car  elle  est  parallèle 
à  Vd'  ou  à  Vd'i. 


Théorènae. 


553.  Toute  droite  qui  rencontre  la  verticale  Vv  menée  par  l'œil  de 
l'observateur  a  pour  perspective  une  verticale. 

Soit  la  droite  AG  qui  rencontre  la  verticale  Vu  (fig.  446);  le  plan 
VAC  coupe  le  tableau  suivant  une  droite  ab  parallèle  à  GV  (  G.,  n°  379)  ; 
donc  AC  a  pour  perspective  une  verticale. 
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Fig.  4'k). 


La  partie  ab  est  la  perspective 
de  AB,  tandis  que  bd  correspond 
à  BD. 

554.  Remarques.  I.  Le  point  B, 
où  la  droite  rencontre  le  tableau, 
est  lui-même  sa  perspective;  • 
correspond  au  point  A;  d  est  la 
perspective  d'un  point  D  situé  en 
avant  du  tableau,  etc. 

II.  Lorsqu'une  droite  passe  par 
l'oeil,  sa  perspective  se  réduit  à 
sa  trace  sur  le  tableau. 


-Tô- 


b''    a 


\\\-tr-y'/  J 

^-..  ^<A'.'  ---^ 


V 


Fig.  447. 


555.  Angle  visuel.  L'angle  visuel  est  l'angle  formé  par  les  rayons 
extrêmes  menés  de  Tœil  aux  divers  points  de  l'objet  considéré. 

L'angle  visuel  doit  toujours 
être  moindre  que  90";  car 
la  plupart  des  observateurs 
n'aperçoivent  simultanément, 
d'une  manière  nette,  que  les 
objets  compris  dans  un  cône 
dont  les  génératrices  opposées 
font,  au  plus,  entre  elles  un 
angle  de  60  à  10'  ;  lorsque,  dans 
le  tracé  perspectif,  on  dépasse 
notablement  cette  valeur,  la 
perspective  impressionne  pé- 
niblement le  spectateur  et  pa- 
raît défectueuse. 

Ainsi,  soit  AB  ayant  pour  perspective  ab;  pour  que  l'angle  AVB 
ne  soit  pas  trop  grand,  il  faut  que  la  distance  VP  ne  soit  pas  trop 
inférieure  à  la  longueur  ab  interceptée  sur  la  trace  du  tableau  par  les 
rayons  extrêmes;  lorsque  AB  est  à  peu  près  parallèle  à  tu,  on  se 
borne  à  prendre  OV  au  moins  égal  à  AB;  et,  dans  aucun  cas,  l'angle 
AVP=:BVP,  formé  par  les  lignes  extrêmes  avec  la  projetante  de 
l'œil ,  ne  devrait  dépasser  45". 

556.  Données.  Dans  les  problèmes,  on  donne  : 
lo  La  trace  du  tableau; 

2»  Les  dimensions  et  la  position  de  l'objet; 

3»  La  position  du  spectateur. 

La  position  de  l'œil  est  indiquée,  le  plus  souvent,  par  ses  projec- 
tions V  et  v' ;  v'  fait  connaître  la  hauteur  de  l'œil  au-dessus  du 
terrain;  lorsque  v  n'est  pas  donné,  ou  que  les  dimensions  de  l'épure 
ne  permettent  pas  d'indiquer  cette  projection  horizontale,  il  faut  con- 
naître v'  et  un  des  points  de  distance;  car  on  sait  que  v'd'  égale  la 
dislance  de  l'œil  au  tableau  (n<>  542). 
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§  III.  —  Perspective  d'un  point. 


557.  Positions  du  tableau,   du  point   donné  et   du  spectateur.    Dans  les 

questions   suivantes,   on   suppose  que  le  tableau  se  contond  avec  le 
plan  vertical;  ainsi  tu  coïncide  avec  xy. 

558.  Point  et  observat&ur.  Le  point  est  derrière  le  tableau,  et  l'ob- 
servateur en  avant  de  ce  même  tableau.  Ainsi  v  tombe  sur  le  plan 
horizontal  antérieur,  tandis  que  la  projection  horizontale  du  point 
donné  est  située  sur  le  plan  horizontal  postérieur. 

Problème. 


559.  Trouver  la  perspective  d'un  point  situé  sur  le  plan  horizontal. 

Soient  v,  v'  les  projections  de  l'œil;  a,  a'  celles  du  point  (fiçr-  448 
et  449). 

1"  Moyen.  Le  rayon  visuel  est  la  droite  VA,  qui  joint  l'œil  au  point 
donné;  la  perspective  cherchée  est  la  trace  verticale  de  VA  (fig.  449). 

Il  suffit  donc  de  déterminer  la  trace  verticale  de  {va,  v'a').  a'  est 
la  perspective  demandée  (fig.  448). 


'K      yf 


i  VT 


Fig.  448. 


Fig.  449. 


560.  2'  Moyen.  Emploi  d'un  point  de  fuite  ^fig.  449). 

Soit  un  point  A  situé  sur  le  terrain;  par  A  et  V  menons,  dans  une 
'direction  quelconque,  des  horizontales  parallèles  AB,  VF.  F  est  le 
point  de  fuite  dâ  AB  (n"  548),  le  tableau  est  coupé  par  le  plan  ABVF 
suivant  BF,  et  par  le  rayon  visuel  AV  au  point  a,  perspective  cher- 


chée. 
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On  a 


donc  il  faut  diviser  BF  dans  le  rapport  des 


,B  _  AB 

aF  -VF 

deux  parallèles;  pour  cela  on  peut  prendre  BE  =  AB,  FC  =  FV,  et 
joindre  CE;  ou  bien  prendre  des  grandeurs  proportionnelles  aux 
parallèles,  les  moitiés,  par  exemple. 


Fig.  450. 

Dans  les  applications,  le  point  A  est  donné  par  (a,  a')  (fip.  450) 
et  V  par  {v,v').  Pour  déterminer  le  point  de  fuite  f,  on  mène  Iqi 
parallèles  ab,  vf;  mais  on  projette  f  en  f  sur  la  licrne  d'horizonj  pu» 
on  prend  fd—vf,  be  =  ba,  et  l'on  mène  éd. 

Remarque.  Le  point  &  est  nommé  par  quelques  auteurs  point  <fef 
distance  de  A  ;  mais  nous  n'emploierons  l'expression  point  de  rfw-1 
tance  que  pour  les  points  de  fuite,  d',  d\  des  horizontales  à  45»^ 
(n"  542  et  552). 

561.  3«  Moyen.  Emploi  de  deux  points  de  fuite. 

tf  f'  ru. 


Fig.  451. 

Par  la  projection  horizontale  a  du  point  donné  {a,  a!)  on  mène  deuj 
horizontales  quelconques  ab,  ac;  et  par  le  point  v,  deux  parallèlei 
vf,  vg;  on  projette  les  points  f,  g  sur  In  iiene  d'horizon,  et  l'on  join 
hf,  cg' ;  car,  d'après  le  numéro  précédent,  la  perspective  •  est  1( 
point  commun  à  ces  deux  ligne»  bf,  cg'. 
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562.  *«  Moyen.  Emploi  du  point  pnncipal  et  d'un  point  de  dis- 


tance. 

Parmi  les  points  de 
fuite  qu'on  peut  employer, 
il  faut  mentionner  sur- 
tout le  point  principal  et 
les  points  de  distance; 
car  on  utilise  fréquem- 
ment la  perpendiculaire 
aa',  et  l'on  mène  ab  à  45'  ; 
par  suite,  le  point  prin- 
cipal v'  est  le  point  de 
fuite  de  aa',  et  le  point 
de  distance   d'  est  celui 


rir 


-y 


Fig.  452. 
de  ah.  Dans  ce  cas,  il  est  inutile  d'avoir  la  projection  v  sur  l'épure. 

563.  Procédé  usuel-  Le  premier  moyen  (n»  559)  est  le  seul  qui  soit 
général;  car  on  pourrait  faire  varier  la  position  du  tableau  par  rap- 
port à  xy,  il  permet  de  trouver  la  perspective  d'une  figure  quelconque 
sans  trop  de  connaissances  spéciales;  le  second  moyen  (no  560)  est 
rarement  employé;  on  recourt  assez  fréquemment  au  troisième  (n»  561); 
mais  le  quatrième  moyen  (n"  562)  est  le  procédé  le  plus  usuel,  parce 
qu'il  conduit  rapidement  au  résultat. 


d' 


~7r 


§  IV.  —  Perspective  d'une  figure  plane  quelconque. 

SITUÉE    SUR   LE   PLAN   HORIZONTAL 

Projection  verticale.  La  projection  verticale  de  la  figure  serait  sur 
xy;  ordinairement  on  ne  représente  pas  cette  projection. 

Problème. 

564.  Mettre  en  perspective  un  carré  dont  deux  côtés  sont  parallèles 
à  la  trace  du  tableau. 

Soient  abcd  le  carré  donné,  v'  le 
point  principal,  d'  un  des  points  de 
distance. 

On  sait  que  v'd'  est  la  distance  du 
point  V  au  tableau,  que  v'  est  le  point 
de  fuite  des  droites  de  bout,  et  d' 
celui  des  lignes  à  45°  telles  que  bd. 

Les  perpendiculaires  ab,  cd,  ont 
pour  point  de  fuite  le  point  princi- 
pal v'  (n»  551);  la  diagonale  à  45»  a 
pour  point  de  fuite  d'  {n°  552).  On 
détermine  ainsi  les  sommets  b  et  d;  puis  par  ces  points  on  mène  les 
parallèles  bc  et  da;  car  les  parallèles  ad,  bc,  à  la  trace  du  tableau, 
ont  des  perspectives  ad,  bo  parallèles  à  celte  même  trace. 


%^ 


S 


c 

Fig.  453. 
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Problème. 


-^;r 


565.  Mettre  en  perspective  un  carré,  placé  d'une  t7%anière  quelconque 
^  y  sur  le  plan  horizontal. 

Soient  abcd  le  carré 
donné,  v  la  projectioa 
horizontale  de  l'œil  et 
e'f  la  ligne  d'horizon. 

Prolongeons  les  côtés 
jusqu'à  la  rencontre  de 
xy  ;    par  la    projection 
horizontale  v  de  l'œil, 
j/  u.      menons    des    parallèles 
"'^  /'  vf,    ve    aux    côtés    du 

/  carré,  afin  de  déten 

ner  les  points  de  fui 
"^,,  /  tf',  f;  il  suffit  de  joindi 

'n^  .''  g,  h,  au  point  f  et  i,  / 

'-.  /'  au  point  é.  Le  somm 

''  a  est  le  point  commu 

f'S-  ^*-  aux  droites  gP  et  ie". 

Problème. 

566.  ^fettre  en  perspective  un  triangle  quelconque  abc. 


lE-.w 


-x:;. 


Fig.  455.  » 

Soient  le  triangle  abc,  placé  sur  le  terrain,  et  v'd'  la  ligne  d'borizoo. 
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On  peut  déterminer  les  points  de  fuite  e' ,  f  des  côtés  ab,  ac,  et 
mener  hf,  ie' ;  mais  il  n'en  est  plus  de  même  pour  bc. 

Pour  obtenir  la  perspective  du  sommet  c,  il  suffit  de  déterminer  une 
seconde  ligne  qui  doive  la  contenir,  car  cette  perspective  doit  déjà  se 
trouver  sur  ie' .  On  peut  mener  la  perpendiculaire  cg  et  sa  perspec- 
tive gv'. 

Pour  le  point  b,  la  perpendiculaire  hl  donnerait  Iv'  ;  mais  cette 
droite  détermine  mal  le  point  b,  car  elle  coupe  hf  sous  un  angle 
très  aigu;  on  peut  mener  la  ligne  bo  à  45°,  prendre  v'd'  égal  à  la  dis- 
tance de  v  à  xy,  et  joindre  o  à  d'. 

Règle  pratique.  Pour  mettre  en  perspective  un  pohjgone,  il  est 
avantageux  de  recourir  aux  points  de  fuite  des  divers  côtés  de  la 
figure  donnée;  car  la  direction  d'une  droite  telle  que  ab  est  beau- 
coup mieux  déterminée  par  la  trace  de  hf,  qui  donne  celte  direction 
elle-même,  qu'elle  ne  le  serait  par  la  détermination  directe  de  deux 
points,  ainsi  qu'on  a  dû  le  faire  pour  bc. 

Problème. 

567.  Mettre  en  perspective  une  courbe  située  sur  le  plan  horizontal. 

On  cherche  la  perspective  des  points  principaux,  et  l'on  réunit,  par 
une  courbe  continue,  les  points  obtenus  en  perspective.  Il  est  utile 
de  considérer  spécialement  les  deux  exemples  ci -après. 

Problème. 


568.  Déterminer  la  perspective  d'une  circonférence. 

On  peut  faire  la  remarque  suivante  : 

Remarque.  Si  l'on  circonscrit  un  carré  à  une  circonférence  et  que 
l'on  joigne  AD,  et  le  point  B  au  point  C, 
milieu  de  DE,  le  point  M  appartient  à  la 
courbe,  car  les  deux  triangles  rectangles  ABD, 
BDG  étant  semblables,  l'angle  DBC  =  FDA; 
les  angles  BAM ,  ABM  sont  donc  complémen- 
taires, et  le  point  M,  sommet  d'un  angle  droit, 
appartient  à  la  circonférence;  d'ailleurs,  si 
l'on  prend  AB  parallèle  au  tableau,  la  perspec- 
tive du  point  C,  milieu  de  ED,  sera  le  milieu 
de  la  perspective  de  DE  (n"  545,  III). 

569.  Perspective  (fig.  457).  Pour  avoir  la  perspective  du  cercle, 
déterminons  la  perspective  du  carré  circonscrit  dont  deux  côtés  se- 
raient parallèles  à  xy;  nous  obtiendrons  ainsi  quatre  tangentes  et 
leurs  points  de  contact;  puis,  en  utilisant  la  remarque  précédente, 
nous  pourrons  obtenir  quatre  nouveaux  points  de  la  courbe. 

13' 
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d' 


Soient  c  et  c'  les  projections  du  centre,  c'n  =  dv!  égale  le  rayon/ 
menons  cl  à  ii^°,  puis  dv'  et  Id! ;  par  o,  d,  menons  des  horizontale» 

oj_      pour  former  la  perspec- 

./'  tive  du  carré  circoi- 
scrit  (no  564);  la  per- 
spective du  cercle  est 
tangente  aux  quatre 
côtés  du  trapèze,  aux 
points  a,  b,  e,  f. 

Joignons  b  au  point 
o,  milieu  de  ed,  le 
point  m  appartient  à 
l'ellipse,  etc.  On  peut 
déterminer  trois  autres 
points  analogues.  On 
connaît  donc  quatre  tan- 
Pj     ^^  gentes  et   leurs  points 

de    contact,   ainsi    que 
quatre  autres  points;  c'est  suffisant  pour  tracer  la  courbe. 

Problème. 
570.  Mettre  en  perspective  des  courbes  nombreuses  et  irréguliéret 


i 


:-f- 


Fig.  458. 


Fig.  459. 


On  couvre  le  plan  donné  d'un  réseau  de  carrés  (tig.  458),  on  met 
la  ligure  ainsi  formée  en  perspective,  et  on  trace  une  courbe  continue 
par  les  points  correspondants  du  réseau  perspectif  (fig.  459).  Cette 
manière  de  procéder  se  nomme  craticuler  ou  graticuler,  d'un  mot  qui 
signifie  grille;  c'est  une  méthode  analogue  à  celle  qui  a  été  indiquée 
en  arpentage  (n»  258). 

Disposition  des  données. 

571.  Dans  les  exemples  donnés  (n°«  565  et  566)  on  voit  que  la  pers- 
pective tombe,  au  moins  en  partie,  sur  la  projection  horizontale  de  la 
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figure  donnée  ;  l'inconvénient  qui  en  résulte  est  surtout  sensible  lors- 
qu'il faut  figurer  la  projection  verticale  d'un  corps;  pour  obvier  à  ce 
défaut,  on  peut  prendre  diverses  dispositions.  Nous  nous  borne- 
rons, pour  le  moment,  à  en  indiquer  une  des  plus  simples  et  des 
plus  suivies. 

572.  Avancement  du  tableau.  On  prend  pour  tableau  un  plan  paral- 
lèle au  plan  vertical  de  projection,  mais  situé  en  avant  de  ce  plan. 
L'œil  reste  en  avant  du  tableau,  et  le  corps  à  mettre  en  perspective  est 
p'acé  entre  le  tableau  et  le  plan  vertical. 

Au  point  de  vue  du  résultat  obtenu ,  on  peut  dire  : 

La  trace  du  tableau  et  la  projection  horizontale  de  l'objet  sont 
reportées  en  avant  de  xy. 
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Fig.  460. 


On  procède  comme  on  l'a  déjà  indiqué,  sauf  qu'il  faut  projeter  les 
points  h,  t,  0,  g,  i,  sur  xy. 

573.  Remarque.  Cette  disposition  est  excellente,  on  l'emploie  très 
souvent;  v'p^  indique  la  hauteur  de  l'œil,  et  vp  la  distance  du  spec- 
tateur au  tableau;  néanmoins  la  projection  verticale  de»  corps  se 
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trouve  au-dessus  de  xy ,  et  par  suite  la  perspective  la  recouvre  par- 
tiellement; mais  dans  bien  des  cas  on  n'utilise  qu'un  petit  nombre  d< 
points  de  l'élévation  des  corps,  et  la  projection  verticale  est  pei 
chargée. 

§  V.  —  Perspective. 

DES   POINTS    PLACÉS   AU-DESSUS    DU   PLAN    HORIZONTAL 

Problème. 

574.  Mettre  en  perspective  un  cube,  placé  sur  le  terrain,  et  dont 
deux  faces  sont  parallèles  au  tableau. 

ei'  o' 


Fig.  461. 

Soit  un  cube  ayant  abcd  pour  projection  horizontale  et  a'e'  pour 
hauteur  ;  v'  est  le  point  principal,  d'  est  l'un  des  points  de  distance. 

La  perspective  du  carré  s'obtient  ainsi  qu'il  a  été  indiqué  (n"  564). 

La  diagonale  bd  donne  le  point  k,  qu'il  faut  projeter  en  l  sur  xy. 

Les  perspectives  des  perpendiculaires  ab,  cd  concourent  au  point 
v',  et  la  diagonale  a  sa  perspective  sur  Id'. 

La  verticale  a'e'  a  pour  perspective  une  verticale;  d'ailleurs  le  côté 
de  bout  qui  passe  par  e'  a  sa  perspective  sur  la  ligne  e'v',  car  v'  est 
le  point  de  fuite  de  toutes  les  perpendiculaires  au  tableau  (n°  551); 
donc  le  point  e  se  trouve  à  l'intersection  de  e'v'  et  de  la  verticale 
menée  par  a. 

On  pourrait  procéder  de  la  même  manière  pour  chacun  des  trois 
autres  sommets,  mais  on  sait  que  toute  figure  parallèle  au  tableau  a 
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pour  perspective  une  figure  semblable  (n"  545,  II);  ainsi  on  construit 
le  carré  adhe;  on  mène  hv'  et  cg,  hf,  il  faut  que  fg  soit  parallèle  à  xy  ; 
ou  bien  on  construit  les  deux  carrés  adhe  et  begf,  alors  ef  et  hg 
doivent  passer  par  le  point  v'. 

Problème. 

575.  Mettre  en  perspective  un  prisme  triangulaire  droit,  ayant  abc 
pour  base  et  a'd'  pour  hauteur. 


I 


Fi^.  462. 

D'après  le  moyen  général  (n»  559),  nous  déterminons  directement 
les  points  h,  g,  i,  où  les  rayons  rencontrent  le  tableau;  la  base  a  pour 
perspective  abc.   Pour  la  base  supérieure,  on  opère  d'une  manière 
'identique  en  considérant  un  plan  horizontal  déterminé  par  x'y'. 

Remarque.  On  peut  aussi  regarder  le  point  d  comme  obtenu  à 
l'aide  de  la  perspective  a  du  point  {a,  a')  placé  sur  le  terrain,  et  on 
peut  formuler  les  règles  suivantes  : 

576.  Règles.  I.  Pour  obtenir  la  perspective  d,  d'un  point  de  l'espace 
ayant  pour  projection  a  et  d',  on  peut  déterminer  la  perspective  a, 
de  la  projection  horizontale  a ,  du  point  donné;  mener  par  a  une 
verticale  et  couper  cette  derrière  ligne  par  d'v'. 

II.  Pour  obtenir  la  perspective  d'un  corps,  on  met  en  perspective  la 
projection  horizontale,  ou  géomélrale,  de  ce  corps;  et  l'on  détermine 
Xélévation  de  chaque  point  d'après  la  première  règle. 


402  ÉLÉMENTS    DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 

Problème. 

577.  Mettre  en  perspective  une  pyramide  triangulaire  qui  repose 
sur  le  plan  horizontal  et  porte  ombre  sur  ce  plan. 


i 


Fig.  463. 

Soient  (s,  abc;  s',  a'b'c')  la  pyramide  donnée  par  ses  projections,  bcd 
l'ombre  portée,  et  (v,  v')  le  point  de  vue. 

Pour  la  base,  on  opère  comme  ci-dessus  (n<'575);  la  perspective  du 
sommet  est  la  rencontre  des  lignes  s'v'  et  eS,  celle  du  point  {d,  d' 
se  trouve  sur  d'v'. 

Problème. 

578.  Mettre  en  perspective  un  corps  de  révolution. 

Méthode  générale.  Le  problème  revient  à  trouver  l'intersection  dl 
tableau  et  du  cône  qui,  ayant  l'œil  pour  sommet,  serait  circonscrit  aa 
corps  considéré.  Cette  question,  analogue  à  celle  de  la  détermination 
de  l'ombre  d'un  corps  éclairé  par  un  point  lumineux,  est  souvent 
difficile;  elle  est  d'ailleurs  fort  laborieuse,  aussi  on  a  recours  au  pro- 
cédé suivant. 

579.  Procédi  pratique-  On  met  en  perspective  divers  parallèles  di 
corps,  et  le  contour  apparent  doit  être  tangent  à  chacun  des  cerclet 
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perspectifs  obtenus.  Ce  procédé  conduit  très  rapidement  au  résultat 
lorsqu'on  emploie  le  carré  circonscrit  pour  déterminer  la  perspective 
de  chaque  parallèle  (n<>  568). 

§  VI.  —  Des  échelles. 


580.  Les  préparations  occupent  beaucoup  de  place  ;  aussi ,  dans 
plusieurs  cas,  on  les  fait  avec  des  dimensions  assez  réduites,  et  l'on 
se  propose  d'obtenir  une  perspective  qui  corresponde  à  des  pré- 
parations doubles,  triples,  etc.;  pour  cela,  on  a  recours  à  diverses 
échelles. 

On  distingue  :  Véchelle  des  largeurs,  pour  les  lignes  parallèles  à 
la  trace  du  tableau;  Véchelle  des  profondeurs  ou  des  éloignetnents , 
pour  les  perpendiculaires  au  tableau,  et  plus  généralement  pour  les 
horizontales  fuyantes;  Véchelle  des  hauteurs,  pour  les  verticales. 

581 .  ÉchelleB  des  largeurs ,  échelles  des  éloignements.  Soit  à  mettre 
eu  perspective,  à  une  échelle  double,  des  points  A,  B,  G,  D  (fig.  464), 
avec  V  et  V  pour  projections  de  l'œil. 

V 


Fig.  464. 
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Fig.  465. 


Projetons  les  points  donnés  A,  B,  G,  D  sur  xy  et  sur  une  perpen- 
diculaire ME.  Sur  une  droite  ep  (fig.  465),  prenons  ep  =  2EP, 
v'p  =  2V'P;  ev'  est  la  perspective  de  EM  supposée  illimitée,  car  le 
point  de  fuite  des  perpendicuIaireB  au  tableau  coïncide  avec  le  point 
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principal  v'.  Sur  une  parallèle  e'i'  menée  à  ep  par  le  milieu  de  et/, 

portons  les  divisions  de  El,  et  joignons  le  point  v'  à  chaque  point  d« 

division  de  e'i' ;  la  droite  e'i'  ainsi  divisée  proportionnellement  à  El 

e8t  Véchelle  des  largeurs.  Actuellement ,  pour  avoir  la  perspective  j, 

El 
il  faut  diviser  ev'  dans  le  rapport  de  -yp-  (n»  560)  ;  d«  même ,  pour  avoir 


l\ 


EM 


suffit  donc 


le  point  m,  il  faut  diviser  ev'  dans  le  rapport  de  yp  ; 

de  porter  les  divisions  de  EM  de  e  en  M',  puis  prendre  v's'  =  PV  et 
joindre  les  divers  points  de  ei  au  point  s'.  La  ligne  em,  ainsi  divisée, 
est  Véchelle  des  profondeurs.  Pour  avoir  la  perspective  des  pointa 
donnés,  il  sulTit  de  mener  les  horizontales  ma,  Id,  etc.  On  opérerait 
d'une  manière  analogue  pour  un  rapport  quelconque. 

582.  Échelle  des  hauteurs.  Pour  les  hauteurs,  on  peut  opérer  comme 
il  suit  : 

{a,  a')  étant  les  deux  projections  d'un  point  de  l'espace,  (a'b)  est  la 
distance  du  point  au  terrain;  on  cherche  la  perspective  a  de  la  pro- 
jection horizontale,  par  exemple  en  menant  ar  à  45"  et  prenant  v'df 
égale  à  la  distance  de  l'œil  au  tableau,  v'  étant  le  point  principal; 
puis  on  mène  une  verticale  par  le  point  a,  et  a'  est  la  perspective 
cherchée  't\°  576). 
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Fig.  466. 

Pour  ne  pas  trop  charger  la  partie  du  plan  oii  doit  se  trouver  la 
perspective,  on  peut  faire  la  plupart  des  opérations  dans  une  autre 
région  de  ce  plan  ;  ainsi ,  sur  la  verticale  LG  prenons  LM  égale  à  la 
hauteur  donnée  du  point  (o,  a')  au-dessus  du  terrain;  joignons  L  et 
M  à  un  point  quelconque  P  de  la  ligne  d'horizon,  menons  aH,  puis 
H  H',  et  enfin  rhorizonlale  H'a',  qui  détermine  le  point  cherché  a'; 
car  les  triangles  PLM,  PHH',  bv'aù,  u'aa',  donnent  une  suite  de  rap- 
ports égaux,  et  aa'  déterminé  directement  égale  HH'. 

Pour  un  autre  point  dont  e  serait  la  perspective  de  la  projection 
horizontale,  et  L\  la  hauteur  au-dessus  du  terrain,  enjoindrait  NP; 
on  mènerait  eF,  puis  FF',  et  enfin  FV;  les  diverses  hauteurs  peuvent 
donc  être  portées  sur  LG  à  partir  du  point  L.  Quand  la  perspec- 
tive est  amplifiée,  par  exemple  dans  le  rapport  de  1  à  3,  ou  élève 
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la  perpendiculaire  Ig  au  tiers  de  LP,  on  porte  les  hauteurs  de  l  en 
m  et  de  l  en  n,  etc.,  puis  on  mène  PwM,  PnN,  etc.;  la  droite  Imng 
est  appelée  échelle  des  hauteurs. 

583.  Remarque.  L'échelle  des  largeurs  et  celle  des  hauteurs  ne  servent 
qu'à  diviser  une  droite  en  parties  proportionnelles  aux  divisions  d'une 
droite  donnée,  tandis  que  l'échelle  des  profondeurs  est  une  droite 
divisée  conformément  aux  règles  de  la  perspective.  D'ailleurs,  l'em- 
ploi de  ces  échelles  est  moins  rapide  que  le  procédé  suivant. 

584.  Procédé  pour  obtenir  une  perspective   agrandie.  Soit  à  mettre  en 

perspective  des  points  quelconques  donnés  par  leurs  projections 
(A,  A')  (B,  B'),  etc.;  on  connaît  les  projections  V  et  V,  de  l'œil,  et 
Ton  veut  que  la  perspective  ait  des  dimensions  doubles  de  celles  que 
fourniraient  les  données  (fig.  467). 


Fig.  467. 


Fig.  468. 


Sur  deux  lignes  perpendiculaires  xy,  oz  divisées  en  parties  égales, 
projetens  les  projections  horizontales  et  verticales  des  points  donnés; 
puis  prenons  ep  =  2oP  (fig.  468  et  467),  p'  =  2PV',  v'd'  =  2PV,  et 
sur  ep  prenons  des  divisions  doubles  des  parties  de  oy.  Joignons  les 
points  obtenus  au  point  de  fuite  principal  v',  et  formons  un  réseau 
perspectif  (no  570). 

La  droite  eg  est  l'échelle  des  largeurs ,  él  est  l'échelle  des  éloigne- 
ments.  Les  cotes  de  la  projection  horizontale  A  sont  4  et  7;  la  pers- 
pective de  A  est  donc  au  point  a,  qui  correspond  à  la  largeur  4  et  à  la 
profondeur  7;  de  même  pour  les  autres  points;  quant  aux  hauteurs, 
pour  A',  par  exemple,  dont  la  cote  égale  5 ,  on  prend  la  perpendicu- 
laire aa'  égale  à  5  divisions  de  ff.  Le  point  a'  est  la  perspective  du 
point  donné  par  les  projections  (A,  A');  de  même  au  point  o,  on 
prend  ce'  égale  à  14  divisions  de  l'horizontale  qui  passe  par  o.  On 
prend  aa'  égale  à  5  divisions  de  ff,  parce  que  deux  parallèles  au  tableau 
menées  par  le  même  point  a  ont  des  perspectives  égales  (n»  545,  II). 
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585.  Remarque.  Ce  procédé  est  une  véritable  craficu/afio/i  (u"  570), 
et  c'est  le  plus  simple  que  l'oa  puisse  employer  quaud  il  y  a  un  grand 
nombre  de  points.  "* 


§  VII.  —  Dipositions  diverses  des  donuées. 

586.  Nous  avons  déjà  indiqué  une  première  disposition  ayant  pour 
but  d'éloigner  la  perspective  des  préparations  (n"  571  ).  Voici  quelque» 
autres  dispositions  qui  tendent  au  même  but,  et  qu'il  est  utile  de  con- 
Daître. 

a«  DispoBiiion  (appliquée  à  l'exemple  du  noSeG).  On  fait  les  prépa- 
rations ehl...f  (ilg.  469),  comme  il  a  été  indiqué  (q9  566);  puis  sur  la 
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Fig.  469. 
feuille  à  destiner  (fiîr.  'i70),  tu  étant  la  trace  du  tableau,  v'  la  pro- 
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Fig.  470. 


jection  verticale   de  l'œil,    on    prend  ph  =  ph  (fig.  470  et  469), 
v'f  =pf,  etc.,  afin  de  déterminer  les  points  de  la  trace  h,  o,  y,  »,  et 
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les  points  de  fuite  é  et  f;  ensuite  on  mène  hf ,  ie',  etc.;  en  un  mot, 
c'est  la  construction  connue,  mais  dédoublée  (n"  566). 

587.  Remarque.  Ce  report  des  points  se  fait  rapidement  à   l'aide 
d'une  bande  de  papier;  néan- 
moins il  faut  plus  de  temps  que 
pour  la  construction  directe.  La 
deuxième  disposition  offre  cepen-  ^/ 

dant  quelques  avantages  :  ainsi    • — 2^:=;;-^ — ^ 
les    préparations    peuvent    être  ^^.., 

faites  à  une  plus  petite  échelle,  à 
la  moitié,  par  exemple  (fig.  471); 
puis  on  double  chaque  longueur 
pour  la  porter  sur  tu. 


ir 


588.  3*  Disposition.  Le  tableau 


Fig.  471. 
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Fig.  472. 
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est  placé  perpendiculairement  à  xy;  il  a  pour  trace  tu;  abc  est  la 
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projection  horizontale  de  la  figure,  a'b'c'  est  la  projection  verticale; 
pv'  est  la  hauteur  de  l'œil ,  vs  est  sa  distance  au  tableau. 

Pour  un  point  quelconque  (a,  a'),  par  exemple,  le  rayon  visuel  a 
pour  projections  av,a'v';  il  rencontre  le  tableau  au  point  (a,  a');  pour 
avoir  la  perspective,  on  fait  tourner  le  tableau  autour  de  rt,  et  on  le 
rabat  sur  le  plan  vertical  :  on  obtient  ainsi  le  point  a',.  On  peut  cher- 
cher directement  chaque  sommet,  ou  utiliser  les  points  h,  i  pour  dé- 
terminer plus  exactement  la  direction  des  côtés;  on  peut  mener  vf 
parallèle  à  ah,  puis  déterminer  f,  sur  la  ligne  d'horizon  rabattue, 
relever  le  point  h  en  A,  et  joindre  hif,  et  l'on  retombe  ainsi  sur  les 
méthodes  précédentes. 


Fig.  473. 


589.  Remarque.  La  troisième  disposition  (fig.  /i72)  donne  une  pers- 
pective toujours  éloignée  des  projections;  elle  est  d'une  application 
facile,  ainsi  le  point  (a',  a\)  de  l'espace  se  traite  aussi  aisément  que 
le  point  (a,  a')  situé  sur  le  plan  horizontal.  A  côté   de  ces  grands 
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avantages,  il  faut  signaler  les  inconvénients  suivants:  le  dessin  de- 
mande beaucoup  de  lignes  de  construction  et  un  grand  espace,  et  la 
perspective  est  renversée  par  rapport  aux  préparations,  en  ce  sens  que 
le  triangle  perspectif  a'ib'ic'j  (fig.  472)  correspond  au  cas  où  l'œil  est 
vers  la  gauche,  tandis  qu'il  est  vers  la  droite  des  préparations. 

590.  4«  Disposition.  On  obvie  au  renversement  de  la  perspective  en 
modifiant  légèrement  la  méthode  qui  vient  d'être  indiquée. 

On  mène  une  ligne  Mj  à  45°  (fig.  473).  Par  les  points  a,  b,  c,  on 
mène  des  parallèles  à  xy,  et  par  les  points  A,  B,  G,  des  parallèles  à  tu. 

%  VIII.  —  Applications. 

Problème. 

591.  Construire  la  perspective  d'une  croix  (fig.  474). 
Recourons  à  la  disposition  indiquée  précédemment  (  n°  572  ).  Soient  BR 

le  plan  de  la  croix,  et  tu  la  trace  du  tableau  donnée  de  position ,  ainsi 
que  les  projections  v  et  v'  de  l'œil.  Le  sujet  est  dessiné  à  l'échelle  V2 
en  b  et  b'. 

Par  la  projection  horizontale  de  l'œil,  menons  des  parallèles  vt,  vz 
aux  côtés  de  la  base  B,  afin  de  déterminer  les  points  de  fuite  t'  et  z' 
des  lignes  principales;  puis  prolongeons  les  côtés  du  plan  B, projetons 
Cl  en  C;  C  étant  sur  le  tableau,  CjF  a  sa  perspective  sur  Cz',  etc., 
EH'i  a  sa  perspective  sur  H'(';  on  obtient  donc  les  points  e,  f  pour 
perspective  de  E,  F.  Quant  à  l'élévation,  portons  les  hauteurs  de  la 
croix  de  H  en  I,  J,  K,  et  de  H'  en  I',  J',  K',  Hl  =  2hi,  etc.,  et  joignons 
ces  points  I,  I',  etc.,  au  point  de  fuite  t';  le  point  n  est  déterminé  par 
la  verticale  mn  et  la  droite  t'K. 

592.  Remarqua.  Si  le  point  de  fuite  t'  n'est  pas  dans  les  limites  de 
l'épure,  on  peut  procéder  comme  il  suit.  Pour  r,  par  exemple,  on  peut 
diviser  Gz' en  parties  proportionnelles  aux  distances  RS  et  vp  {n°560); 
le  meilleur  procédé  est  de  mener  deux  parallèles  RTj,  vd,  et  de  joindre 
T  au  point  d',  projection  verticale  de  rf  (no561).  Il  peut  aussi  arriver 
que  les  points  H  et  H'  soient  hors  de  l'épure;  dans  ce  cas,  pour  déter- 
miner n,  par  exemple,  on  peut  prendre  NN'  =  HK;  m  est  la  perspec- 
tive du  point  situé  sur  l'horizontale  qui  aurait  M  pour  projection  hori- 
zontale et  N  pour  projection  verticale;  donc,  en  menant  NV,  on 
déterminera  le  point  n  (n<>576).  Ge  dernier  procédé  est  celui  qu'on 
emploie  lorsqu'on  détermine  la  perspective  point  par  point,  à  l'aide  des 
deux  projections  de  chaque  point  des  données;  mais  il  est  préférable 
d'élever  la  perpendiculaire  AA',  et  de  joindre  A'  au  point  de  fuite 
correspondant  z',  car  on  obtient  ainsi  en  même  temps  le  point  o. 

Problème. 

593.  Construire  la  perspective  d'une  porte  avec  perron. 

Soient  P  le  profil  du  perron  (fig.  475),  A  le  sommet  delà  projection 
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Fig.  474. 
borizoQtale  cle  ce  perron;  pour  ne  point  avoir  la  perspective  sur  les 
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préparations,  disposons  le  plan  en  Bi,  ainsi  que  cela  se  pratique  sou- 
vent, de   manière  que  AF  et  AjF  soient  symétriques  par  rapport 


d* 


G /F 


Flg.  475. 

à  aîj/;nous  déterminons  ainsi  les  points  C,  F,  G,  etc.;  mais  pour  avoir 
les  points  de  fuite  â!  et  é ,  il  faut  mener  ve  parallèle  à  AF  et  vd  paral- 
lèle à  l'autre  côté  de  l'angle  A.  Puis  on  opère  comme  dans  l'exemple 
précédent. 

Protlème. 

594.  Construire  la  perspective  d'un  corps  de  révolution. 

Soient  {a,  a'b')  les  projections  de  l'axe  du  corps  de  révolution  ;  v'  le 
point  principal,  et  d'  un  des  points  de  distance  (fig.  477). 

Pour  que  la  perspective  ne  recouvre  point  la  projection  verticale  du 
corps  donné,  représentons  le  méridien  de  ce  dernier  en  AB  (fig.  476). 
Déterminons  un  certain  nombre  de  parallèles, .tels  que  ceux  qui  ont 
respectivement  pour  rayons  IH ,  FE,  etc. 

L'axe  (a,  a'b')  (fig.  477)  a  pour  perspective  ab;  les  points  H,  C, 


i\2 
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E,  etc.  (fig.  476),  qui  correspondent  aux  parallèles  choisis,  font  con- 
naître h',  c',  é,  etc.  (fig.  477);  il  suffit  de  joindre  ces  points  à  v'  pour 
obtenir  leurs  perspectives  h,  o,e,  etc. 


Fig.  476. 


Pour  les  largeurs,  on  peut  prendre  a!V  =  AL,  etc.,  et  joindre  I', 
k'  à  v' ,  on  trouve  ik;  mais  il  est  plus  simple  de  procéder  comme  il  suit: 
la  droite   ab  est  divisée  en  parties  proportionnelles  aux  divisions  de 

a'6'.  On  a  — *î^3=-4-r   égale  donc     *,,-;  ainsi,  comme  on  pouvait  le 

prévoir  (n»  545,  III),  les  largeurs  telles  que  aùV  devenant  al  sont  ré- 
duites dans  le  même  rapport  que  les  hauteurs;  par  suite,  à  l'aide  du 
compas  de  réduction,  disposé  pour  le  rapport  voulu,  on  prend  les 
longueurs  al,  hi;  d'ailleurs,  ef=e6,  etc.  On  peut  même,  sans  tracer 
la  figure  AB,  dessiner  le  profil  fti  relativement  à  l'axe  ab. 

Après  avoir  déterminé  les  diamètres  fg,  ij,  ik,  etc.,  on  trace  les  carrés 
circonscrits  (n"  568);  par  exemple,  pour  fg,  c>n  mène  la  diagonale  ed'. 
On  joint  f  et  g  au  point  principal ,  et  par  m  et  n  on  mène  des  paral- 
lèles au  diamètre;  on  a  l'ellipse  frga  pour  perspective  du  parallèle  qui 
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aurait  e'  pour  centre  et  EF  pour  rayon;  puis  on  trace  la  cour 
loppe  des  ellipses  ainsi  déterminées. 
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be  enve- 


Fig.  477. 

595.  Remarque  essentielle.  Dans  les  exemples  donnés  (n<>=  591  et 
593),  il  était  nécessaire  que  les  points  de  fuite  v',  d',  etc.,  pussent  se 
trouver  dans  les  limites  du  dessin;  on  s'est  d'ailleurs  conformé  à  la 
remarque  connue  (n"  555);  néanmoins  les  perspectives  des  figures 
474 ,  475  et  477  auraient  meilleur  aspect,  si  le  point  de  vue  était  plus 
éloigné  du  tableau. 
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§  IX.  —  Perspective  cavalière. 

596.  DéGnition.  La  perspective  cavalière  est  une  représentation  dea 
corps  fondée  sur  les  conventions  suivantes  : 

On  dessine  la  face  principale  de  l'objet  sur  un  tableau  parallèle  | 
cette  face;  les  droites  perpendiculaires  à  cette  face  sont  inclinées  d'mi 
ongle  constant,  et  réduites  dans  un  rapport  donné. 

Problème.  I 

597.  Représenter  un  cube  ayant  pour  arête  le 

longueur  1. 

R    indique  la   direction    des   lignes    fuyantes, 
et  Vî  est  le  rapport  de  réduction. 

Il  faut  construire  le  carré   ABCD  ayant  l  pour 
côté,  par  chaque  sommet  mener  une  parallèle  è 
R,  et  porter  sur  chaque  ligne  une  longueur  telle 
X  que  BE  égale  Vi  h  et  joindre  deux  à  deux  lei 

^  -2-  points  obtenus. 

Fig-  4'?8-  Problème. 

598.  Trouver  la  perspective  cavalière  d'une  circonférence,  connai»' 
sant  la  direction  R  et  le  rapport  1 . 


Fig.  479. 


I 


On  mène  diverses  ordonnées  AB,  CD,  puis  on  les  incline  paralT 

lèlement  à  R  en  conservant  leurs  longueurs  AB'  =  AB,  CD' =  CD,  etc.;; 

la  courbe  obtenue  est  une  ellipse.  Lorsque  le  rapport  est  différent  df 

AB' 
l'unité,  on  prend  AB'  telle  que  -vW-  égale  le  rapport  donné.  On  joint! 

BB',  et  par  l'extrémité  D  de  chaque  ordonnée  on  mène  une  parallèU 
DD'  à  BB'. 

599.  Emploi  de  la  perspective  cavalière.  La  perspective  Cavalière  doHiM  II' 
une  imape  assez  exacte  de  l'aspect  qu'offrent  les  corps,  et  fournit  oi  Jf 
même   temps   tous  les  éléments   nécessaires  pour  les  construire.  Or 
emploie  la  perspective  cavalière  pour  représenter  les  voussoirs,  lef 
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assemblages.  Le  résultat  est  satisfaisant  lorsque  l'angle  d'inclinaison 
égale  45"  et  que  le  rapport  de  réduction  égale  '/s- 


L 


] 


il 


Fig.  480. 

Ainsi  l'assemblage  à  queue  d'aronde  à  mi-bois,  reproduit  suivant 
le  système  des  deux  projections  en  {a,  a'),  {b,  fe'),  se  représente  ordi- 
nairement comme  A  et  B ,  en  inclinant,  en  sens  contraires,  les  lignes 
fuyantes ,  et  en  montrant  la  concavité  de  6. 

600.  Remarque.  Dans  la  géométrie  descriptive  proprement  dite,  on 
prend  deux  plans  de  projection  rectangulaires ,  et  les  points  sont  pro- 
jetés par  des  perpendiculaires;  aussi  ce  mode  est  appelé  projection 
orthogonale  de  la  figure  donnée.  D'une  manière  plus  générale,  on 
nomme  projection  cylindrique  d'une  figure  sur  un  plan  l'intersection 
de  ce  plan  et  d'un  cylindre,  dont  les  génératrices,  parallèles  entre 
elles,  sont  menées  par  chaque  point  de  la  figure,  dans  une  direction 
quelconque. 

La  projection  conique  d'une  figure  sur  un  plan  est  l'intersection  de 
ce  plan  et  du  cône  dont  les  génératrices  sont  menées  par  chaque  point 
de  la  figure,  et  par  un  point  fixe  donné  pris  pour  sommet;  la  perspec- 
tive linéaire  sur  un  tableau  plan  est  la  projection  conique  de  la  figure 
sur  ce  plan.  La  perspective  cavalière  peut  être  considérée  soit  comme 
une  projection  cylindrique  oblique,  soit  comme  une  perspective  dont 
le  point  de  vue  est  infiniment  éloigné  (voir  ci -après,  n^^  609  et  616). 
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§  X.  —  Perspective  axonométrique. 


f 


601.  Définition.  La  perspective  axonométrique  est  une  projection 
orthogonale  sur  un  plan  oblique  par  rapport  aux  trois  dimensions  da 
corps  à  représenter,  mais  de  manière  que  les  hauteurs  soient  projetées   ; 
suivant  des  verticales. 

Triëdre.  Dans  un  corps,  on  distingue  la  longueur,  la  largeur  et  la 
hauteur.  Le  plan  de  l'objet  est  la  projection  sur  un  plan  parallèle  à  la 
longueur  et  à  la  largeur;  l'élévation  principale  est  une  projection 
sur  un  plan  parallèle  à  la  longueur  et  à  la  hauteur;  Vélévation  laté- 
rale s'obtient  sur  un  plan  parallèle  à  la  largeur  et  à  la  hauteur. 

Les  trois  plans  principaux  forment  un  trièdre  tri -rectangle;  or,  si 
l'on  coupe  ce  trièdre  par  un  plan,  de  manière  à  obtenir  une  pyramide 
triangulaire  ayaiit  la  section  pour  base,  et  si  l'on  projette  le  corps  sur 
cette  base,  on  obtiendra  la  perspective  axonométrique  du  corps  consi- 
déré. 

602.  Axes.  On  nomme  axes  de  la  perspective  les  projections  des  troil  > 
arêtes  du  trièdre  tri- rectangle. 

Les  axes  divisent  l'espace  plan  en  trois  angles  dont  la  somme  vaut 
quatre  droits,  et  chacun  de  ses  angles  est  compris  entre  un  et  deux 
droits.  Les  trois  angles  sont  égaux  entre  eux,  lorsque  les  trois  arêtes 
sont  également  inclinées  sur  le  plan  sécant;  on  peut  avoir  deux  angles 
égaux  entre  eux  et  différents  du  troisième,  ou  bien  trois  angles  inégaux. 

603  Échelle».  La  projection  d'une  longueur  d'arête  égale  à  l'unité 
est  l'unité  de  l'échelle  pour  la  dimension  correspondante;  il  y  a  donc 
généralement  trois  échelles  différentes  :  Véchelle  des  longueurt^ 
l'échelle  des  largeurs  ou  prof ondeurs ,  et  celle  des  hauteurs. 

Pour  mettre  rapidement  en  perspective  axonométrique  un  corps  dont 
on  connaît  le  plan,  l'élévation  longitudinale  et  l'élévation  latérale,  il 
faut  se  doijner  la  direction  des  axes  et  déterminer  les  échelles  corres- 
pondantes. 

604.  Détermination  des  échelles.  Soient  ox ,  oy ,  oz ,  les  axes  donnés  ; 
(fig.  481).  Le  point  o  doit  être  la  projection  du  sommet  d'un  trièdre 
tri-rectangle;  or  on  sait  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un 
triangle  acutangle  peut  toujours  être  considéré  comme  la  projection  do  ; 
sommet  d'un  Irièdre  tri -rectangle,  dont  les  faces  passeraient  par  les  ! 
côtés  du  triangle,  et  dont  les  arêtes  se  projetteraient  sur  les  hauteurs  de 
ce  même  triangle;  ainsi  on  peut  mener  une  droite  quelconque  bc  per- 
pendiculaire   à  oz;  du  point  b  abaisser  une  perpendiculaire  bfa  sur 
ox  et  joindre  ac;  cette  ligne  sera  perpendiculaire  à  bo,  car  ad  et  efy^ 
sont  les   hauteurs  du  triangle  oie;  donc  la  ligne  boe,  menée  parle 
point  de  concours  des  deux  premières  perpendiculaires,  est  la  hauteorli) 
relative  au  troisième  côté.  IJ''^^ 

Pour  avoir  le  sommet  du  trièdre,  menons  un  plan  par  ad  perpen- 
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pendiculairement  au  triangle  abc,  et  rabattons  le  plan  sécant  a'o'd'. 
La  droite  ao  de  l'espace  est  perpendiculaire  à  la  face  boc;  donc,  dans 
le  rabattement,  les  droites  projetées  en  a'o'  et  o'd'  doivent  être  per- 
pendiculaires l'une  à  l'autre.  Ainsi,  sur  a'd'  comme  diamètre,  il  faut 
décrire  une  demi-circonférence  et  projeter  le  point  o  en  o'. 


Fig.  481. 

On  amène  ob  en  061 ,  puis  o'b\  est  la  vraie  longueur  de  l'arête  pro- 
jetée en  ob.  De  même  o'c'i  est  la  vraie  grandeur  de  l'arête  oc. 

Du  point  0'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité  de  longueur, 
on  décrit  un  arc  im\n'i  afin  de  prendre  des  longueurs  égales  sur 
chaque  arête;  puis  on  détermine  m',  n'  et  on  abaisse  les  perpendicu- 
laires l'I,  m'm,  n'n.  Les  unités  de  projection  sont  :  ol  pour  les  hau- 
teurs, om  pour  les  longueurs,  on  pour  les  largeurs. 

On  peut  diviser  chaque  unité  en  dix  parties  égales,  et  on  obtient  les 
trois  échelles  demandées. 

Afin  de  déterminer  n  avec  précision,  on  peut  projeter  w'j  en  Wj ,  et 
reporter  on^  en  on. 

605.  Perspective  d'un  oube.  Soit  à  mettre  en  perspective  an  cube 
ayant  l'unité  pour  arête. 

Par  un  point  o,  on  mène  des  droites  parallèles  aux  directions 
données,  et  l'on  prend  les  longueurs  ol,  om,  on,  sur  les  échelles  rela- 
tives aux  trois  dimensions. 

Dans  le  premier  exemple  (  fig.  482)  on  a  supposé  queo  était  le  som- 

ÉL.  14 
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met  antérieur  du  solide;  dans  le  second  exemple  (fi?. /j83),  le  somi 
o  est  caché  par  le  solide. 

l 


Fig.  482. 

606.  Perspective  d'un  cône-  Soit  à  mettre  en  perspective  un  cône  de. 

^  révolution  dont  le  rayon  égale  1,  et  dont  h^. 

hauteur  égale  2. 

Menons  hod,  coe,  oa,  respectivement  pa- 
rallèles aux  directions  données.  Prenons 
o6  =  od  =  1  de  l'échelle  tracée  sur  oy;  puis 
oc  =  oe==1  de  l'échelle  ox,  et  oa=2  de 
l'échelle  oz  (fig.  481).  ^ 

La  circonlérence  de  base  se  transforma^ 
en  une  ellipse  ayant  bd,  ce,  pour  diamètres- 
conjugués. 

Pour  construire  l'ellipse  par  points,  on 
peut  décrire  une  demi -circonférence  sur 
le  diamètre  bd,  élever  des  perpendiculaires 
oci,  fg\\  par  f  et  g,,  mener  des  droitee 
respectivement  parallèles  à  oc  et  à  CiC  Le 
point  g  appartient  à  la  courbe. 

607.  Avantageg  de   la  perspective  axonométrique.  La  perspective  OXO- 

nométi'ique  présente  plusieurs  avantages  : 

1"  Elle  est  d'une  exécution  rapide;  2»  elle  fournit  une  image  asseï 
satisfaisante  du  corps  représenté;  3°  elle  permet  de  retrouver  la  vraie 
grandeur  des  principales  droites  de  ce  corps. 

Il  suffit,  en  elTet,  de  mesurer  les  hauteurs  à  l'aide  de  l'échelle  cor- 
respondante tracée  sur  oz;  les  longueurs,  avec  l'échelle  de  oy ,  et  las 
largeurs,  avec  celle  de  ox. 

608.  Variétés.  La  perspective  axonométrique  prend  différents  nome 
suivant  les  cas  qui  peuvent  se  présenter;  elle  e%\.  anisométrique  lorsque 
les  trois  arête?  du  trièdre  ont  des  inclinaisons  inégales  sur  le  plan  de 
projection. 

La  perspective  est  monodimétrique  lorsque  deux  arêtes  ont  des 
inclinaisons  égales. 

La  perspective  est  isométrique  lorsque  les  trois  arêtes  ont  même 
inclinaison.  Dans  ce  cas,  les  axes  de  la  perspective  font  entre  eux  de* 
angles  de  120  degrés,  et  une  seule  échelle  suflit  pour  les  t 
dimensions. 


Fig.  484. 


CHAPITRE  IV 


SYSTEMES    DIVERS    DE    PROJECTIONS 


§  I.  —  Projection  cylindrique. 

609.  Définition.  On  nomme  projection  cylindrique  d'une  figure,  sur 
un  plan  de  projection ,  l'intersection  du  plan  donné  et  d'un  cylindre 
dont  les  génératrices,  parallèles  entre  elles,  sont  menées  par  les  dif- 
férents points  de  la  figure. 

La  projection  cylindrique  peut  être  orthogonale  ou  o'Uique.  Elle 
est  orthogonale  lorsque  les  projetantes  sont  perpendiculaires  au  plan 
de  projection,  et  oblique  dans  le  cas  contraire. 

Les  trois  premières  parties  des  Éléments  de  Géométrie  descriptive 
ne  traitent  que  de  la  projection  orthogonale;  mais  le  chapitre  i  de  la 
IV*  partie  (n°»  496  à  522,  excepté  514  et  515)  se  rapporte  aux  pro' 
jections  obliques. 

610.  Direction  des  projetantes.  L'emploi  des  projections  obliques  ne 
diffère  point  du  tracé  des  ombres  déterminées  par  des  rayons  paral- 
lèles (no  503);  de  même  qu'il  faut  faire  connaître  la  direction  du  rayon 
lumineux,  il  faut  indiquer  la  direction  des  projetantes  obliques  que 
l'on  choisit,  ou  qui  sont  imposées  par  le  problème. 

Quand  la  direction  des  projetantes  obliques  est  complètement  arbi- 
traire ;  on  profite  de  cette  indétermination  pour  faire  choix  de  la  direc- 
tion qui  donne  les  constructions  les  plus  simples. 

Ainsi  Ia  20  construction  {n°  612),  donnée  pour  le  problème  ci-après, 
est  plus  simple  que  la  première  (n°  611). 

Problème. 

611.  Déterminer  les  traces  d'une  droite  de  •profil,  connaissant  les 
projections  de  deux  points  de  cette  droite. 

1"  Construction.  Soient  (a,  a')  et  (6,  b' )  les  points  donnés  (fig.  483). 

Menons  par  a  et  a'  deux  droites  quelconques;  par  le  point aj  où  la 
première  rencontre  xy,  élevons  une  perpendiculaire  OjA.Le  point  A, 
trace  verticale  de  la  droite  [aa^,  a'A),  est  la  projection  oblique  ver- 
ticale du  point  donné  [a,  a'),  la  projetante  ayant  pour  projections 
orthogonales  a'A  et  aa^. 
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Par  {b,  b')  on  mène  une  parallèle  (6'B,  661)  à  celte  projetante,  et 
l'on  obtient  AB  pour  projection  oblique  de  la  droite  {ab,  a'b')  sur  le 
plan  vertical. 

V  est  la  trace  verticale  demandée.  La  trace  horizontale  supposée 
connue  aurait  une  projetante  dont  la  projection  verticale  passerait  par 
h';  donc  il  faut  mener,  par  ce  point  h',  une  parallèle  h'W  à  a'A,  puis 
H  donne  /i,  sur  xy;  et  la  droite  h^h,  parallèle  à  la  ligne  a^a,  fait 
connaître  la  trace  horizontale  h. 
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Fig.  486. 


612.  2<|  Construction.  Pour  obtenir  une  construction  plus  simple 
il  suffit  de  choisir  des  projetantes  parallèles  à  l'un  des  plans  de  pro- 
jection, au  plan  H,  par  exemple. 

Le  résultat  que  l'un  obtient  ainsi  (fig.  486)  rappelle  l'emploi  du  plan 
de  profil,  rabattu  sur  le  plan  vertical  de  projection  (n"  49).  D'ailleurs, 
pour  obtenir  le  rabattement  même  de  la  droite,  il  suffirait  de  mener 
aa^  inclinée  à  45°  sur  xij. 

Remarques.  I.  La  facilité  de  mener  aai  sous  une  inclinaison  quel- 
conque permet  de  rester  dans  les  limites  de  l'épure,  dans  le  cas  même 
où  le  rabattement  du  plan  de  profil  ne  saurait  trouver  place  dans  le 
cadre  du  dessin. 

II.  On  procède  d'une  manière  analogue  à  la  précédente  pour  les 
questions  qui  demanderaient  le  rabattement  d'un  plan  de  profil.  En 
voici  un  exemple: 


Problème.  j^- 

613.  Déterminer  le  point  où  y,ne  droite  de  profil  rct^ontre  un  plan. 
Soient  la  droite  {ab,  a'b')  et  le  plan  PaP'. 


IV«   PARTIE. 


APPLICATIONS   DIVERSES 
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Afin  d'obtenir  une  épure  simple, 
prenons  pour  projetantes  obliques 
des  lignes  de  front  parallèles  au 
plan  donné  :  tous  les  points  du 
plan  se  projettent  sur  la  trace 
horizontale  aP. 

Quant  à  la  droite  donnée ,  le 
point  (a,  a')  se  projette  oblique- 
ment en  A  sur  le  plan  horizontal, 
(6,  6')  donne  B;  donc  C  est  la 
projection  oblique  du  point  d'in- 
tersection :  par  C  menons  une  Fig.  487. 
ligne  de  front,  afin  d'obtenir  les 
projections  orthogonales  c  et  c'  du  point  demandé. 

Problème. 

614.  Déterminer  l'intersection  d'une  pyramide  par  un  plan  quel- 
conque. 


Fig.  488. 

En  projetant  obliquement  la  section  par  des  droites  contenues  dans 
le  plan  PaP',  tous  les  points  de  la  section  auront  leur  projection 
horizontale  suraP,  trace  horizontale  du  plan  sécant;  des  projections 
obliques  ainsi  obtenues,  on  passera  facilement  aux  projections  ortho- 
gonales de  la  section. 

Pour    indiquer  la    direction  des    projetantes  obliques,    on    peut 
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prendre  une   droite   quelconque    du   plan    PaP';    choisissons,   par 
exem|)lc,  une  droite  de  front  {7nn,  m'n'),  ou  mieux  aP'. 

Pour  obtenir  la  projection  oblique  de  la  pyramide,  il  faut  déterminer 
celle  de  son  sommet;  par  suite,  menons  la  droite  (ssi,  s's\)  parallèle 
à  {mn,  ni'n').  Joignons  s,  aux  points  a,  b,  c.  On  obtient  ainsi  diej/i 
pour  projection  oblique  de  la  section  sur  le  plan  horizontal;  donc  une 
parallèle  d^d  à  xy  fait  connaître  d,  et  par  suite  d' ,  etc.  Le  point  / 
déterminerait  mal  f,  à  cause  de  l'obliquité  des  lignes;  mais  on  peut 
mener  /"jf  j ,  puis  f^f  parallèle  à  m'n'. 

615.  Remarques.  I.  Ce  procédé  que  l'on  peut  regarder  comme  un 
quatrième  moyen  de  résoudre  une  question  connue,  est  assez  analogue 
au  3»  (no2ol);  il  donne  cependant  une  construction  plus  simple,  et 
laisse  toute  liberté  de  déterminer  la  position  des  constructions  auxi- 
liaires («1,  abc). 

11.  On  peut  recourir  utilement  aux  projections  obliques  pour  déter- 
miner les  sections  planes  du  prisme,  du  cylindre,  de  la  pyramide  et 
du  cône. 


§  II.  —  Projection  conique. 


616.  Définition.  La  projection  conique  d'une  ligure,  sur  un  plan 
donné  ,  est  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  cône  dont  les  génératrices 
sont  menées  par  chaque  point  de  la  figure  et  par  un  point  fixe  pris 
pour  sommet. 

Ce  point  fixe  est  appelé  centre  de  projection. 

La  perspective  linéaire  d'une  figure  (n<»  536  à  596)  est  la  projection 
conique  de  cette  figure,  lorsqu'on  prend  le  point  de  vue  pour  somaiet 
du  cône  et  le  tableau  pour  plan  de  projection. 

617.  Emploi  de  la  projection  conique.  La  projectioû  conique  foumit 
à  la  géométrie  pure  un  admirable  instrument  de  recherches:  en  géo- 
métrie descriptive,  elle  pourrait  être  utilisée  à  peu  près  dans  les  mêmes 
circonstances  que  la  projection  oblique;  néanmoins  l'emploi  eu  est 
plus  restreint,  parce  que  le  tracé  de  la  projection  conique  est  souvent 
plus  long  et  plus  difficile  que  celui  de  la  projection  cylindrique. 

Nous  donnerons  cependant  quelques  exemples  élémentaires,  afin 
que  l'on  se  familiarise  avec  ce  mode  de  représentation  des  corps; 
puis  nous  indiquerons  les  vraies  applications  de  cette  méthode  à  la 
géométrie  descriptive,  en  l'utilisant  pour  déterminer  les  points  d'in- 
tersection d'une  droite  et  d'une  surface  du  second  degré.  Nous  l'avons 
même  employée  déjà  pour  déterminer  les  points  où  une  droite  ren- 
contre une  sphère  (2'  moyen,  n»  3y3),  mais  sans  recourir  aux  termel 
usités  en  projection  cuiùque. 
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Problème. 

618.  Déterminer  l'intersection  d'un  plan  quelconque  et  d'une  droite 
de  profil. 

Soient  {ah,  a'b'), 
.  PaP',  la  droite  et  le 
plan  donnés. 

!'•  Construction. 
Projetons  conique- 
ment,  sur  le  plan  ho- 
rizontal ,  la  droite 
donnée  et  la  droite 
{cd,  dd')  suivant  la- 
quelle le  plan  PaP' 
est  coupé  par  le  plan 
de  profil  a'h  (fig.  489). 

Pour  centre  pro- 
jectif  prenons  un 
point  (s,  s');  lorsque 
ce  point  appartient 
au  point  vertical,  on 
détermine  cdi  en  me- 
nant s'd'd\,  car(d,d') 
devient  (c?i,  d'i),et  le 
point  c  est  lui-même  sa  projection 

Déterminons  la  pro- 
jection conique  Oièj 
de  la  droite  donnée. 
Le  point  ij  est  la  pro- 
jection conique  de 
l'intersection  deman- 
dée ;  il  faut  détermi- 
ner i'i,  puis  mener 
(«il,  s'i'i),  afin  d'ob- 
tenir (i,  i).  ,-'■'' 

619.  2»  Construc- 
tion. La  construction 
se  simplifie  lorsqu'on 
prend  le  point  (s, 
s!)  sur  la  trace  aP' 
(fig.  490). 

En  effet,  tous  les 
points  du  plan,  et  en 
particulier  l'intersec- 
tion de  PaP'  avec  le  plan  de  profil  bah'a',  sont  projetés  coniquement 
sur  aP;  la  droite  (ab,  a'b')  devient  a^bi,  et  le  point  tj ,  obtenu  direc- 
tement, fait  connaître  i',  et  enfin  l'intersection  demandée  (i,  i']. 
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Problème. 

620.  Déterminer  la  section  d'une  pyramide  triangulaire  par  un 
plan  quelconque. 


•f\.i-  '"\  <:.^/ii-^'^>^"" 


/ 


<*■',  9 


Fig.  491. 

Soit  la  pyramide  {abcd,  a'b'dd')  dont  la  base  ABC  est  sur  le  plan 
horizontal. 

Pour  centre  de  la  projection  conique,  prenons  un  point  (x,  s')  de 
la  trace  verticale  aP'  du  plan  donné. 

La  section  sera  projetée  coniquement  suivant  aP.  Il  faut  détermi- 
ner la  projection  de  la  pyramide  sur  le  plan  H. 

Le  sommet  devient  {d^ ,  d\  );  donc  il  faut  mener  djoe, ,  d^hf^ ,  rf,cgi. 
La  section  est  projetée  suivant  e^f^g^;  mais,  de  celle  projection  co- 
nique, il  faut  passer  aux  projections  orlhogonaies.  Pour  cela  on  mène 
se,,  et  l'on  obtient  e  sur  ad ,  puis  une  ligne  de  rappel  ee'  détermine 
e'  sur  d'à'.  On  peut  aussi  projeter  e,  en  ë^  sur  xy  et  joindre  s'  à  ef^. 

On  trouve  {e,q,  e'fg')  pour  section. 

Pour  la  ponctuation,  nous  avons  supposé  que  le  plan  PaP'  était 
opaque  et  qu'on  ne  voyait  directement  que  la  pyramide  partielle 
DEFG. 

621.  Section  d'un  prisme.  Pour  projeter  coniquement  un  prisme 
dont  abc  serait  la  trace  horizontale,  le  moyen  le  plus  simple  consiste 
à  mener  par  le  centre  projectif  (s,  «')  une  droite  parallèle  aux  arêtes 
latérales  de  ce  prisme,  et  si  rf,  est  la  trace  horizontale  de  cette  ligne, 
on  obtient  les  projections  demandées  en  joignant  dj  à  chaque  sommet 
de  la  base  abc. 
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Sans  recourir  aux  principes  exposés  plus  complètement  en  perspec- 
tive (n<>o47),  on  reconnaît  facilement  que  les  droites  d^a,  d^b ,  d^e 
sont  les  traces  horizontales  des  plans  menés  par  chaque  arête  latérale 
at  par  le  centre  projectif  {s ,  s'). 

Problème. 

622.  Déterminer  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'uii  elli- 
psoïde à  trois  axes  inégaux. 

Soient  (a&,  a'&')  la  droite 
donnée,  {dse,  d'a'b'e')  et 
{dhke,  d'h'e')  le  méridien 
principal  et  l'équateur  de 
l'ellipsoïde. 

Les  sections  déterminées 
sur  une  surface  du  second 
degré  par  deux  plans  per- 
pendiculaires à  l'un  des 
plans  de  projections,  sont 
situées  sur  un  même  cône, 
dont  le  sommet  est  dans  le 
plan  du  contour  apparent 
relatif  au  plan  de  projec- 
tion considéré. 

Afin  de  projeter  coni- 
quement,  sur  l'équateur, 
la  section  elliptique  que 
détermine  le  plan  proje- 
tant a'b',  menons  d'à'  et 
e'6';  on  obtient  s'i,  puis  une 
ligne  de  rappel  donne  s, 
sur  le  plan  du  méridien 
principal  :  le  point  {s,  s') 
est  le  centre  de  la  projec- 
tion conique. 

Pour  projeter  du  centre 
{s,  s')  la  droite  donnée  (ab, 
a'b')  sur  le  plan  de  l'équa- 
teur, il  suffit  de  déterminer 
les  traces,  sur  ce  plan,  des 
droites  SA,  SB.  On  trouve 
ainsi  la  droite  fg  pour  in- 
tersection du  plan  de  l'équateur  avec  le  plan  SAB.  Ce  plan  SAB 
coupe  donc  le  cône  S.  DHE  suivant  les  génératrices  dont  sh,  sk  sont 
les  projections  horizontales;  ce  qui  permet  de  déterminer  s'A'  et  s'fc'. 

Or  sh  rencontre  ab  en  m,  et  s' h'  coupe  a'b'  en  m';  donc  {m,  m')  est 
un  des  points  d'intersection;  (n,  n')  est  le  second  point. 

Remarque,  m  et  m',  déterminés  indépendamment  l'un  de  l'autre, 
doivent  se  trouver  sur  une  même  ligne  de  rappel. 


Fig.  492. 


PROBLÈMES  DE  RÉCAPITULATION 


Brevet  supérieur  de  l'Enseignement  primaire. 

1.  Trois  points  dont  les  cotes  respectives  sont  1  m.,  3  m.,  6  m.,  se  projettent 
horizontalement  aux  trois  sommets  d'un  triangle  équllatéral  do  2  mètres  da 
côl6;  on  propose  de  déterminer,  par  une  construction  graphique,  la  projection 
d'une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  qui  passerait  par  les  trois  points,  et 
de  donner  approximativement  la  pente  de  ce  plan.  (.Académie  de  Dijon ,  1873.) 

2.  Un  champ,  sur  un  terrain  on  pente,  a  la  forme  d'un  triangle;  les  cotes, 
en  hauteur,  de  ses  sommets  sont  : 

A  =  16  m.,  B  =  36  m.,  C  =  42  m.  Les  projections  des  côtés  sur  le  plan  hori- 
zontal ont  pour  longueur  : 

ab  =  225  m.,  bc  =  175  m.,  ac  =  340  m.  ;  en  tracer  le  plan  au  ,  en  tn«» 

■ver  la  surface  et  la  pente.  {Académie  d'Alger,  1873.) 

3.  On  donne  deux  plans,  par  les  projections  et  les  cotes  de  trois  do  lenri 
points,  et  on  propose  de  figurer  la  projection  et  ia  pente  de  leur  intersection. 
Les  deux  plans  sont  représentés  par  les  projections  ABC  et  ADE  qui  forment 
les  sommets  de  deux  triangles  équilatéraux  égaux,  dont  les  bases  sont  dans  le 
prolongement  l'une  de  l'autre,  et  leurs  cotes  respectives  sont  0,  1,  2  pour  !• 
premier  plan,  et  0,  3,  4  pour  le  second,  i  Saint  -  Étieime ,  mars  1876.) 

4.  Une  pyramide  hexagonale  a  sa  base  régulière  inscrite  dans  un  grand 
cercle  d'une  sphère  de  2  mètres  de  rayon  ;  le  sommet  de  la  pyramide  est  sor 
la  sphère;  la  hauteur  tombe  sur  une  des  grandes  diagonales  de  la  base  et 
divise  la  droite  en  deux  parties  qui  sont  entre  elles  comme  4  est  à  6.  Oa 
propose  de  tracer,  à  l'échelle  de  2  centimètres  par  mètre,  le  rabattement  des 
six  faces  de  la  pyramide  sur  le  plan  de  sa  base  ;  toutes  les  constructions  auxi- 
liaires relatives  à  la  détermination  des  arêtes  devront  figurer  sur  l'épui», 
(.Montpellier,  1875.) 

Diplôme  de  fin  d'études  de  l'Enseignement  spécial. 

6.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  doB* 
nées.  —  Épure  du  problème.  (Dijon,  1872.) 

6.  Détcrnjiner  la  section  droite  d'un  cylindre  oblique,  vraie  grandeur  de  11 
section  et  développement.  (Dijon,  1873.) 

7.  Étant  donnés  un  point  et  un  plan,  abaisser  du  point  une  perpendiouUin 
sur  le  plan.  Trouver  la  vraie  grandeur  de  cette  perpendiculaire;  examiner  le 
cas  particulier  où  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligue  de  terre.  (.Dijon,  187*.) 
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8.  Section  plane  d'un  cône  droit,  à  base  circulaire,  dans  le  cas  où  le  plan 
coupe  une  seule  nappe  du  cône  ;  vraie  grandeur  de  la  section  et  du  développe- 
ment. (Dijon,  1873.) 

9.  Intersection  d'un  cône  droit  et  d'une  sphère;  tracé  de  la  tangente  en  un 
point  de  la  courbe.  (Dijon,  1873.) 

10.  Déterminer  l'angle  de  deux  plana.  (Dijon,  1873.) 

11.  Déterminer  l'ombro  portée  par  une  sphère  sur  le  plan  horizontal.  (Dijon, 
1873.) 

12.  Section  droite  d'un  cylindre  oblique  parallèle  au  plan  vertical;  la  base 
est  circulaire  et  se  trouve  sur  le  plan  horizontal;  tangente  à  la  projection 
horizontale  et  au  rabattement  de  la  courbe  obtenue.  (Dijon,  1973.) 

13.  Étant  donnés  deux  plans  qui  se  coupent;  mener  dans  le  premier  plan, 
par  un  point  donné ,  une  droite  faisant  avec  le  second  un  angle  donné.  (  Dijon , 
1874.) 

14.  Mener,  par  un  point  donné,  une  droite  faisant  des  angles  connns  avec 
les  plans  de  projection.  (Dijon,  1874.) 

15.  Faire  à  main  levée,  et  expliquer  l'épure  donnant  les  projections  du 
centre  de  la  circonférence  passant  par  trois  points,  donnés  par  leurs  projec- 
tions. (Paris,  1873.) 

16.  Un  prisme  pentagonal  doit  reposer,  par  l'une  de  ses  faces  latérales,  sur  le 
plan  horizontal  de  projection,  de  telle  sorte  que  ses  arêtes  latérales  fassent 
avec  le  plan  vertical  de  projection  un  angle  de  35». 

1»  Construire  les  projections  horizontale  et  verticale  du  prisme  ; 

2»  Couper  le  prisme  par  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projec- 
tion, et  incliné  de  iS"  sur  le  plan  horizontal  de  projection; 

3»  Rabattre  le  plan  sécant  sur  le  plan  horizontal  de  projection  et  construire 
la  section  en  vraie  grandeur. 

Ponctuer  les  lignes  servant  à  la  constmction.  (Rennes,  1874.) 

17.  Une  pyramide  hexagonale  régulière  est  posée  en  équilibre,  par  son  sommet, 
Bur  le  plan  horizontal;  on  y  inscrit  une  sphère  et  l'on  demande  :  1»  de  con- 
struire les  projections  de  la  pyramide;  2"  le  contour  apparent  sur  chaque  plan 
de  projection  de  la  sphère  inscrite;  3»  les  projections  et  le  rabattement,  sur  le 
plan  horizontal ,  de  la  section  faite  dans  la  pyramide  et  dans  la  sphère  par  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  vertical,  faisant  un  angle  de  45"  avec  le  plan 
horizontal ,  et  passant  par  le  milieu  de  la  hauteur  de  la  pyramide.  Hauteur  = 
0">14,  rayon  du  cercle  circonscrit  à  la  base  de  la  pyramide  ^  D'aï?.  (  Clermont- 
Ferrand,  1871.) 

18.  Déterminer  la  section  d'une  pyramide  quadrangulaire  régulière  par  un 
plan  perpendiculaire  à  une  arête  latérale,  et  qui  coupe  cette  ligne  au  tiers  de 
sa  longueur  à  partir  du  sommet.  L'arête  considérée  n'est  point  parallèle  au 
plan  vertical.  (  Clermont- Ferrand.) 

19.  On  donne  deux  sphères  concentriques;  déterminer  les  projections  de  la 
section  de  la  sphère  extérieure,  par  un  plan  tangent  à  la  sphère  Intérieure,  en 
un  point  donné  de  cette  sphère.  (  Olermont-Ferrand.) 

20.  Déterminer  l'intersection  d'un  cylindre  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et 
tVun  cône  quelconque,  déterminé  par  sa  trace  horizontale  et  les  projections  de 
son  sommet.  La  section  droite  du  cylindre  est  une  courbe  donnée,  (Dijon, 
coût  187«.) 
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21.  On  donne  un  plan  incliné  de  30»  sur  le  plan  horizontal  et  de  45»  sur  lé^ 
plan  vertical ,  et  le  point  où  ses  traces  rencontrent  la  ligne  de  terre  ;  sur  oe 
plan  on  construit  un  losange  dont  l'une  des  diagonales  est  parallèle  au  platt 
horizontal  ;  elle  a  O-^OS ,  et  l'autre  ©""lO  ;  on  prend  ce  losange  pour  base  d'un*- 
pyramide  dont  le  sommet  se  projette  au  centre  du  losange,  et  qui  a  pour  hau- 
teur O^IS  :  construire  les  projections  de  cette  pyramide  et  la  projection  hori- 
zontale de  la  section  faite  par  un  plan  horizontal  passant  par  le  centre  de 
base;  le  centre  du  losange  est  à  0"'Û4  du  plan  horizontal,  et  sur  la  ligne  de 
pente  qui  est  à  O'^OS  du  plan  vertical,  cette  distance  étant  comptée  sur  U 
trace  horizontale  du  plan.  {Lyon,  août  1876.) 

22.  On  donne  le  côté  de  la  base  d'une  pyramide  régulière  à  base  carrée  et 
l'angle  formé  par  chaque  face  de  la  pyi-amide  avec  le  plan  de  la  base.  Con- 
struire les  projections  de  la  pyramide  en  plaçant  la  base  sur  le  plan  horizontal 
de  projection,  et  déterminer  l'angle  dièdre  formé  par  deux  faces  latérales. 
(Poitiers,  1878.) 

23.  La  trace  horizontale  d'un  plan  étant  donnée,  construire  sa  trace  verti- 
cale, sachant  que  ce  plan  est  k  une  distance  donnée  d'un  point  donné  par  set 
projections.  (.Poitiers,  1878.) 

24.  On  donne  les  projections  d'un  point  et  celles  d'une  droite  parallèle  an 
plan  vertical;  on  fait  tourner  le  point  de  60»  autour  de  la  droite,  et  l'on 
demande  les  nouvelles  projections  de  ce  point.  iCaen,  1878.) 

25.  Construire  les  projections  d'une  niche  formée  d'un  demi  -  cylindre  circu- 
laire droit,  ayant  une  hauteur  égale  à  une  demi-fois  le  diamètre  de  la  base,  et 
surmonté  d'un  quart  de  sphère  de  même  diamètre. 

La  base  delà  niche  est  posée  sur  un  plan  quelconque.  (Dijon,  1879.) 

26.  Étant  données  les  traces  d'un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  la 
projection  horizontale  d'un  point  de  ce  plan,  trouver  : 

1*  La  projection  verticale  de  ce  point; 

2°  Le  rabattement  du  même  point,  quand  on  suppose  le  plan  donné  rabattu 
sur  le  plan  horizontal.  (Douai,  1879.) 

27.  Intersection  d'un  cylindre  oblique  et  d'un  cône,  tous  deux  ayant  dei 
bases  circulaires  situés  dans  le  plan  horizontal. 

La  base  du  cône  aura  un  diamètre  double  de  celle  du  cylindre. 

Les  deux  bases  seront  tangentes  à  une  même  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Les  deux  bases  ne  se  couperont  pas.  (Dijon,  1879.) 

28.  Trouver  la  projection  de  l'intersection  d'une  pyramide  régulière  penta- 
gonalc  dont  la  base  est  sur  le  plan  horizontal  avec  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  vertical. 

On  prendra  les  données  suivantes  : 

l        Le  côté  du  pentagone  qui  sert  de  base  a  0"'07  de  longueur. 

Pv    mlde       <         ^'"°  '^^^  '^^^^  '^^^  ^^^^^  ^^^  "°^  parallèle  à  la  ligne  do 
^^^        '      )    terre  menée  à  une  distance  de  0"'03. 
'         Hauteur  de  la  pyramide  0""!. 

!Le  plan  sécant  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  égal 
à  30»  ;  il  est  à  une  distance  de  0">>05  du  sommet  de  la  pyra- 
mide. (Bordtaux,  1879.) 

29.  On  donne  quatre  points  aa',  bb',  ce',  dd'.  Cee  quatre  points  sont  les  som- 
mets d'un  tétraèdre.  On  propose  de  construire  la  hauteur  de  ce  tétraèdre  qui 
correspond  au  sommet  dd'.  Les  points  aa'  et  bb'  seront  dans  le  plan  vertical  : 
aa' =  4  centimètres;  bb'  =  l  centimètre;  dd'  sera  sur  la  ligne  de  terre,  et  ea 
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sera  à  1  centimètre  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  2  centimètres  en  avant 
du  plan  vertical  ;  enfin  la  distance  dâ!a  =  4  centimètres .  al  =  3  centimètres  et 
Ib  =  l  centimètre.  Le  point  I  est  la  rencontre  de  la  ligne  de  terre  et  de  la 
projetante.  (Bordeaux,  1879.) 

30.  Un  prisme  droit  de  9  centimètres  de  hauteur  a  pour  base  un  triangle 
dont  chaque  côté  est  égal  à  5  centimètres ,  qui  repose  sur  le  plan  horizontal  de 
projection,  et  dont  un  côté  AB  fait  un  angle  de  46°  avec  la  ligne  de  terre,  le 
point  A  étant  à  6  centimètres  de  cette  ligue  vers  laquelle  est  dirigée  la  ligne 
AB.  Sur  le  centre  du  cercle  inscrit  à  la  base  supérieure  du  prisme,  repose  une 
sphère  dont  le  rayon  est  égal  à  celui  de  ce  cercle  Inscrit. 

Construire  :  1»  les  projections  du  système  des  deux  corps;  2°  la  section  obte- 
nue en  les  coupant  par  un  plan  parallèle  au  plan  vertical  de  projection  et  pas- 
sant par  le  point  A.  (Poitiers,  1879.) 

31.  Un  cône  droit,  à  base  circulaire,  a  7  centimètres  de  hauteur,  et  le  rayon 
de  sa  base,  placé  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  est  égal  à  3  centimètres. 
On  donne  la  projection  verticale  d'un  point  de  la  surface  convexe  de  ce  cône, 
et  on  demande  de  déterminer  la  projection  horizontale  de  ce  point.  On  fait 
passer  par  ce  même  point  une  droite  horizontale  faisant  un  angle  de  60"  avec 
le  plan  vertical,  et  l'on  propose  de  déterminer  le  second  point  commun  à  cette 
droite  et  à  la  surface  convexe  du  cône.  (Poitiers,  1879.) 

32.  Une  pyramide  régulière  SABCD  a  pour  hauteur  8  centimètres,  et  pour 
base  un  carré  de  5  centimètres  de  côté  qui  repose  sur  le  plan  .horizontal  de 
projection.  Une  diagonale  AC  de  ce  carré  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Construire  les  projections  de  la  pyramide.  Déterminer  les  projections  et  la 
vraie  grandeur  de  la  section  obtenue  en  coupant  cette  pyramide  par  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  et  faisant  avec  le  plan  horizon- 
tal un  angle  de  30».  La  trace  horizontale  de  ce  plan  est  située  à  4  centimètres 
du  point  A,  en  dehors  de  la  base.  (Poitiers,  1879.) 

33.  Déterminer  l'angle  de  deux  droites  dont  l'une  est  horizontale  et  dont 
l'autre  a  une  direction  quelconque  (Poitiers,  1879.) 

34.  Une  droite  étant  donnée  par  ses  projections,  en  même  temps  que  deux 
points  pris  en  dehors  de  cette  droite,  on  propose  de  trouver  sur  la  droite  un 
point  situé  à  égale  distance  des  deux  points  donnés.  (Poitiers,  1879.) 

35.  Étant  données  deux  droites  qui  se  coupent  et  un  point,  mener  par  ce 
point  un  plan  parallèle  au  plan  des  deux  droites.  (Montpellier,  1879.) 

36.  Dessin.  *  Une  sphère,  ayant  pour  rayon  35  millimètres,  repose  sur  le 
plan  horizontal  de  projection  ;  son  centre  est  à  10  centimètres  du  pian  vertical  ; 
elle  est  éclairée  par  des  rayons  de  lumière  parallèles  :  tracer  son  ombre  sur  le 
plan  horizontal. 

Les  rayons  sont  parallèles  à  la  diagonale  d'un  cube  qui  a  pour  arête  la  ligne 
de  terre,  et  pour  faces  le  plan  horizontal  et  le  plan  vertical  de  projection. 
(Bennes,  1879.) 

37.  Distance  d'un  point  à  un  plan  dont  les  traces  sont  parallèles  à  la  ligne 
de  terre,  le  point  étant  donné  par  ses  projections.  (Lille,  1879.) 

38.  On  donne  les  traces  d'un  plan  et  les  projections  horizontales  de  deux 


*  Dans  certaines  Commissions  d'examen,  l'épreuve  de  géométrie  descriptive 
comprenait  un  problème  ou  une  question  théorique  élémentaires,  et  se  com- 
plétait par  le  tracé  d'un  dessin  géométrique  assez  difficile. 

14' 
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pointa  A  et  B  de  ce  plan.  Trouver  les  projections  d'un  triangle  équilatéral 
situé  dans  le  même  plan  et  ayant  les  points  A  et  B  pour  deux  de  ses  commets. 
(.LilU,  1879.) 

39.  Déterminer  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  plan  :  la  sphère  a  son 
centre  sur  la  ligne  de  terre,  et  les  traces  du  plan  font  des  angles  de  45°  avec 
cette  ligne  de  terre.  (Alger,  1879.) 

40.  Étant  donnés  deux  plans  PaP'  et  QaQ',  rencontrant  la  ligne  de  terre  an 
même  point  a,  trouver  les  projections  de  leur  intersection.  (Paris,  1879.) 

41.  On  donne  les  projections  horizontales  et  verticales  de  deux  droites  qui  se 
coupent,  et  l'on  conçoit  un  triangle  formé  par  ces  deux  droites  et  par  celle 
qui  joint  leurs  traces  horizontales. 

On  demande  de  construire,  par  la  méthode  des  rabattements,  le  rayon  du 
cercle  inscrit  dans  ce  triangle  ;  on  déterminera  aussi  les  projections  du  centre 
de  ce  cercle.  (Touloiise,  1879.) 

42.  1»  Un  prisme  droit  a  pour  base  un  carré  de  3  centimètres  de  côté  situé  sur 
le  plan  vertical,  de  manière  que  son  sommet  le  plus  bas  soit  sur  la  llgTie  de 
terre  et  que  la  diagonale  qui  se  termine  à  ce  point  soit  verticale.  Une  pyra- 
mide régulière  a  pour  base  un  hexagone  de  4  centimètres  de  côté,  dont  deux 
côtés  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre  ;  les  arêtes  latérales  de  la  pyramide 
sont  égales  à  8  centimètres.  Représenter  le  solide  commun  au  prisme  et  à  la 
pyramide,  en  Indiquant  par  un  trait  fort  les  parties  visibles  de  son  contour,  et 
par  des  lignes  ponctuées  les  parties  cachées.  Les  centres  du  carré  et  de  l'hexa- 
gone sont  sur  ime  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  (Caen,  1879.) 

43.  Expliquer  et  faire  à  main  levée  l'épure  donnant  la  plue  courte  distance 
d'un  point  à  une  droite.  (Paris,  1879.) 

44.  On  donne  un  parallélépipède  dont  toutes  les  faces  sont  des  losanges  :  la 
distance  de  deux  arêtes  opposées  AD  et  CE  est  de  8  centimètres.  Le  solide  étant 
placé  de  telle  façon  que  le  plan  GBPH  soit  parallèle  au  plan  vertical,  la 
grande  diagonale  GH  dans  le  plan  horizontal,  on  demande  :  l»  de  tracer  les 
projections  des  arêtes  du  solide  ;  2»  de  tracer  les  projections  des  bases  et  du 
contour  apparent  des  doubles  cônes  inscrits  et  circonscrits  an  solide  et  dont 
l'axe  est  vertical.  (Besançon,  1879.) 

45.  Une  pyramide  triangulaire  a  sa  base  horizontale  avec  des  côtés  égaux 
à  14,  15  et  16  mètres;  la  face  Inclinée,  qui  a  pour  base  le  côté  14,  a  deux 
côtés  Inclinés  longs  de  17  et  de  18  mètres;  celle  qui  a  pour  base  le  côté  15, 
a  des  côtés  Inclinés  longs  de  18  et  de  19  mètres,  et  celle  qui  a  pour  base  le 
côté  16,  a  des  côté»  longs  de  17  et  do  19  mètres. 

On  demande  1"  de  construire  les  trois  faces  inclinées  en  rabattement  sur  le 
plan  horizontal  ;  2°  de  mettre  en  projection  verticale  le  quatrième  sommet  de 
la  pyramide  avec  ses  trois  arêtes  inclinées;  3"  de  construire  la  hauteur  abais- 
sée du  quatrième  sommet  sur  la  base  horizontale  par  trois  rabattements.  Exa- 
miner si  ces  trois  rabattements  se  vérifient  et  indiquer  par  un  cercle  cette 
vérification;  4"  calculer  le  volume  de  la  pyramide.  ( GrenoUe ,  1879.) 

46.  On  donne  les  projections  d'une  droite  et  d'un  point.  Trouver  les  trace» 
d'un  plan  passant  par  la  droite  et  le  point.  Par  le  premier  point  donné,  élever 
une  perpendiculaire  à  ce  plan  et  trouver  la  vraie  longueur  de  cette  perpendi- 
culaire comprise  entre  le  point  donné  et  le  plan  horizontal  de  projection. 
i  Poitiers,  1880.) 

47.  On  donne  un  plan  par  ses  traces.  Trouver  les  projections  d'une  perpendi- 
culaire abaissée  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  de  terre  inr  ce  plan ,  et  1* 
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distance  de  ce  point  au  plan;  trouver  aussi  la  distance  du  pied  de  cette  per- 
peudicnlalre  au  point  où  le  plan  rencontre  la  ligne  de  terre.  {Poitiers,  1880.) 

48.  Un  prisme  droit  a  pour  base  un  pentagone  régulier  tracé  dans  le  plan 
horizontal.  On  coupe  ce  prisme  par  un  plan  quelconque.  Trouver  les  projections 
do  l'intersection,  ainsi  que  sa  vraie  grandeur.  Comment  opéreralt-on  si  le  plan 
sécant  passait  par  la  ligne  de  terre?  (Montpellier,  1880.) 

49.  On  donne  cinq  arêtes  d'un  tétraèdre,  trouver  la  sixième.  (Lyon,  1880.) 

50.  On  donne  une  droite  et  un  point  par  leurs  projections ,  et  on  demande  les 
traces  d'une  droite  située  dans  un  plan  de  profil  passant  par  le  point  donné  et 
rencontrant  la  droite  donnée.  (Rouen,  1880.) 

51.  Faire  et  expliquer  l'épure  du  plan  tangent  mené  à  une  sphère  par  une 
droite  donnée. 

Dessin.  Tracer  la  courbe  engendrée  par  un  point  de  la  circonférence  d'un 
cercle  de  3  centimètres  de  rayon  qui  roule  sans  glisser  à  l'intérieur  d'un  cercle 
de  9  centimètres  de  rayon.  (Caen,  1880.) 

52.  Déterminer  les  projections  d'une  pyramide  à  base  carrée;  distinguer  les 
parties  vues  des  parties  cachées.  Trouver  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal. 

Données  :  le  carré  de  base  est  dans  le  plan  horizontal  ;  l'une  de  ses  diago- 
nales est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  a  pour  longueur  4  centimètres.  Longueur 
d'une  arête  latérale  d'une  pyramide,  5  centimètres;  les  rayons  lumineux  qui 
éclairent  la  pyramide  sont  parallèles  à  une  droite  contenue  dans  un  plan  de 
profil  et  faisant  avec  les  plans  de  projection  des  angles  de  45°.  (Poitiers,  1880.) 

53.  Paire  l'épure  du  lieu  des  points  également  éloignés  de  deux  points  fixes 
donnés  dans  l'espace.  (  Dijov, ,  1880.) 

54.  Étant  données  les  traces  d'un  plan  quelconque  et  les  projections  d'une 
sphère,  construire  les  projections  de  leur  intersection.  (Lille,  1880.) 

55.  On  donne  un  cylindre  circulaire  droit ,  reposant  par  sa  base  sur  le  plan 
horizontal.  On  enlève  de  ce  cylindre  une  tranche  correspondant  à  un  arc  de 
60"  ;  on  demande  l'ombre  du  solide  ainsi  obtenu  :  1°  sur  lui  -  même  ;  2»  sur  les 
deux  plans  de  projection  et  sur  un  plan  donné  quelconque.  (Besançon,  1880.) 

56.  Deux  plans  étant  donnés  par  leurs  traces,  construire  les  traces  du  plan 
bissecteur.  (Montpellier,  1880.) 

57.  Déterminer  l'angle  que  fait  avec  la  ligne  de  terre  une  droite  donnée  par 
ses  projections  et  coupant  cette  ligne  de  terre.  (  Toulouse,  1880.) 

58.  Tracer  les  projections  d'une  pyramide  triangulaire,  ayant  son  sommet  sur 
le  plan  vertical  et  sa  base  sur  le  plan  horizontal. 

Couper  cette  pyramide  par  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  faisant 
un  angle  de  SO»  avec  le  plan  horizontal.  (Bordeaux,  1880.) 

59.  On  donne  dans  le  plan  vertical  une  droite  a'b'  faisant  avec  la  ligne  de 
terre  un  angle  de  45o  ;  deux  points  ce'  et  dâf  sont  situés  sur  lo  plan  horizontal. 

Construire  l'angle  que  font  les  deux  plans  qui  passent  par  la  droite  a'b'  et 
respectivement  par  les  points  ce'  et  dd'. 

a'c/  =^  2  centimètres  ;         ce'  =  G  centimètres 
a'd'  =  8  —  dd'  =  3         — 

(Bardeaux,  1880.) 

60.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  qui  se  coupent,  l'une  étant  parallèle  au 
plan  vertical  de  projection  et  l'autre  parallèle  au  plan  horizontal.  (Poitiers, 
1880.) 
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61.  Un  plan  étant  donné  par  ses  traces,  construire  les  angles  qne  fait  ce  pli 
avec  les  plans  de  projection.  Trouver  les  projections  d'une  droite  bissectrice 
l'angle  que  forment  les  traces  de  ce  plan.  (Poitiers,  1880.) 

62.  On  donne  trois  plans  par  leurs  traces  :  le  premier  est  perpendiculaire  au 
plan  vertical  de  projection  ;  le  deuxième  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal, 
et  le  troisième  parallèle  à  la  ligue  de  terre.  i 

Trouver  le  point  d'intersection  de  ces  trois  plans,  (Poitiers,  1880.)  j 

63.  Une  droite  étant  donnée  par  ses  projections,  par  un  point  pris  sur  cette  '] 
droite,  lui  mener   un  plan  perpendiculaire.   Trouver  la  vraie  grandeur  de  la 
droite  qui  joint  ce  point  à  celui  où  le  plan  rencontre  la  ligne  de  terre.  (Poitiers, 
1880.) 

64.  Un  tronc  de  pyramide  a  pour  base  inférieure  un  trapèze  lâocèle  ÀBCD 
placé  sur  le  plan  horizontal. 

On  a  :  AB  =  4c;     AD  =  BC  =  3c;     DC  =  2e 

La  hauteur  du  tronc  est  2c,  5,  et  l'on  sait  que  la  base  supérieure  a  pour  sur- 
face la  moitié  de  la  surface  de  la  base  inférieure. 

On  demande  : 

1"  Les  projections  du  tronc  de  pyramide  ;  2°  en  supposant  que  le  tronc  soit 
creux,  quelle  serait  la  portion  de  l'intérieur  qui  serait  éclairée  par  un  flambeau 
placé  à  4  centimètres  de  hauteur  sur  la  verticale  du  sommet.  (Bordeaux-,  1880.) 

68.  Intersection  d'tme  droite  et  d'un  plan.  On  supposera  les  deux  traces  du 
plan  en  ligne  droite,  et  la  droite  donnée  parallèle  au  plan  vertical.  (Poitiers, 
1881.) 

Brevet  de  l'Enseignement  spécial. 

66.  1°  Trouver  les  projections  d'une  sphère  tangente  à  une  droite  donnée,  en 
un  point  donné  A,  passant  par  un  second  point  C,  et  tangente  à  une  autre 
droite  donnée  DE,  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Déterminer  l'intersection  de  la  sphère  ci -dessus  et  d'une  droite  donnée. 

2»  Résoudre  le  problème  précédent,  quand  la  seconde  droite  est  remplacée  par 
une  sphère  donnée.  (1«  partie,  Diplôme;  les  deux  parties.  Brevet  spécial.  Dijon, 
1872.) 

67.  Etant  donnés  un  cône  par  sa  base  et  son  sommet,  un  cylindre  par  sa 
base  et  la  direction  de  ses  génératrices,  et  une  génératrice  de  chacune  de  ce» 
ararfaces,  déterminer  le  centre  et  le  rayon  d'une  sphère  qui  soit  tangente  à 
chacune  de  ces  surfaces,  en  un  point  arbitraire  de  chacune  des  génératrices 
données.  (Brevet  spécial.  Dijon,  1873.) 

68.  Section  d'un  cône  droit  par  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical, 
dans  le  cas  où  la  section  est  une  hj-perbole.  Rabattement  de  la  section,  tan- 
gente à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  et  à  son  rabattement.  (  Brevet 
spécial.  Dijon,  1873.) 

69.  Un  cercle  étant  donné  par  deu.x  de  ses  points,  l'inclinaison  de  son  plan 
Bur  le  plan  horizontal,  et  un  plan  auquel  il  doit  être  tangent,  trouver  lea 
points  de  l'Intersection  avec  une  sm^ace  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical. 
Brevet  spécial.  Dijon,  1873.) 

70.  Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical,  lui  mener, 
par  un  point  extérieur  donné,  un  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  soit  : 
1»  sur  un  parallèle  donné;  2"  sur  un  méridien  donné.  (Brevet  spécial.  Dijon, 
1873J 
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71.  Dessiner  l'ombre  portée  d'une  sphère  sur  un  plan  quelconque  par  rap- 
i  port  aux  plans  de  projection.  (Brevet  spécial.  Dijon,  1873.) 

72.  1»  Déterminer  l'ombre  propre  d'une  surface  de  révolution  éclairée  par 
des  rayons  parallèles. 

2°  Déterminer  l'ombre  d'une  niche.  (Brevet  spécial,  examen  oral.  Montpellier, 
1871.) 

73.  On  donne  un  tétraèdre  régulier  dont  une  base  est  sur  le  plan  horizontal, 
on  inscrit  un  cercle  dans  cette  base  et  on  fait  passer,  par  le  cercle,  une  sphère 
ayant  son  centre  au  sommet  du  tétraèdre  ;  trouver  l'intersection  des  surfaces 
de  ces  deux  corps.  Trouver  les  projections  de  la  tangente  à  l'une  des  courbes 
d'Intersection.  On  figurera  les  projections  du  solide  commun,  en  supposant 
enlevée  la  partie  du  tétraèdre  extérieure  à  la  sphère,  ainsi  que  celle  de  la  sphère 
extérieure  au  tétraèdre.  (Brevet  de  l'enseignement  spécial.  Dijon ,  1874.) 

74.  Intersection  d'un  cyUndre  creux ,  à  bases  circulaires  et  concentriques , 
par  un  cylindre  vertical  à  base  circulaire.  Dans  le  dessin,  ce  dernier  est  sup- 
posé transparent;  faire  le  développement  du  cylindre  vertical.  (Brevet  spécial. 
Dijon,  1874.) 

75.  Un  cube  est  posé  sur  un  plan  horizontal  de  telle  sorte  qu'une  de  ses 
arêtes  verticales  soit  dans  le  plan  vertical.  Un  point  lumineux  L  est  situé 
dans  le  plan  vertical,  vers  la  droite  du  cube  :  trouver  l'ombre  portée  sur  le 
plan  horizontal.  (  Montpellier.') 

76.  Construire,  par  les  procédés  de  la  géométrie  descriptive,  un  tétraèdre  ré- 
gulier, connaissant  les  projections  (ab ,  ah'),  d'une  arête  et  la  direction  xy  de 
la  projection  horizontale  d'une  arête  contiguë  à  la  première.  (Brevet  spécial. 
Dijon,  1874.) 

77.  Par  un  point  donné  A,  mener  un  plan  faisant  avec  deux  droites  données 
BC ,  FG  des  angles  respectivement  égaux  à  des  angles  donnés  a  et  p.  (Brevet 
spécial.  Dijon,  1874.) 

78.  Construire  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  par  une  sphère  tangente 
à  ce  plan,  le  point  lumineux  étant  à  0™04  au-dessus  de  ce  plan,  et  à  une  dis- 
tance  du  centre  de  la  sphère  égale  à  0"025.  Le  diamètre  de  la  sphère  est  de 
0"04.  (Cluny,  1878.) 

79.  Construire  la  projection  horizontale  de  l'intersection  d'une  sphère  par  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  vertical.  Tangente  à  cette  intersection.  (Caen, 
1878.) 

80.  Par  un  point  situé  à  3  millimètres  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à 
6  millimètres  du  plan  vertical,  mener  une  droite  faisant  un  angle  de  45o  avec 
le  plan  horizontal  et  de  30"  avec  le  plan  vertical. 

Trouver  sa  plus  courte  distance  à  la  ligne  de  terre.  (Caen,  1879.) 

81.  On  fait  tourner  un  cercle  incliné  de  45°  sur  l'horizon  autour  de  la  verti- 
cale menée  à  l'une  des  extrémités  du  diamètre  horizontal  de  ce  cercle.  On 
demande  de  construire  : 

1»  La  section  méridienne  de  la  surface  engendrée; 

2"  Le  plan  tangent  à  cette  surface  en  un  point  quelconque  donné  sur  la  cir- 
conférence génératrice  ; 

3°  La  section  faite  par  un  plan  arbitraii-e  mené  par  le  point  de  rencontre  do 
l'axe  avec  la  même  circonférence.  (Cluny,  1879.) 

82.  Théorie  générale  des  intersections  du  cône  par  des  plans. 
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Application.  On  donne  un  cercle  parallèle  au  plan  Tertlcal  et  un  point  loi 
neux,  chercher  l'ombre  ijortée  par  le  cercle  sur  le  plan  horizontaL 

Dessin.  On  donne  un  cône  circulaire  droit  reposant  par  sa  base  sur  le  pi 
horizontal  ;  on  fixe  au  sommet  un  cercle  égal  et  parallèle  à  la  base.  Chercbi 
l'ombre  propre  du  cône,  l'ombre  portée  par  le  cercle  et  le  cône  sur  le  pU 
horizontal ,  l'ombre  portée  par  le  cercle  sur  le  cône ,  et  tracer  la  tangente 
un  point  quelconque  de  cette  ombre.  Le  rayon  lumineux  est  supposé  inclil 
à  4S».  {Dijun,  1879.) 

83.  On  donne  nne  ephère  et  une  droite  parallèle  au  plan  vertical  faisant  aT 
le  plan  horizontal  un  angle  de  36".  On  demande  de  mener  par  la  droite 
plan  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  45"  et  de  trouver  l'intersectit 
de  ce  plan  avec  la  sphère. 

Disposition  de  l'épure.  Le  centre  de  la  sphère  sera  &  égale  distance  des  dei 
plans  de  projection,  de  sorte  que  oi  =  o'i  =  5  centimètres;  le  rayon  de 
sphère  égale  3  centimètres;  la  projection  horizontale  de  la  droite  sera  à  6  ce 
tlmètres  de  la  ligne  de  terre,  et  la  trace  horizontale  sera  à  4  centimètres  de  (x 
(Bordeaux,  1879.; 

84.  Un  plan  fait  un  angle  de  30«  avec  le  plan  horizontal  de  projection,  et 
trace  horizontale  de  ce  plan  fait  un  angle  de  45°  avec  la  ligne  de  terre.  Si 
ce  plan,  on  trace  un  triangle  équilatéral  de  5  centimètres  de  côté,- ayant  M 
centre  de  gravité  à  6  centimètres  de  chacun  des  plans  de  projection,  et  1*1 
de  ses  côtés  parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  donné. 

Ce  triangle  est  l'une  des  faces  d'un  tétraèdre  régulier  reposant  sur  le  pU 
donné  et  situé  au-dessus  du  plan.  Construire  les  projections  de  ce  tétraëdr 
{.Poitiers,  1879.J 

85.  Trouver  l'intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  avec  un  cylind 
donné;  trouver  les  tangentes  aux  points  de  l'intersection  situés  sur  un  pan 
lèle  donné.  (.Dijon,  1880.; 

86.  Un  cube  repose  sur  le  plan  horizontal,  de  telle  sorte  que  l'une  dee  di 

gonales  de  sa  base  soit  perr^endiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

On  considère  :  l»  la  sphère  Inscrite  dans  ce  cube  ;  2"  un  plan  perpendlculat 
à  la  ligne  de  terre,  dont  la  trace  horizontale  passe  par  les  milieux  de  dei 
côtés  adjacents  à  la  base  du  cube  ;  ce  plan  contient  en  outre  les  deus:  millet 
de  deux  côtés  adjacents  de  la  base  supérieure,  situés  à  l'opposé  des  prcmia 
On  demande  de  rabattre  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  cube  et  la  sphère. 

Côté  du  cube  0™05.  (Bordeaux,  1880.) 

87.  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  et  d'une  sphère,  dans  le  cas  ( 
le  cylindre  est  tangent  au  plan  horizontal  et  a  ses  génératrices  parallèles  à 
ligne  de  terre.  La  sphère  a  son  centre  sur  la  génératrice  de  contact  ;  son  ray( 
est  précisément  égal  au  diamètre  du  cylindre. 

On  ne  représentera  que  la  moitié  de  la  sphère  située  au-dessus  du  pk 
horizon UL  (Mx,  1880.) 

88.  Un  cube  a  l'une  de  ses  arêtes  ah  située  dans  le  plan  horizontal,  pan 
lèlement  à  la  ligne  de  terre  LT.  A  partir  du  sommet  a  opposé  au  sommet 
on  prend  trois  points  m,  n,  p,  par  lesquels  on  fait  passer  un  plan,  et  !'< 
demande  : 

1«  L'angle  que  fait  ce  plan  mnp  avec  le  plan  horizontal  ; 

20  Les  traces  verticales  des  diagonales  du  prisme.  (Cluny,  188L) 

89.  Un  paraboloïde  de  révolution,  à  axe  vertical,  a  son  foyer  à  0™07  au-des» 
de  la  ligne  de  terre.  La  distance  de  ce  foyer  au  sommet  est  0^1,  et  la  proje 
tlon  horizontale  du  sommet  se  fait  à  O^Oé  de  la  ligne  de  terre.  Ou  coupe  cet 
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gnrfacc  par  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre ,  incliné  de  SO"  Bur  le  plan 
horizontal  et  dont  la  trace  horizontale  est  à  0™10  de  la  ligne  de  terre.  Trouver 
les  deux  projections  de  l'intersection,  ainsi  que  sa  vraie  grandeur.  (Rennes, 
1882.) 

Concours  de  l'Enseignement  spécial. 

I  90.  Dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  et  incliné 
de  30»  sur  le  plan  horizontal,  on  donne  un  carré  dont  le  côté  a  2  centimètres 
de  longueur;  deux  des  côtés  de  ce  carré  sont  parallèles  au  plan  vertical,  et  le 

I  plus  rapproché  en  est  distant  de  1  centimètre;  les  deux  autres  côtés  sont  per- 
pendiculaires au  plan  vertical,  et  le  plus  bas  est  dans  le  plan  horizontal. 

On  prend  ce  carré  pour  base  d'une  pyramide  régulière  ayant  8  centimètres 
de  hauteur.  Construire  les  projections  de  cette  pyramide,  en  ayant  soin  de  dis- 
tinguer les  parties  visibles  des  parties  invisibles. 
Supposant  ensuite  ce  solide  éclairé  par  des  rayons  lumineux  parallèles,  on 

i  construira  le  contour  de  l'ombre  qu'il  porte  sur  le  plan  horizontal.  La  direction 

1  du  rayon  lumineux  est  une  ligne  dont  les  deux  projections  sont  inclinées  à  45" 
sur  la  ligne  de  terre ,  et  dirigées  de  droite  à  gauche.  (  Concours  académique. 

i  Paris,  1878.) 

91.  Construire  les  projections  de  la  circonférence  qui  passe  par  trois  points 
'  AjBiCi  pris  sur  la  surface  d'une  sphère. 

Le  centre  de  la  sphère  est  à  10  centimètres  de  chacun  des  plans  de  projec- 
tion ;  son  rayon  est  de  8  centimètres. 

i     Les  trois  points  AjBiCi  sont  situés  sur  la  partie  supérieure  de  la  sphère  ; 

îles  projections  horizontales  des  rayons  menés  à  ces  points  ont  pour  longueurs 
respectives  ao  =  4;  ob  =  6;  oc  =  7;  et  les  angles  aox,  hox,  cox,  que  font  ces 
projections  avec  la  parallèle  ox  à  la  ligne  de  terre,  sont  respectivement  de  30", 

'76»,  120».  (.Concours  académique.  Douai,  1878.) 

92.  Un  tétraèdre  régulier,  dont  les  arêtes  ont  66  millimètres  de  longueur, 
repose  par  une  de  ses  faces  sur  un  plan  POQ  défini  par  ses  traces. 

L'angle  PO!/=56o;  l'angle  2/OQ  =  23». 

L'arête  AB  se  projette  horizontalement  sur  la  droite  KK,  déterminée  par  les 
longueurs  suivantes  :  07i  =  55n"n;  OK=190"'°'. 

Cela  étant  posé,  on  demande  : 

1»  De  construire  les  projections  du  tétraèdre; 

2»  De  déterminer  l'ombre  portée  sur  le  plan  POQ,  les  rayons  lumineux  étant 
parallèles  à  la  droite  LS,  située  dans  le  plan  horizontal  et  faisant  un  angle  de 
U»  avec  le  plan  vertical  de  projection.  (Grenoble  et  Ghambéry,  1879.) 

93.  On  donne  les  projections  d'un  point  M  et  les  traces  h  et  v  d'une  droite 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Déterminer  sur  cette  droite  un  point  N 
dtué  i  une  distance  donnée  du  point  M.  (Concours  académique.  Caen,  1879.) 

94.  On  donne  un  prisme  droit  à  base  hexagonale  régulière  qui  repose  sur  le 
plan  horizontal  ;  par  un  point  pris  sur  son  axe,  au-dessus  de  sa  base  supérieure 
et  par  les  sommets  du  prisme  de  deux  en  deux,  on  mène  trois  plans  qui 
forment  un  angle  trièdre  et  qui  détachent  du  prisme  total  trois  pyramides 
triangulaires  égales.  On  demande  de  faire  l'épure  de  cette  figure,  avec  l'ombre 
propre  et  l'ombre  portée  sur  les  plans  de  projection,  avec  les  données  sui- 
vantes  : 

Côté  de  l'hexagone  :       a  =  3  centimètres 
Hauteur  du  prisme  ;     h  =  6         -^ 
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Distance  de  la  base  supérieure  au  point  pris  sur  l'axe  :        a  /T". 

4 

Deux  faces  du  prisme  sont  parallèles  au  plan  vertical,  et  la  plus  rapproché 
en  est  distante  de  4  centimètres,  et  l'un  des  trois  plans  formant  l'angle  trièdr 
est  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Les  projections  des  rayons  lumineux  font  des  angles  de  iS'  avec  la  ligne  d 
terre  et  viennent  de  gauche  à  droite.  {Concours  académique.  Paris,  1879.) 

96.  Une  p3Tamide  régulière  à  base  carrée  est  placée  sur  le  plan  horizonti 
Les  côtés  de  la  base  ont  4  mètres,  et  sa  hauteur  est  de  16  mètres.  On  la  coup 
k  9  mètres  au-dessus  du  sol  par  un  plan  horizontal,  et  on  remplace  la  petit 
pyramide  enlevée  par  une  autre  pyramide,  ayant  pour  base  le  carré  Insorl 
dans  la  base  supérieure  du  tronc  parallèlement  aux  diagonales  de  celte  ban 
et  pour  hauteur  3  mètrei.  On  trouve  à  l'échelle  de  0™01  l'ombre  portée  sur  Ii 
plan  horizontal  par  le  solide  ainsi  obtenu.  On  supposera  la  direction  des  rayoni' 
lumineux  parallèle  à  l'un  des  plans  diagonaux  du  tronc  de  pyramide  et  inclinii 
de  60*  à  l'horizon.  L'ombre  sera  indiquée  par  de  fines  hachures  au  tire -ligne' 
(Concours  pour  les  bourses  de  l'État  à  l'École  de  Cluny,  1879.) 

96.  Étant  donné  un  tétraèdre,  on  le  coupe  par  un  plan  parallèle  à  demi 
arêtes  opposées,  et  l'on  demande  de  construire  en  vraie  grandeur  la  sectioii 
obtenue.  {Concours  général  spécial,  1869.) 


97.  Le  côté  d'un  cube  est  de  3  centimètres;  un  sommet  du  cube  repose 
le  plan  horizontal  à  2  centimètres  de  la  ligne  de  terre;  la  diagonale  du  cube 
qui  passe  par  ce  sommet,  est  verticale;  une  des  arêtes  du  cube,  qui  part  iie  ci 
même  sommet,  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  On  ûi- 
mande  :  1"  les  projections  des  arêtes  du  cube  ;  2»  l'ombre  portée  par  ce  solidd 
sur  le  plan  horizontal,  en  supposant  que  les  rayons  lumineux  sont  parallèles  atl 
plan  vertical  de  projection  et  fassent  un  angle  de  45o  avec  le  plan  horizontal 
(Concours  général ,  1870.) 

98.  On  donne  un   tétraèdre  régulier  dont  la  base  ABC  repose  sur  le  plai 
horizontal  ;  le  côté  AB  est  i>arallèle  à  la  ligne  de  terre.  Par  le  côté  BC ,  et' 
mène  le  plan  bissecteur  du  dièdre  dont  l'arête  est  BC.   Déterminer  les  projec-  . 
tions  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  par  ce  plan  dans  le  tétraèdre.         , 

On  prendra  le  côté  du  tétraèdre  régulier  égal  à  4  centimètres,  et  la  di.-'tanct 
du  côté  AB  à  la  ligne  de  terre  égale  ù  2  centimètres.  (Concours  général ,  1872u|<  jp-rj 

99.  On  donne  une  sphère  O,  une  droite  A  et  un  point   B;  par  la  droite  A,ll''' 
on  mène  un  plan  qui  coupe  la  sphère  O,  suivant  un  cercle  C,  et  l'on  fait  passer! 
une  sphère  M  par  ce  cercle  et  par  le  point  B.  Quel  est   le  lieu  décrit  par  1p;  •' 
centre  de  la  sphère  M,  lorsque  le  plan  du  cercle  C  tourne  autour  de  la  droite  Af' 

On  exécutera  la  constructlou  du   lieu,  en  prenant  pour  plan  horizontal  de  r 
projection   le   plan  mené  par   le  centre  de  la  sphère  O,   perpendiculairement! 
à  la  droite  A ,  et  pour  plan  vertical  le  plan  mené  par  cette  droite  et  par  lei  : 
point    B.    On  l'oprésentera   l'une  des  sphères  M   par  ses  contours   apparents. 
(Concours  général,  1873.) 

100.  Construire  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  par  an 
plan  dans  un  prisme  oblique.  Le  prisme  a  pour  base  un  carré  ABCD  de  5  cen- 
timètres de  côté,  situé  sur  le  plan  horizontal,  et  dont  le  côté  AB,  parallèle  à 
la  ligne  de  terre,  est  éloigné  de  cette  ligne  de  5  centimètres  en  avant  du  plan 
vertical.  Pour  définir  la  direction  de  ses  arêtes  latérales,  on  Imagine  un  cube 
qui  serait  construit  sur  la  base  ABCD,  au-dessus  du  plan  horizontal  :  le.s  arêtes 
latérales  du  prisme  sont  parallèles  à  la  diagonale  du  cube,  qui  a  pour  trace 
horizontale  le  point  C.  Le  plan  sécant  passe  par  la  ligne  de  terre  et  divise  eni 
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denx  parties  égales  le  dièdre  formé  par  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal 
et  par  la  partie  supérieure  du  plan  vertical. 

Après  avoir  construit  en  vraie  grandeur  la  section  demandée,  on  mesurera 
ses  angles  et  ses  côtés  et  l'on  calculera  sa  surface.  On  donnera  les  résultats 
numériques  ainsi  obtenus.  (Concours  général,  1874.) 

101.  On  donne  une  sphère  de  4  centimètres  de  rayon,  tangente  aux  deux 
plans  de  projection ,  et  l'on  demande  d'y  inscrire  un  tétraèdre  régulier  ayant 
l'un  de  ses  sommets  sur  le  plan  horizontal  et  l'une  de  ses  arêtes  perpendiculaires 
au  plan  vertical. 

On  fait  tourner  ensuite  le  système  des  deux  corps  d'un  angle  de  45»  autour 
d'une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  centre  de  la  sphère,  et  l'on 
demande  de  construire  les  nouvelles  projections  du  tétraèdre.  (Concours  général, 
1875.) 

102.  On  donne  un  prisme  droit  et  une  pyramide  de  même  hauteur  égale  à 
6  centimètres  ;  la  base  du  prisme  est  un  triangle  équllatéral  ABC  Inscrit  dans 
un  cercle  de  3  centimètres  de  rayon;  la  base  de  la  pyramide  est  un  triangle 
équllatéral  DE  F  inscrit  dans  le  même  cercle,  le  point  D  étant  diamétralement 
opposé  au  point  A  ;  le  sommet  de  la  pyramide  est  sur  l'arête  latérale  du  prisme 
qui  passe  par  le  point  A. 

On  prend  pour  plan  horizontal  le  plan  du  cercle;  pour  ligne  de  terre  une 
perpendiculaire  au  diamètre  AD,  situé  à  6  centimètres  du  centre,  et  du  même 
côté  que  le  point  D  par  rapport  à  ce  centre. 

Représenter  les  deux  solides  par  leurs  projections,  ainsi  que  les  projections 
de  l'intersection  ;  puis,  transportant  la  figure  parallèlement  à  la  ligne  de  terre, 
de  3  centimètres  vers  la  droite,  représenter  par  ses  projections  le  solide  commun 
au  prisme  et  à  la  pyramide.  (Concours  général,  1876.) 

103.  On  donne  dans  le  plan  vertical  de  projection  un  hexagone  régulier,  dont 
un  côté,  égal  à  4  centimètres,  coïncide  avec  la  ligne  de  terre.  Cet  hexagone  est 
l'une  des  bases  d'un  prisme  oblique  dont  les  arêtes  sont  horizontales  et  forment 
un  angle  de  60»  avec  la  ligne  de  terre  ;  la  seconde  base  du  prisme  est  dans  un 

1  plan  parallèle  au  plan  vertical,  situé  à  12  centimètres  en  avant  de  ce  plan.  Sur 
la  face  supéi'ieure  du  prisme  repose  une  sphère  qui  a  4  centimètres  de  rayon , 
et  qui  touche  le  plan  de  la  face  supérieure  du  prisme  au  centre  du  parallélo- 
gramme formé  par  cette  face. 

On  demande  de  représenter  le  système  de  ces  deux  corps  solides  et  de  dessiner 
leurs  ombres  propres  :  l'ombre  portée  par  la  sphère  sur  le  prisme  et  les  ombres 
portées  par  les  deux  corps  sur  les  plans  de  projection. 

On  supposera  le  système  éclairé  par  la  lumière  dite  à  46».  (Concours  général, 
1877.) 

j  104.  Un  cube  de  8  centimètres  de  côté  est  posé  par  l'une  de  ses  faces  ABCD 
sur  le  plan  horizontal.  Par  les  milieux  de  deux  côtés  contigus  de  cette  face 

\  (AB  et  BC),  et  par  le  centre  du  cube,  on  fait  passer  un  plan.  On  demande  de 
construire  en  vraie  grandeur  la  section  déterminée  dans  le  solide  par  ce  plan. 
(Concours  général,  1878.) 

105.  Une  sphère  O,  de  3  centimètres  de  rayon,  est  tangente  à  la  fois  aux 
deux  plans  de  projection.  Dans  le  plan  vertical  de  projection,  on  prend  un 
point  S  à  8  centimètres  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  et  dans  le  plan  de  profil 
qui  passe  par  le  centre  O  de  la  sphère  ;  ce  point  S  est  le  sommet  d'un  cône  cir- 
conscrit à  la  sphère:  cela  posé,  on  demande  : 

1»  De  construire  les  projections  du  cercle  de  contact  du  cône  avec  la  sphère 
et  le  rabattement  de  ce  cercle  sur  le  plan  vertical  en  vraie  grandeur  ; 

2»  De  construire  la  courbe  d'intersection  de  ce  cône  avec  le  plan  horizontal. 
(Concours  général,  1879.) 
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Agrégation  de  l'Enseignement  secondaire  spécial. 


Ul 


106.  Déterminer  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  par  nne  hélice  &     

vertical,  lorsque  les  rayons  lumineux  sont  tangents  à  cette  hélice.  Faire  voHBl" 
que  cette  ombre  portée  est  une  cycloïde.  (Agrégation,  1876.)  WÊF^ 

107.  Construire  l'intersection  d'une  surface  gauche  à  plan  directeur  par 
plan  perpendiculaire  an  plan  vertical  de  projection. 

Le  plan  directeur  sera  le  plan  horizontal  ;  les  directrices  seront  deux  droites^ 
l'une  perpendiculaire  au  plan  horizontal,  l'autre  parallèle  au  plan  vertical. 

On  construira  les  tangentes  à  la  courbe  en  deux  de  ses  points  situés  sur  lt$\ 
directrices.  (Agrégation,  1878.) 


feli 


108.  Déterminer  la  perspective  d'une  hélice  cylindrique  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe  de  l'hélice.  (Agrégation,  1879.) 

109.  On  donne  deux  plans  verticaux  se  rencontrant  sous  un  angle  quelconque. 
Par  un  point  de  leur  Intersection,  on  fait  passer  une  série  de  plans  coupant 
les  deux  premiers  suivant  deux  droites  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 

Construire  la  trace  horizontale  du  cône,  enveloppe  de  ces  plans,  et  reconnaltoài.  "' 
la  nature  de  ce  cône.  (Agrégation,  1880.) 

110.  Si  sur  les  cordes  d'une  ellipse,  menées  parallèlement  à  nne  direction 
donnée,  on  décrit  des  circonférences,  l'enveloppe  de  celles-ci  sera  une  ellipse. 

Pour  démontrer  et  développer  cette  proposition,  on  considérera  l'ellipae 
donnée  comme  la  projection  oblique  sur  un  certain  plan  du  contour  d'ane 
sphère. 

On  fera  une  épure  ou  croquis  de  la  figure,  à  main  levée.  (Agrégation,  1881 J 

111.  Étant  donné  un  conoïde  dont  les  génératrices  sont  tangentes  à  une  sphèrs, 
parallèles  à  un  plan  donné  en  même  temps  qu'elles  s'appuient  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  ce  plan,  construire  : 

l"  La  courbe  de  contact  avec  la  sphère  ; 

2»  Le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  pris  sur  cette  surface  gauchi. 
(Agrégation,  1881.) 

112.  Dans  un  plan  PaP'  perpendiculaire  au  plan  vertical  et  faisant  un  angle 
p  avec  le  plan  horizontal,  on  décrit  une  circonférence  sur  la  portion  AB  de  U( 
trace  horizontale  aP,  prise  comme  diamètre.  Construire  la  surface  engendrée 
par  ce  cercle  tournant  autour  d'un  axe  vertical,  dont  la  projection  horizontale 
C  divise  le  diamètre  en  deux  parties,  telles  que 

AC  -  CB  ,     a 

-AC  +  CB=«"^^ 
Pour  représenter  les  projections  du  corps  ainsi  engendré,  on  supjiosera  que 
la  partie  située  au-dessus  du  plan  PaP'  a  été  supprimée.  (Agrégation,  1882.) 

Baccalauréat  es  sciences. 

113.  Construire  le  rabattement,  sur  le  plan  horizontal,  d'un  point  donné  que 
l'on  fait  tourner  autour  d'un  axe  parallèle  au  plan  horizontal.  (  Dijon ,  1873.) 

114.  Deux  points  A  et  B  étant  donnés  par  leurs  projections,  déterminer,  sur 
le  plan  vertical,  un  point  M  dont  les  distances  aux  points  A  et  B  soient  res- 
pectivement égales  à  deux  longueurs  données  I  et  i';  discuter  le  problèmei 
(Dijon,  1873.) 
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116,  Lee  traces  d'un  plan  sur  les  plans  de  projection  font  avec  la  ligue  de 
terre  des  angles  donnés,  savoir  :  30"  pour  la  trace  verticale,  et  45»  pour  la  trace 
horizontale.  On  demande  la  grandeur  des  angles  formés  par  ce  plan  avec  les 
plans  de  projection  et  avec  un  plan  de  profil.  (Dijon,  1873.) 

116.  Une  droite  étant  donnée  par  ses  traces  sur  les  plans  de  projection,  on 
demande  de  construire  les  traces  du  plan  passant  par  cette  droite  et  faisant 
un  angle  donné  avec  le  plan  qui  la  projette  sur  le  plan  horizontal.  (Bacculau- 
réat.  Dijon,  1873.) 

117.  Étant  donnés  une  droite  dans  le  plan  vertical  et  un  point  dans  l'espace, 
on  demande  de  déterminer  une  droite  passant  par  ce  point,  s'appuyant  sur  la 
droite  donnée  et  telle  que  le  segment  rectiligne  compris  entre  sa  trace  horizon- 
tale et  le  point  donné  soit  double  de  celui  qui  est  compris  entre  le  même  point 
et  sa  trace  verticale.  On  Indiquera  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour 
que  le  problème  soit  impossible  ou  indéterminé.  (Dijon,  1874.) 

118.  Démontrer  que  pour  qu'un  angle  droit  se  projette  en  vraie  grandeur, 
11  faut  et  11  suffit  que  l'un  de  ses  côtés  soit  parallèle  au  plan  de  projection. 
(Caen,  1885;  Alger.  1887;  Nancy,  1887  et  1889;  Lille,  1887  et  1889.) 

119.  Démontrer  que  pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan,  il 
faut  et  il  suffit  que  ses  projections  soient  perpendiculaires  aux  traces  de  même 
nom  du  plan.  (Caen,  1885;  Lille,  1885;  Grenoble,  1887;  Nancy,  1888.) 

120.  Intersection  d'une  droite  avec  un  plan  donné  par  deux  droites  concou- 
rantes. (Lille,  juillet  1886.) 

121.  Intersection  d'un  plan  quelconque  avec  un  plan  passant  par  xy  et  un 
point.  (Paris,  juillet  1889.) 

122.  Trouver  l'intersection  d'un  plan  passant  par  xy  et  un  point  du  second 
dièdre,  avec  un  plan  défini  par  sa  trace  horizontale  et  par  l'angle  qu'il  fait 
avec  le  plan  horizontal.  (Nancy,  juillet  1888.) 

123.  Trouver  la  projection  verticale  d'un  point  dont  on  connaît  la  projection 
horizontale ,  sachant  que  ce  point  appartient  au  plan  déterminé  par  une  droite 
et  un  point  donnés.  (Lille,  juillet  1887.) 

124.  Une  droite  située  dans  un  plan  de  profil  étant  donnée  par  les  projec- 
tions de  deux  de  ses  points,  construire  les  traces  d'une  parallèle  à  cette  droite, 
menée  par  un  point  extérieur  donné.  (Dijon,  novembre  1879.) 

125.  Une  droite  étant  donnée  par  ses  projections,  construire  les  projections 
de  ceux  de  ses  points  qui  sont  équidistants  du  plan  horizontal  et  du  plan  ver- 
tical. (Dijon,  novembre  1881.) 

126.  On  donne  deux  droites  AB  et  CD  par  leurs  projections  et  un  point  G 
sur  la  ligne  de  terre.  Trouver  l'intersection  du  plan  qui  passe  par  la  droite 
AB  et  le  point  O,  avec  le  plan  qui  passe  par  CD  bù  qui  est  parallèle  à  la  ligne 
de  terre.  (Ajaccio,  juin  1886.) 

127.  On  donne  trois  points  A,  B,  C  par  leurs  projections.  On  demande  la  dis- 
tance au  point  C ,  d'un  quatrième  point  situé  dans  le  même  plan  et  donné  par 
sa  projection  horizontale  m.  (Marseille,  octobre  1885.) 

128.  Distance  d'un  point  à  un  plan.  (Toumon,  juillet  1889.) 

129.  Distance  d'un  point  de  la  ligne  de  terre  à  un  plan  donné.  (  Bordeaux, 
avril  1886.) 

130.  Distance  d'un  point  donné  à  une  droite  donnée.  (Paris,  octobre  1885  et 
moi  1886;  Grenoble,  avril  1886.) 


'il 
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131.  Distance  d'nn  point  donné  à  une  droite  de  profil  donnée  par  ses  traae^\.[ 
iCaen,  octobre  1886.)  i  " 

132.  Angle  de  deux  droites.  (Lille,  juillet  1887.) 

138.  Bissectrice  de  l'angle  de  deux  droites  concourantes,  (rournow,  juifi 
1886.) 

134.  Construire  l'angle  de  deux  droites  données;  l'une  est  horizontale,  l'an 


10. 


est  de  front.  (Saint -Dents  (Réunion),  novembre  1886.)  ^B!?!! 

135.  Angle  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  la  ligne  de  terre.  (.Lille,  juii 
1885.) 

136.  Angle  d'une  droite  quelconque  avec  la  ligne  de   terre.  (Paria,  o« 

1888.)  H  m 

137.  Angle  d'une  droite  et  d'nn  plan.  (Besançon,  avril  1886.) 

138.  On  donne  par  ses  traces  un  plan  Q  et  la  projection  horizontale  p  d'uB 
point  P,  situé  à  une  distance  d  de  Q.  Trouver  la  projection  verticale  p'  de  P, 
(Paris,  avril  1883.) 

139.  Sur  une  droite  donnée  par  ses  projections,  déterminer  un  point  dont  là 
distance  à  un  plan  donné  par  ses  traces  soit  égale  à  une  longueur  donnée, 
(Dijon,  avHl  1879.) 

140.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  situés  à  égale  distance  de  troil 
points  donnés?  Mettre  en  épure.  (Dijon,  juillet  1878.) 

141.  On  donne  les  projections  de  trois  points,  et  l'on  demande  de  déterminer 
dans  le  plan  horizontal  un  point  équidistant  des  trois  points  dont  il  s'agit. 
(Dijon,  juillet  1883.) 

142.  Construire  les  projections  des  pieds  de  la  perpendiculaire  commune  à  la 
ligne  de  terre  et  à  une  autre  droite  donnée  par  ses  projections.  (Dijon,  juillet 
1881.) 

143.  Angle  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  la  ligne  de  terre  et  qui  sont 
dans  un  même  plan  passmnt  par  xy.  (Dijon,  novembre  1883.) 

144.  Une  droite  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection  fait  avec  la 
ligne  de  terre  l'angle  a;  une  droite  située  dans  le  plan  vertical  de  projection 
fait  avec  la  ligne  de  terre  l'angle  b.  On  demande  le  cosinus  de  l'angle  des  deux 
droites.  (Dijon,  juillet  1885.) 

145.  On  donne  un  jilan  par  ses  traces,  qui  font  avec  la  ligne  de  terre  dei 
angles  a,  p.  On  demande  de  calculer  l'angle  que  ces  traces  font  entre  cUeai 
(Dijon,  novembre  1887.) 

146.  Deux  droites  se  rencontrent,  et  l'on  donne  :  1°  leurs  traces  horizontales; 
J»  leurs  projections  horizontales  ;  3»  l'angle  qu'elles  forment  entre  elles. 

Construire  les  projections  verticales  de  ces  droites.  (Sorbonne,  avril  1880.)    ■ 

147.  Un  plan  étant  donné  par  ses  traces  sur  les  plans  de  projection,  constmtt 
l'angle  qu'il  fait  avec  la  ligne  de  terre.  (Dijon,  avril  1881.) 

148.  On  donne  un  plan  par  ses  traces.  Construire  les  projections  des  bisseo* 
trlces  des  angles  de  ces  traces.  (  Sorbonne ,  juillet  1880.) 

149.  Les  traces  d'un  plan  également  Inclinées  sur  la  ligne  de  terre  font  on 
tngle  a  avec  cette  ligne;  déduire  de  la  construction  qui  donne  l'inclinaison  d> 
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plan  donné  snr  les  plans  de   projection,   la  tangente  de  cette  Inclinaison.  — 
Application  au  cas  où  a  ==:  60».  (  Poitiers,  novembre  1889.) 

150.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  deux  droites  concou- 
rantes ab,  ac;  et  on  demande  de  construire  les  projections  d'une  troisième 
droite  passant  par  le  point  a ,  qui  ait  ab  pour  projection  horizontale ,  et  fasse 
avec  ac  un  angle  donné  w.  (Dijon,  avril  1888.) 

161.  Deux  droites  étant  données  dans  le  plan  horizontal,  de  manière  à  se 
conper  sur  la  ligne  de  terre,  on  fait  tourner  la  seconde  autour  de  la  première,  à 
laquelle  on  la  suppose  Invariablement  attachée,  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  paral- 
lèle au  plan  de  profil,  et  l'on  demande  de  construire  les  traces  du  plan  qui 
passe  par  la  première  droite  et  par  la  seconde  considérée  dans  cette  nouvelle 
position.  (Dijon,  juillet  1884.) 

1 82.  Un  point  et  une  droite  étant  donnés  par  leurs  projections ,  on  demande 
de  construire  les  projections  d'une  droite  passant  par  le  point  donné  et  ren- 
contrant la  droite  donnée  sons  un  angle  donné.  (Dijon,  novembre  1876;  Cham'< 
bèry,  juillet  1886.  ) 

153.  Étant  donnés  nne  droite  et  un  point  situé  en  dehors,  mener  par  le 
point  nne  droite  faisant  avec  la  première  un  angle  donné.  (Dijon,  avril  1878.) 

154.  Construire  l'angle  formé  par  une  droite  horizontale  donnée  et  par  le 
plan  déterminé  par  la  ligne  de  teiTe  et  un  point  donné.  (Nancy,  juillet  1885.) 

155.  Angle  de  deux  plans.  (Caen,  avril  1888.) 

156.  Angle  de  deux  plans  dont  les  traces  horizontales  sont  parallèles.  (Paris, 
mai  1885.) 

157.  Trouver  l'angle  de  deux  plans  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  (Paris, 
octobre  1885,  et  mai  1889.) 

158.  Construire  l'angle  formé  par  le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre  avec 
un  plan  vertical  faisant  un  angle  de  45»  avec  le  plan  vertical  de  projection  ;  et 
démontrer  que  cet  angle  égale  60°.  (Caen,  octobre  1886.) 

159.  Connaissant  la  trace  verticale  d'un  plan,  déterminer  sa  trace  horizontale 
de  manière  qu'il  fasse  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal  de  pi'ojectlon. 
(Poitiers,  avril  1889.) 

160.  On  donne  les  traces  PaP*,  QaQ'  de  deux  plans  se  coupant  sur  xy. 
1»  Construire  les  projections  de  l'intersection  de  ces  deux  plans;  2»  construire 
l'angle  de  ces  deux  plans.  (Dijon,  avril  1880.) 

161.  Construire  l'angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  traces  dans  le  cas  où 
I  les  deux  plans  se  coupent  sur  la  ligne  de  terre.  (Dijon ,  juillet  1882 ,  juillet 
;1883,  juillet  1884.) 

162.  Deux  plans  étant  donnés  par  leurs  traces,  construire  les  traces  de  l'un 
des  plans  bissecteurs  de  l'un  des  dièdres  qu'ils  forment.  (Dijon,  novembre  1877.) 

163.  On  donne  une  droite  D  et  deux  points  F  et  Q;  par  la  droite  et  ces 
deux  points  on  fait  passer  deux  plans  qui  forment  un  dièdre,  dont  on  demande 
les  plans  bissecteurs.  (Besançon,  juillet  1885.) 

164.  Un  point  du  plan  horizontal  de  projections  étant  donné  par  ses  projec- 
tions, déterminer  les  nouvelles  projections  de  ce  point,  lorsqu'il  a  effectué  une 
rotation  de  180"  autour  d'un  axe  qui  n'est  parallèle  à  aucun  des  plans  de  pro- 
jection. (Dijon ,  juillet  1876.) 
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165.  Un  cercle  est  donné  par  les  projections  de  l'un  des  points  de  sa  clrcon 
rence  et  par  celle  de  son  axe;  construire  les  traces  et  les  extrémités  du 
mètre  perpendiculaire  à  celui  qui  passe  par  le  point  donné.  (Dijon,  juillet  187S.; 

186.  Un  plan  étant  donné  par  ses  traces,  et  un  point  par  ses  projectloi 
construire  lee  projections  de  la  position  qu'occupe  ce  point  quand  on  l'a  rabal 
sur  le  plan  donné  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa  trace  verticale.  {Dijom  r 
juillet  1879;  Paris,  octobre  1885;  Caen ,  octobre  1889.)  W 

Ue 

187.  Une  circonférence  étant  donnée  par  les  traces  de  son  plan,  par  la  pi»  | 
jeetion  verticale  de  son  centre  et  par  la  longueur  de  son  rayon,  construire  lu  r  ' 
projections  du  point  où  elle  est  coupée  par  un  plan  de  traces  données.  (.Dijaiti  f^ 
juillet  1877.)  1  ' 

168.  Un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur  la  ligne  de  terre  étant  S 
donné  par  les  projections  de  son  centre  et  par  la  longueur  de  son  rayon,  om'» 
demande  de  construire  les  projections  de  ceux  de  ses  points  qui  sont  fitaé«<:^? 
une  distance  donnée  d'un  plan  donné  par  ses  traces.  (Dijon,  novembre  1886.)     ' 

169.  Construire  les  projections  de  la  nouvelle  position  occupée  par  un  point:  , 
donné  de  l'espace,  qu'on  a  fait  tourner  autour  d'un  axe  donné  dans-  le  plant 
horizontal,  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  éqnklistant  des  deux  plans  de  projectloiii 
(Dijon,  novembre  1887.) 

170.  Deux  triangles  MAB,  NAB,  ont  pour  base  commune  la  droite  AB.  On  •  J 
MA  =  MB=:NA  =  AB,  NB  =  — AB,  et  l'angle  dièdre   MABN  que  fornwnl  )'* 


leurs  plans  est  égal  h  45».  Cela  posé,  on  demande  de  construire  l'angle  rectlligiu '^ 
M  AN  et  la  distance  des  points  M ,  N.  (  Dijon ,  novembre  1880.  ) 

171.  Deux  points  A,B  sont  situés  respectivement  sur  les  deux  faces  d'un  anglel 
dièdre  de  ISô»,  à  des  distances  de  l'arête  AP  =  0">03,  BQ  =  0n>04  et  les  pieda 
P  et  Q  de  ces  distances  interceptent  sur  l'arête  une  longueur  de  OraO?. 

Cela  posé,  on  demande  de  trouver  par  une  construction  géométrique  b 
distance  mutuelle  AB  des  points  en  question  et  l'angle  BAP.  (Dijon,  avril  1881.) 

172.  On  donne  les  traces  d'un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  les  pto- 
Jections  d'un  point  A  situé  sur  ce  plan,  celles  d'un  point  quelconque  K  do  l'i 
pace,  et  on  demande  les  projections  d'une  droite  menée  par  le  point  A  dani  k 
plan  dont  il  s'agit,  de  manière  que  sa  distance  au  point  K  soit  égale  h  une 
longueur  donnée.  (  Dijon ,  juillet  1885.  ) 

173.  Par  un  point  dont  les  projections  sont  données,  mener  une  droite  re» 
contrant  la  trace  verticale  d'un  plan  donné  et  faisant  avec  ce  plan  un  angle 
donné.  (  Dijon ,  juillet  1878.) 

174.  Un  système  de  deux  droites  A,  B  étant  donné  par  la  plus  courte  dll' 
tance  de  ces  deux  droites  et  par  l'angle  de  leurs  directions,  déterminer  : 

l»  La  position  du  point  M  de  la  première  dont  la  distance  MP  à  la  seconda 
est  égale  à  une  longueur  donnée  ; 

2»  L'angle  formé  par  les  deux  droites  MP  et  A.  (Dijon,  juillet  1877.) 


1^ 


175.  Deux  droites  étant  données  par  leurs  projections,  on  demande  de  oaB» 
struire  celles  d'une  troisième  droite  déterminée  par  les  conditions  :  1"  de  i 
contrer  la  première;  2»  d'être  parallèle  à   la  seconde;  3»  de  laisser  entre  iM  J" 
plans  do  projections  un  segment  de  longueur  donnée.  (Dijon,  juillet  1K87.) 

17G.  Kn  appelant  a  la  trace  d'un  plan  donné  sur  la  ligne  de  terre,  M  an 
point  quelconque  situé  sur  ce  plan,  et  m  la  projection  horizontale  de  M,  on 
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demande  de  déterminer  le  point  M  de  telle  sorte  que  les  distances  «M  et  am 
soient  respectivement  égales  à  deux  longueurs  données.  (Dijon,  juillet  1889.) 

177.  Sur  un  plan  donné  par  ses  traces,  trouver  un  point  dont  les  distances 
à  sa  trace  verticale  et  à  la  ligne  de  terre  soient  respectivement  égales  à  des 
longueurs  données.  (Dijon,  juillet  1888.) 

178.  Un  cône  droit  ayant  son  sommet  dans  le  plan  horizontal  a  pour  base  un 
cercle  de  rayon  donné,  tangent  aux  deux  traces  d'un  plan  donné.  On  demande 
de  construire  son  angle  au  sommet.  (Dijon,  novembre  1888.) 

179.  Construire  les  projections  d'un  triangle  équllatéral  situé  dans  le  plan 
bissecteur  du  premier  dièdre. 

Un  sommet  est  sur  xy,  et  l'un  des  côtés  adjacents  fait  un  angle  de  30"  avec 
le  plan  horizontal.  (Caen,  jiMlet  1886.) 

180.  Construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier  dont  l'une  des  faces 
repose  sur  le  plan  horizontal  et  les  traces  du  plan  bissecteur  d'un  de  ses 
dièdres  ayant  son  arête  sur  le  plan  horizontal.  (Dijon,  juillet  1876.) 

181.  Construire  les  projections  d'un  tétraèdre  reposant  sur  le  plan  horizontal 
par  l'une  de  ses  faces,  sachant  que  l'angle  trièdre  opposé  à  cette  face  est  tri- 
rectangle,  et  que  les  trois  arêtes  du  solide  qui  aboutissent  au  sommet  de  cet 
angle  ont  des  longueui-s  données.  (Dijon,  novembi-e  1882.) 

182.  Construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier,  sachant  que  l'un  de 
ses  sommets  est  dans  le  plan  horizontal,  et  que,  parmi  les  trois  arêtes  qui  abou- 
tissent à  ce  sommet,  l'une  est  verticale,  tandis  qu'une  autre  fait  un  angle  de 
30°  avec  le  plan  vertical  de  projection.  (Caen,  juillet  1887.) 

183.  On  donne  un  cube  de  côté  a,  et  l'on  demande  le  rayon  de  la  sphère 
déterminée  par  la  condition  de  passer  par  les  deux  extrémités  de  l'une  des 
arêtes,  et  d'être  tangente  aux  faces  qui  se  coupent  suivant  l'arête  opposée. 
(Dijon,  juillet  1884.) 

Questions  posées  aux  examens  oraux  de  l'Ecole  Centrale. 

184.  1»  Déterminer  l'intersection  d'un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et 
d'un  cylindre  qui  a  pour  base  une  circonférence  tracée  sur  le  plan  horizontal; 
les  génératrices  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre  et  inclinées  de  45« 
sur  le  plan  horizontal. 

2"  Trouver  l'intersection  d'une  droite  et  d'une  sphère ,  plan  tangent  à  l'un 
i  des  points  d'intersection. 

185.  On  donne  une  sphère  et  on  prend  deux  points  sur  les  prolongements  de 
deux  rayons  rectangulaires  ;  chacun  de  ces  points  est  le  sommet  d'un  cône  cir- 
conscrit à  la  sphère  :  quelle  est  l'intersection  des  deux  cônes  (chaque  rayon  est 

1  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection)  ? 

I  186.  Trouver  l'intersection  de  deux  cônes  qui  ont  pour  base  une  circonférence 
tracée  sur  le  plan  horizontal;  les  sommets  se  projettent  aux  extrémités  du 
diamètre  parallèle  à  xy. 

187.  Deux  cylindres  sont  donnés  respectivement  par  la  directrice  et  une 
position  particulière  de  la  génératrice  (plans  cotés);  trouver  un  point  de  l'in- 
tersection et  la  tangente  en  ce  point. 

188.  Trouver  la  courbe  d'intersection  d'un  cône  do  révolution  dont  l'axe  est 
perpendiculaire  au  plan  horizontal,  et  d'un  plan  donné  par  sa  trace  verticale 
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et  par  la  condition  de  faire  un  angle  de  45»  avec  le  plan  vertical  de  projec 

189.  On  donne  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  et 
droite  située  dans  le  plan  vertical.  On  demande  la  trace  horizontale  d'un  pla 
passant  par  cette  droite  et  faisant  avec  le  premier  un  angle  de  45». 

190.  On  donne   la  trace  verticale  d'un  cylindre   et  de  la  direction  de  se»! 
génératrices;  trouver  l'Intersection  de  ce  cylindre  et  d'un  plan  donné  par  se«|,. 
traces.  ^  _ 

191.  Dans  le  plan  horizontal,  on  donne  une  droite  qui  est  l'axe  d'un  cylindre: 
de  révolution  dont  on  connaît  le  rayon.  Mener  un  plan  tangent  à  ce  cylindre  ,. 
par  un  point  de  l'espace. 

192.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  par  un  plan  qnelconqu-  - 
et  le  point  d'inflexion  de  la  transformée  de  la  courbe  d'intersection. 

193.  Mener,  par  un  point  donné,  nn  plan  tangent  à  un  cylindre  ayant  pov*' 
axe  de  révolution  la  ligne  de  teri'e. 

194.  On  donne  deux  horizontales  et  on  considère  une  droite  qui  glisse  suri"^- 
ces  deux  horizontales  et  reste  parallèle  au  plan  vertical  ;  mener  par  un  polnn  r 
pris  sur  la  surface  le  plan  tangent  à  la  surface  ainsi  engendrée.  ', 

195.  On  donne  un  cercle,  situé  dans  un  plan  horizontal,  et  on  le  considère 
comme  la  base  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  de  la  ligne  de  terre.  OnJ"- 
demande  de  lui  mener  un   plan  tangent  par  un  autre   point  de  la  ligne  M  ^ 
terre. 


Onr 
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196.  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  la  ligne  de  terre  et  une 
droite  située  dans  un  plan  de  profil;  mener  les  plans  tangents  à  la  sphère, 
passant  par  la  droite  donnée. 

197.  Deux  cônes  ont  même  sommet;  les  bases  sont  circulaires  et  placées  snr  "«^ 
le  plan  horizontal  ;  mener  un  plan  tangent  à  ces  deux  cônes.  Combien  peut-on 
en  mener  ? 

198.  1»  Étant  donnés  un  cône  et  nn  cylindre,  mener  un  plan  tangent  conuni 
aux  deux  surfaces. 

2»  Même  problème  pour  un  cylindre  et  une  sphère. 

199.  Un  cercle  et  une  ellipse  sont  situés  dans  le  plan  de  comparaison.  Le  *' 
cercle  est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  s  est  coté  20  ;  l'ellipse  est  la  baM 
d'un  cylindre  ayant  pour  génératrice  la  droite  ab ,  aussi  cotée;  on  demanda 
l'Intersection  des  deux  surfaces,  et  la  tangente  en  un  point. 

200.  Trouver  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  hyperboloïde  ;  la  droite  reil- , 
contre  l'axe  de  la  surface. 

201.  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre,  en  supposant  une  face  situés 
dans  le  plan  vertical  et  une  antre  dans  le  plan  horizontal. 

202.  Par  deux  points  donnés  A  et  B,  faire  passer  un  cylindre  de  révolution 
tangent  à  un  plan  donné  P. 

203.  On  donne  les  projections  d'une  sphère  et  celles  d'un  point;  trouver,  niriii 
la  sphère,  le  i>oint  le  plus  rapproché  et  le  point  le  plus  éloigné  du  point  donné»  (« 

204.  On  donne  une  sphère  dont  les  projections  sont  deux  cercles  tangents  k  JM 
la  ligne  de  terre  ;  on  donne  en  outre  un  point  sur  la  ligne  de  terre  ;  ce  polBl'  la 
est  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère  :  trouver  la  courbe  de  coutsoti'  >o 
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208 ,  On  donne  une  sphère  qui  coupe  le  plan  horizontal  suivant  un  cercle 
lonnC  ;  on  connaît  le  rayon  de  cette  sphère  ;  on  demande  son  intersection  avec 
m  cône  qui  aurait  pour  base  le  cercle  donné  et  pour  sommet  un  point  donné 
luelconque. 

06.  Un  cylindre  a  pour  axe  la  ligne  de  terre;  un  autre  cylindre,  parallèle 
m  plan  vertical ,  et  dont  les  génératrices  sont  inclinées  de  45°  sur  le  plan  hori- 
'lontal,  a  pour  base  un  cercle  tangent  à  la  ligne  de  terre.  Trouver  l'intersection 
le  ces  deux  surfaces. 

207.  Un  cercle,  situé  sur  un  plan  horizontal,  sert  de  base  à  deux  cylindres 
)arallcles  au  plan  vertical  et  dont  les  génératrices  sont  également  inclinées  sur 
e  plan  horizontal ,  mais  en  sens  contraire  ;  trouver  l'intersection  de  ces  deux 
orfaces. 

208.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  oblique,  à  base  elliptique,  par  un  plan 
jlont  la  trace  horizontale  coupe  la  base  du  cône. 

209.  Trouver  l'intersection  d'un  tore  par  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de 
lerre. 

210.  On  donne  nne  sphère  et  un  point  (a,  a')  situé  dans  le  plan  mené  par 
centre  de  la  sphère,  parallèlement  au  plan  vertical  de  projection;  trouver  la 

ourbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  la  sphère,  par  le  point  donné.  Déter- 
iiiner  le  plan  de  la  courbe  de  contact. 

211.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  droit  et  vertical  avec  une  sphère  placée 
'une  manière  quelconque.  Tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

212.  On  donne  une  courbe  eb,  située  dans  le  plan  horizontal;  elle  tourne 
utour  de  la  ligne  de  terre;  déterminer  la  projection  verticale  a'  d'un  point 
e  la  surface  engendrée,  connaissant  la  projection  horizontale  a  de  ce  point, 
[ener  le  plan  tangent  en  ce  point. 

!  213.  Une  sphère  est  éclairée  par  des  rayons  lumineux,  dont  la  direction  R,  R' 
3t  donnée;  trouver  l'ombre  portée  par  cette  sphère  sur  les  plans  de  pro- 
itction. 

I  214.  Étant  donnés  un  cône  oblique  à  base  circulaire  et  une  droite,  mener, 
ar  cette  droite,  un  plan  coupant  le  cône  de  manière  que  cette  section  soit  à 
jne  distance  donnée  du  sommet. 

215.  Peut -on,  en  général,  mener  un  plan  tangent  à  deux  cônes? 

216.  Trouver  l'intersection  de  deux  cônes  qui  ont  leurs  sommets  sur  le  plan 
|3rtical ,  et  pour  base  commune  un  cercle  situé  sur  le  plan  horizontal  ;  mener 

tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

217.  Trouver  l'Intersection  d'une  sphère  et  d'un  hyperboloïde  de  révolution, 
rsque  le  centre  de  la  sphère  est  sur  ra.\e  de  l'hyperboloïde. 

218.  Mener,  par  la  ligne  de  terre,  un  plan  tangent  à  une  sphère  donnée  par 
«  projections. 

I  219.  Par  le  sommet  d'un  cône,  dont  la  base  repose  sur  le  plan  horizontal, 
ji  a  mené  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  mener  un  plan  tangent  au  cône 
jir  cette  parallèle. 

220.  Construire  l'intersection  de  deux  sphères  données  par  les  projections 
j;s  centres  et  les  longueurs  des  rayons.  Mener  la  tangente  en  un  point  de  l'in- 
rsection. 
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221.  Une  sphère  a  Bon  centre  sur  la  ligne  de  terre,  on  loi  circonscrit  u 
cylindre  horizontal  et  un  cylindre  vertical  ;  construire  l'intersection  de  ces  deuj 
cylindres  et  la  tangente  en  un  point. 

222.  On  donne  une  surface  de  révolution  dont  l'axe  est  perpendiculaire , 
plan  vertical.  Quels  sont  les  points  de  la  surface  qui  ont  une  projection 
cale  donnée  a! ,  et  trouver  les  traces  des  plans  tangents  qui  touchent  la 
face  en  ces  points? 

223.  On  donne  un  cône  ayant  son  sommet  (s,  s')  sur  le  plan  vertical  et  i 
base  circulaire  stir  le  plan  horizontal;  le  centre  de  cette  base  est  sur  la  ligr  . 
de  terre  ;  on  demande  de  placer  sur  ce  cône  une  circonférence  de  rayon  doDiw 
dont  le  plan  ne  soit  pas  parallèle  à  la  base  du  cône. 

224.  On  donne  une  droite  quelconque  (ab,  a'b')  et  un  ix>lnt  im,  m' )  si  ' 
cette  droite;  une  seconde  droite  c*  située  dans  le  plan  vertical,  et  enfin  u; 
troisième  droite  id',  de)  perpendiculaire  au  plan  vertical;  mener  par  le 
(m,  m')  une  droite  qui  s'appuie  sur  les  trois  droites  données.  (1870.) 

225.  On  donne  un  cône  dont  le  sommet  8  est  sur  la  ligne  de  terre  et 
base  une  conique  située  dans  un  plan  vertical;  on  donne  en  outre  la  proje 
horizontale  m  d'un  point  de  la  surface;  trouver  la  projection  verticale  et 
plan  tangent  en  ce  point.  (1870.) 

226.  On  donne  un  cercle  situé  dans  un  plan  de  profil  et  un  point  quelconq 
on  demande  l'intersection  d'une  droite  quelconque  avec  le  cône  ayant  le 
pour  sommet  et  le  cercle  pour  base.  (1870.; 

327.  On  prend  un  cylindre  oblique  dont  la  trace  sur  le  plan  horizontal  ei  - 
une  circonférence  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  au  plan  vertical ,  pu  ; 
une  sphère  quelconque  qui  contienne  la  circonférence  précédente.  Trouver  l'ij 
terscction  de  cette  sphère  et  du  cylindre.  Tangente  en  un  point.  (1870.) 

i* 

228.  On  donne  un  cylindre  de  révolution  perpendiculaire  au  plan  horlzontoj 
on  donne  aussi  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  sur  l'axe  du  cyllnm. 
et  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  On  connaît  l'angle  au  sommet'jÉc^ 
cône.  Trouver  leur  intersection.  (1870.)  T, 

329.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  avec  une  sphère,  dont  i 
centre  se  trouve  sur  une  génératrice  de  contour  apparent  du  cône.  Tangentdl  l  . 
un  point  de  la  section.  (1870.)  „    ^j 

230.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  axes  A  et  B  qui  se  rencontSÉ  ^ 
en  0,  et  deux  courbes  a  et  ^  qvii  tournent  autour  de  ces  axes.  Trouver  |  ^ 
point  (le  la  projection  horizontale  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  et.'f- 
tangente  en  ce  point.  (1870.)  r. 

231.  On  prend  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  deux  points  quelc^niii' 
dans  le  plan  vertical;  on  considère  deux  cônes  ayant  ces  points  pour  scn.  . 
et  pour  directrice  commune  le  cercle  donné;  chercher   les   projections   .i'.- 
seconde  ligne  d'intersection  de  ces  deux  surfaces,  et  la  tangente  en  un  poil 
de  la  courbe  obtenue.  (1870.) 

232.  On  donne  un  cône  renversé  ayant  son  sommet  sur  la  ligne  de  teraf^i^ 
est  éclairé  par  des  rayons  Inclinés  à  45°  sur  la  ligne  de  terre  ;  trouver  l'oanl 
portée  par  ce  cône.  Tangente  en  un   point.  (Question  prise  parmi  les  ipV^  •' 
présentées  par  le  candidat,  1870.) 

233.  Sur  un  plan  donné,  parallële  à  la  ligne  de  terre,  on  place  un  tétraèdli|r 
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rfl^gnller  dont  une  arête ,  donnée  de  longueur,  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
Trouver  les  projections  du  sommet.  (1877.) 

234.  Un  cône  droit  à  base  circulaire  est  posé  sur  un  plan  parallèle  à  la  ligne 
de  terre;  en  tracer  le  contour  apparent  et  lui  mener  un  plan  tangent.  (1877.) 

236.  Construire  l'intersection  d'une  sphère  tangente  aux  deux  plans  de  pro- 
jection avec  un  plan  passant  par  les  deux  points  de  contact.  (1877.) 

236.  On  donne  une  sphère  et  on  considère,  dans  le  plan  de  front  qui  passe 
par  le  centre  de  la  sphère,  deux  droites  SA,  SB.  On  fait  tourner  SA  autour  de 
BB ,  et  on  demande  de  trouver  les  génératrices  qui  sont  tangentes  à  la  sphère. 
(1877.) 

237.  Les  trois  arêtes  d'un  trièdre  tri-rectangle  percent  le  plan  horizontal  en 
trois  points  donnés.  On  demande  les  projections  du  trièdre.  (1877.) 

238.  On  donne  deux  cônes  ayant  pour  traces  deux  cercles ,  l'un  dans  le  plan 
horizontal  et  l'autre  dans  le  plan  vertical;  leurs  sommets  sont  quelconques. 
Trouver  un  point  de  leur  intersection.  (1877.) 

239.  Faire  passer  une  sphère  par  quatre  points  donnés.  (1877.) 

240.  On  donne  deux  cônes  ayant  pour  traces  deux  cercles ,  l'un  dans  le  plan 
horizontal,  l'autre  dans  le  plan  vertical,  et  pour  sommets  les  centres  de  ces 
cercles.  Trouver  un  point  de  leur  intersection.  (1877.) 

241.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  tangents  intérieurement. 
Le  plus  petit  est  la  base  d'un  cylindre  droit;  le  plus  grand  est  la  base  d'an 
cône  dont  le  sommet  est  situé  sur  la  génératrice  verticale  du  cylindre  dont  la 
trace  est  le  point  de  contact  des  deux  bases.  Trouver  l'intersection  du  cylindre 
it  du  cône.  (1877.) 

242.  On  donne  une  sphère  et  un  cône  de  révolution.  On  demande  de  trouver 
es  génératrices  du  cône  qui  sont  tangentes  à  la  sphère.  (1877.) 

243.  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  son  centre  est  sur  la  ligne 
le  terre.  On  prend  un  point  quelconque  dans  le  plan  vertical ,  et  l'on  considère 
e  cône  ayant  ce  point  pour  sommet  et  le  cercle  pour  base.  Trouver  dans  ce 
iône  un  cercle  qui  ne  soit  pas  parallèle  au  cercle  horizontal.  (1877.) 

j  244.  On  donne  deux  cônes  ayant  leurs  génératrices  parallèles;  on  demande 
le  trouver  leur  intersection.  Peut -on,  à  priori,  dire  si  l'intersection  a  des 
Tanches  infinies?  (1877.) 

245.  On  donne  deux  cônes  ayant  pour  traces  deux  cercles  (tangents  en  ra- 
lattement),  l'un  sur  le  plan  horizontal  et  l'autre  sur  le  plan  vertical  ;  et  pour 

"ommets,  l'un  le  point  le  plus  élevé  de  la  base  de  l'autre,  et  le  second  le  point 
:  3  plus  en  avant  de  la  base  du  premier.  Trouver  leur  intersection.  (  1877.  ) 

246.  Construire  l'intersection  de  deux  paraboloïdes  de  révolution  dont  les 
'.xea  sont  perpendiculaires,  l'un  au  plan  horizontal,  l'autre  au  plan  vertical. 

1877.) 

247.  Trouver  les  génératrices  d'un  paraboloïde  déflni  par  deux  droites  paral- 
;les  au  plan  horizontal;  démontrer  que  les  projections  horizontales  passent  par 
n  point  fixe.  Trouver  le  sommet  et  l'axe.  (1877.) 

as.  On  donne  on  hyperboloïde  par  son  cercle  de  gorge  et  sa  base.  Le  point 
'  l'ius  à  droite  du  cercle  de  base  est  le  sommet  d'un  cône  ayant  pour  base 
'  rercle  de  gorge.  Trouver  l'intersection  de  ces  surfaces.  De  quoi  se  compose, 

priori,  cette  intersection?  (1877  ; 
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249.  On  donne  :  1°  un  plan  P  passant  par  la  ligne  do  terre  et  faisant  un 
angle  de  450  avec  le  plan  horizontal  ;  2°  un  point  a  du  plan  horizontal ,  situé 
à  5  centimètres  de  la  ligne  de  terre.  On  demande  les  traces  horizontale  et  ver-i 
ticale  d'un  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  le  point  A  du  plan  P  qnl 
se  projette  horizontalement  en  a,  pour  axe  la  perpendiculaire  élevte  en  A  an 
plan  P,  et  pour  Vî  angle  au  sommet  un  angle  de  40*. 

260.  On  donne  :  1»  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  faisant  un  angk 
de    60"    avec   le   plan  horizontal;  2°  un    point  a   du  plan  horizontal,  situé  1 
6  centimètres  de  la  ligne  de  terre.  On  demande  les  traces  horizontale  et  vo 
ticale  d'un  C3'lindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  perpendiculaire  élevée 
plan  donné  par  le  point  de  ce  plan  qui  se  projette  horizontalement  en  a ,  et 
rayon  de  3  centimètres. 

251.  On  donne  :  1»  une  droite  D  située  dans  un  plan  horizontal  et  faisant 
un  angle  de  45''  avec  la  ligne  de  terre;  2»  un  point  0^  du  plan  horizontal,  ^ 
pris  à  volonté  entre  la  droite  précédente  et  la  ligne  de  terre.  La  droite, 
tournant  autour  de  la  ligne  de  terre,  engendre  un  cône.  On  demande  :  !•  di 
mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  par  l'un  des  deux  points  de  la  surface  qal 
se  projettent  horizontalement  en  0^;  2»  de  construire  les  projections  do  l'iBi 
tersection  de  ce  plan  tangent  et  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  la  ligne  At  '" 
terre  pour  axe  et  un  rayon  de  3  centimètres. 

262.  Deux  cercles  situés  dans  le  plan  horizontal  ont  leurs  centres  sur  la  ligM  P 
de  terre,  à  9  centimètres  l'un  de  l'autre,  et  des  rayons  respectivement  égani 
à  3  et  à  4  centimètres.  On  mène  à  ces  cercles  deux  tangentes  communes,  l'uM  * 
intérieure  A,  l'autre  extérieure  B.   La  tangente  A,  en  tournant  autour  de  la 
ligne  de  terre,  engendre  un  cône.  On  demande  la  projection  verticale  et  la  vraie  jj' 
grandeur  de  la  section  faite  dans  ce  cône,  par  le  plan  vertical  qui  a  la  tan- 
gente B  pour  trace  horizontale.  On  tracera  les  asymptotes  de  la  section,  tl 
elle  en  admet. 

253.  On  donne  une  sphère  par  son  centre  et  son  rayon.  On  fait  passer  m 
plan  par  la  ligne  de  terre  et  le  centre  de  cette  sphère ,  et  l'on  dem.inde  IM 
projections  de  la  courbe  d'Intersection  des  deux  surfaces.  On  mènera  la  tail' 
gente  en  un  point  quelconque  de  cette  Intersection. 

254.  On  donne  :  1»  une  sphère  de  4  centimètres  de  rayon,  tangente  aux  deni 
plans  de  projection;  2»  le  plan  qui  passe  par  les  deux  points  de  la  sphère  dta' 
métralement  opposés  à  ses  points  de  contact  avec  les  plans  de  projection ,  et 
dont  la  trace  horizontale  fait  un  angle  de  GO»  avec  la  ligne  de  terre.  On  dfr 
mande  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  déterminée  par  M 
plan  dans  la  sphère,  ainsi  que  la  tangente  en  nn  point  de  cette  section. 

255.  On  donne  :  1°  un  tétraèdre  régulier  de  7  centimètres  de  côté,  reposant 
sur  le  plan  horizontal  par  une  de  ses  faces  :  l'une  des  arêtes  de  cette  face  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre;  2"  un  cylindre  de  révolution,  de  3  ci'ntl- 
mètres  de  rayon,  placé  sur  le  plan  horizontal,  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
la  projection  horizontale  de  l'axe  passe  par  la  projection  horizontale  du  soiiimtl 
du  tétraèdre. 

Construire  les  projections  des  courbes  d'intersection  dn  cylindre  et  des  faoei 
du  tétraèdre. 


i 
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25S.  On  donne  un  cylindre  de  révolution,  reposant  snr  le  plan  horizontal,  et 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  ia  ligne  de  terre.  On  demande  l'inter- 
section de  ce  cylindre  avec  un  cône  vertical  de  révolution,  dont  le  sommet  est 
sur  l'axe  du  cylindre,  et  dont  la  trace  horizontale  est  un  cercle  de  même 
rayon  qne  la  section  droite  dn  cylindre.  Tangente  en  un  point  de  la  courbe. 

■  257.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  définis  de  la  manière 
suivante  :  Le  cylindre  est  di'olt;  sa  base  est  un  cercle  donné  dans  le  plan 
horizontal.  Le  cône  a  son  sommet  sur  l'axe  du  cylindre;  sa  base  est  une  hyper- 
bole tangente  à  la  base  du  cylindre  et  ayant  pour  asymptotes  deux  diamètres 
rectangulaires  de  cette  base  :  l'un  de  ces  diamètres  est  parallèle  à  la  ligne  de 
terre.  On  mènera  la  tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

258.  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe, 
déflnta  de  la  manière  suivante  : 

L'axe  de  l'hyperboloïde  est  vertical  ;  la  plus  courte  distance  de  la  génératrice 
à  cet  axe  est  de  15  millimètres;  l'angle  que  fait  la  génératrice  avec  l'axe  est 
de  450. 

La  sphère  passe  par  le  centre  dn  cercle  de  gorge;  elle  a  son  centre  sur 
l'hyperboloïde,  h  3  centimètres  du  plan  du  cercle  do  gorge  et  dans  le  plan 
méridien  parallèle  au  plan  vertical  de  projection. 

On  construira  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  d'Intersection. 

259.  On  donne  un  cône  droit.  Dans  la  section  méridienne  A's'B'  de  ce  cône, 
on  inscrit  un  cercle  OK.  Ce  cercle  est  la  section  droite  d'un  cylindre.  Chercher 
l'intersection  de  ce  cylindre  et  du  cône. 

2G0.  On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  les  arêtes  ont  0™1  de  lon- 
gueur, et  dont  la  base  ABC  est  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 

Soient  S  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre,  et  c  le  cylindre,  dont  la 
section  droite  est  le  cercle  inscrit  dans  une  face  latérale  DAB. 

On  demande  de  représenter,  en  projection  horizontale,  la  partie  de  lasphère  S 
(lui  reste  lorsqu'on  a  enlevé  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cylindre  c. 
On  demande  aussi  la  tangente  en  un  des  points  de  l'intersection  des  deux 
surfaces. 

261.  On  donne  deux  points  a  et  6,  inégalement  éloignés  d'une  sphère,  ayant 
o  pour  centre;  tr  uver  le  chemin  minimum  qui  joint  ces  deux  points  en  tou- 
chant la  sphère.  (.Saint -Etienne,  examen  oral  pour  l'admission  à  l'École  des 
mines,  1867.) 

262.  Quel  est  le  solide  compris  entre  deux  trièdres  qui  se  coupent?  iSaint- 
Étienne,  examen  oral  pour  l'admission  à  Z'École  des  mines,  1882.) 


Épures  pour  Tadmission  à  Saint -Cyr. 


263.  Une  pyramide  régulière  SABC. ..,  à  base  octogonale,  s'appuie  par  cette 
base  sur  le  plan  horizontal,  de  manière  que  le  côté  AB,  placé  à  gaucho,  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Chaque  côté  de  la  base  est  de  0"'037,  et 
chaque  arête  latérale  est  de  0""119.  Par  le  sommet  s,  on  mène  une  parallèle  à 
la  ligne  de  terre,  et  l'on  prend,  à  droite  sur  cette  parallèle,  une  longueur  ST 
égale  à  K  X  2,60  (  R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  polygone  de  base 
ABC...).  On  joint  le  point  T  aux  sommets  A,  B,  C,...  de  manière  à  former  une 
seconde  pyramide  TABC...  de  même  base  que  la  première.  Cela  posé ,  on  demande 
de  construire  : 

EL.  15 
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1°  Les  projections  de  ces  deux  pyramides  (dlstlngner  les  parties  visibles  et 
invisibles); 

2"  Les  projections  de  la  sphère  circonscrite  à  la  pyramide  SABC...  ainsi  que 
celles  du  point  (autre  que  le  point  c)  où  cette  sphère  est  rencontrée  par  l'arête 
TC  de  la  pyramide  TABC...  (1868.) 

261.  1»  Un  prisme  droit  a  pour  base  un  hexagone  régulier.  Le  côté  de  la 
base  est  O^iOSl ,  et  la  hauteur  du  prisme  est  quintuple  de  ce  côté.  Une  face 
latérale  coïncide  avec  le  plan  horizontal  de  projection  ;  les  arêtes  latérales  font 
avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  30°.  On  demande  de  construire  les  deux 
projections  de  ce  prisme.  ^b 

2»  Soit  a  le  point  milieu    de  celle  des  deux  arêtes  latérales  supérieures  H* 


plus  en  avant  du  plan  vertical;  considérez  les  points  situés  sur  les  arêtes  laté- 
rales et  qui  sont  à  la  même  distance  du  point  a,  distance  égale  au  double  du 
côté  de  la  base;  joignez  chacun  de  ces  points  au  point  voisin  situé  sur  l'arête 
suivante  ;  vous  obtiendrez  ainsi  une  ligne  polygonale  tracée  sur  la  surface  da  • 
prisme.  Construire  les  projections  de  cette  ligne.  (1869.)  . 

265.  Une  pyramide  régulière  S,  ABCDEP  a  pour  base  nn  hexagone  régulier.! 
Chaque  arête  égale  0'"0635,  chaque  côté  de  la  base  égale  0"'0265.  La  face  laté-  [ 
raie  SAB  est  appliquée  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  de  manière  quel 
AB  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et  le  point  A  plus  près  de  celte! 
ligne  que  le  point  B.  On  demande  de  construire  : 

1»  Les  projections  de  cette  p3Tamide; 

2°  Les  projections  d'une  seconde  pyramide  régulière,  de  même  base  que  la 
première,  et  dont  les  arêtes  latérales  sont  les  2/3  de  colles  de  la  première,  le  I 
sommet  de  cette  seconde  pyramide  étant  placé  au  delà  de  la  base  commune,  I 
par  rapport  au  sommet  S;  1 

30  Les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  dans  l'ensemble 
des  deux  pyramides,  par  un  plan  vertical  mené  par  le  point  B  et  le  point  titad 
aux  2/3  de  l'arête  SA  h  partir  du  point  S.  (1870.) 

266.  Une  pyramide  triangulaire  SABC  a  sa  base  ABC  appliquée  sur  la  partie 
antérieure  du  plan  horizontal.  L'arête  AB  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et 
le  sommet  C  en  avant  de  AB.  On  donne 

AB  =  AC  =  0"'116,     BC  =  0'^U7,      SA  =  SB  =  SC  =  O^lOl 

On  demande  : 

1»  Les  projections  de  la  pyramide  ; 

2"  Les  projections  de  la  section  faite  par  nn  plan  perpendiculaire  à  l'arête 
SA,  mené  par  le  point  de  cette  arête,  situé  au  quart  de  sa  longueur  à  partir 
du  sommet  S; 

3°  Les  projections  des  points  situés  sur  l'arête  SA ,  d'où  l'on  volt  l'arête  BO 
sous  un  angle  droit.  (1872.) 

267.  Deux  cônes  circulaires  droits  et  égaux  ont  même  sommet  S,  et  • 
touchent  extérieurement  suivant  la  génératrice  SA,  de  manière  h  adhérer  l'o* 
à  l'autre;  le  rayon  de  base  égale  0^38,  et  la  génératrice  est  double  du  rayon; 
la  base  de  l'un  des  cônes  est  appliquée  sur  la  partie  antérieure  du  plan  hori- 
zontal, sa  circonférence  touchant  la  ligne  de  terre,  et  la  génératrice  SA  csc 
parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  On  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  du  solide  formé  par  l'ensemble  des  deax 
cônes  ; 

2»  De  construire  la  partie  Invisible  du  plan  vertical  de  projection,  supposé 
relevé,  l'œil  étant  placé  sur  la  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  menée  par 
le  point  A,  et  à  une  distance  en  avant  de  cette  ligne  de  terre  égale  ù  deux  fols 
le  diamètre  de  ^'un  des  cônes. 
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Ombrer  la  partie  invisible  demandée,  sans  y  comprendre  la  projection  verti- 
cale des  cônes.  (1873.) 

2C8.  Un  cylindre  circulaire  droit  a  sa  base  appliquée  sur  le  plan  horizontal. 
La  circonférence  de  cette  base  est  tangente  à  la  ligne  de  terre,  et  son  rayon  est 
de  0'"040;  la  hauteur  du  cylindre  égale  le  rayon  de  base.  Un  cône  circulaire 
droit,  de  même  base  et  de  même  hauteur  que  le  cylindre,  est  superposé  à  ce 
dernier,  de  manière  que  la  base  du  cône  coïncide  avec  la  base  supérieure  du 
cylindre.  L'arête  SA  du  cône  (le  sommet  étant  S)  est  parallèle  au  plan  vertical. 
On  demande  de  construire  : 

l»  Les  projections  de  l'ensemble  des  deux  solides  ; 

2"  Les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'arête  SA  en  son  milieu  ; 

3»  Les  parties  du  plan  horizontal  de  projection  cachées  par  l'ensemble  des 
deux  solides ,  l'œil  étant  placé  sur  la  verticale  du  point   A ,  au  -  dessus  de   ce 

point,  à  une  hauteur  égale  aux —  de  R.  (1874.) 

269.  On  donne  :  1»  un  plan  PaP'  dont  les  traces  font  avec  osy  des  angles 
Pay  =  45»,  P'txy=^  36",  et  2"  un  point  S  situé  dans  ce  plan  à  4«'°2  en  avant 
du  plan  vertical  de  projection  et  à  5«™4  au-dessus  du  plan  horizontal.  Ceci 
posé,  on  demande  : 

1»  De  construire  les  projections  d'une  pyramide  triangulaire  SABC  ayant 
pour  sommet  le  point  S  et  s'appuyant  sur  le  plan  horizontal  par  sa  base  ABC 
(le  point  A  étant  le  plus  éloigné  de  xy) ,  au  moyen  des  données  suivantes  :  le 
plan  de  la  face  ASC  est  perpendiculaire  au  plan  PaP'  et  fait  un  angle  de  72° 
avec  le  plan  horizontal  ;  la  face  ASB  est  située  dans  le  plan  PaP  ;  l'angle  plan 
ASC  =  75°  ;  l'angle  plan  ASB  =  66°. 

2»  De  mener,  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  pyramide ,  un  plan  perpendi- 
culaire à  la  droite  SG-  qui  joint  ce  centre  de  gravité  au  sommet  S,  et  de  con- 
struire les  projections  de  la  section  faite  par  ce  plan  dans  le  solide.  (!«>■  concours, 
1880.) 

270.  Étant  donnés  :  1°  un  point  G  situé  à  4«™5  au-dessus  du  plan  horizontal 
et  à  7™ 5  en  avant  du  plan  vertical,  et  2»  le  plan  passant  par  O  et  par  xy, 
on  demande  : 

1"  De  construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier  s'appuyant  par  sa 
base  sur  le  plan  donné,  de  telle  sorte  que  le  centre  de  cette  base  soit  au  point  0, 
la  longueur  de  l'arête  étant  7<""  ; 

2»  De  faire  tourner  le  plan  donné  d'un  angle  de  90°  autour  de  la  verticale 
passant  par  le  sommet  du  tétraèdre; 

3°  De  construire  les  projections  du  solide  dans  cette  nouvelle  position. 
(2«  concours,  1880.) 

271.  On  donne  un  plan  PaP',  incliné  de  40°  sur  le  plan  horizontal  et  dont 
la  trace  horizontale  fait  avec  xy  un  angle  de  36°.  Un  cercle  situé  sur  ce  plan, 
dans  le  premier  dièdre,  est  tangent  aux  traces  aP  et  aP',  et  a  pour  diamètre 
S»"»!.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  droit,  situé  au-dessus  du  plan  PaP',  et 
dont  la  hauteur  est  égale  à  lO^mg.  On  demande  : 

1»  De  construire  les  projections  de  ce  cône  ; 

2'  De  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce  cône  avec  la  parallèle  à  xy  menée 
par  le  milieu  de  la  hauteur  ; 

3»  De  mener  le  plan  tangent  au  cône  par  le  point  de  rencontre  situé  à 
droite.  (1881.) 

272.  La  base  ABC  d'une  prraTtiide  SABC  est  parallèle  au  plan  horizontal, 
au-dessus  de  ce  plan  et  à  une  distance  de  2°™4.  Le  côté  BC,  parallèle   à   xy, 
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vaut  l\"^Z  et  est  éloigné  du  plan  vertical,  en  avant,  de  1«»5.  Les  côtés  AC 
et  AB  valent  respectivement  lO»™!  et  7«">6.  Le  triangle  SAC  est  isocèle,  les 
angles  égaux  SAC,  SCA  valent  chacun  62";  enfin  l'arête  SB  vaut  11«"2.  On 
demande  : 

1°  De  construire  les  projections  de  la  pyramide  ; 

2°  De  déterminer  les  projections  du  centre  O  de  la  sphère  circonscrite  h  la 
pyrami'le  ; 

3°  De  déterminer  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  que  fait 
dans  la  pyramide  le  plan  mené  par  le  point  O  parallèlement  aux  deux  arCtes 
opposées  AC  et  SB.  (1882.) 

273.  Construire  la  pyramide  triangulaire  SABC  dont  la  base  ABC  est  appli- 
quée sur  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal.  Le  dièdre  AB  vaut  69°,  le 
sommet  B  est  sur  xy ,  et  l'arête  AB  est  perpendiculaire  à  cette  ligne  ory.  On 
donne:    AB=:11'='°1;    BC  =  12'ni5;   AC  =  14«™1;   SB  =  n':'»8;    SA=12«n>t 

Un  cercie  situé  sur  le  plan  vertical ,  dnns  l'angle  b's'c ,  est  tangent  aux  donlf 
côtés  de  cet  angle  et  a  pour  rayon  S"""  6;  ce  cercle  est  la  base  d'un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  au  plan  vertical  ;  construire  l'inter- 
section do  ce  cylindre  avec  la  pyramide.  On  indiquera  les  tracés  eflectués  pour 
obtenir  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  de  ce  point. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  pyramide  supposée  pleine  at 
existant  seule,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise  dans  le  cylindre, 
(1883.) 

274.  On  donne  dans  le  plan  vertical  de  projection  nn  cercle  tangent  h  xy 
dont  le  rayon  égale  S""!;  le  pentagone  régulier  inscrit  dans  ce  cercle,  et  dont 
un  sommet  A  e.«t  sur  ocy,  est  la  base  d'un  prisme  droit.  Un  cône  droit  dont  le 
sommet  est  situé  dans  le  plan  de  profil  du  point  A  à  S'^é  au-dessus  du  plan 
horizontal  et  à  S'o'O  en  avant  du  plan  vertical,  a  pour  base,  sur  le  plan  hori- 
zontal, un  cercle  dont  le  rayon  égale  6"=">. 

On  demande  l'intersection  du  cône  et  du  prisme.  On  Indiquera  le  tracé  des 
constructions  effectuées  pour  trouver  un  point  quelconque  do  l'Intersection  et 
la  tangente  en  ce  point. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  portion  du  prisme  qui  est  contenna 
dans  le  cône.  (1884.) 

275.  On  donne  dans  le  premier  dièdre  un  point  A  dont  la  cote  aa'  est  1<">9; 
l'éloignement  aa,  2™  2;  ot  nn  point  G  dont  la  cote  ygr'  est  5«™3,  l'éloignement 
yg ,  4""8,  et  dont  la  distance  au  plan  de  profil  de  A  vers  la  droite  est  6«"8, 
I^a  droite  AG  est  une  diagonale  du  parallélépipède  rectangle  dont  les  facei 
ABCD,  EFGB  sont  horizontales,  tandis  que  ABFE,  DCGII  sont  de  front, 
Trouver  :  1»  les  projections  du  parallélépipède;  2"  colles  de  la  sphère  qui  Itf 
est  circonscrite. 

Par  les  milieux  M,  K,  P  des  trois  arêtes  DH,  BC,  EF  on  fait  passer  un  plaa^ 
trouver  les  intersections  de  ce  plan  avec  le  parallélépipède,  avec  la  sphère,  fj 
les  vraies  grandeurs  de  ces  sections.  J 

Pour  la  mise  à  l'encre,  on  supprimera  la  portion  de  la  sphère  située  al| 
dessus  du  plan  sécant,  et  la  portion  du  parallélépipède  située  au-dessoua.  (188I-, 

276.  On  donne  un  point  A  sur  xy,  un  point  S  distant  du  plan  horizontal  41 
T'-ng,  du  plan  vertical  de  5«"1  et  du  point  A  de  12':n'4.  Construire  le  tétraèdM 
SABC  dont  la  base  ABO  est  sur  le  plan  horizontal  de  projection ,  sachant  qVÊ 
le  plan  SP.C  est  perpendiculaire  à  l'arête  SA,  et  que  les  angles  dièdres  AB  m 
AC  valent  chacun  68».  On  aura  soin  de  placer  le  point  A  le  plus  à  gaadil 
possible. 

Construire  l'intersection  de  cette  pyramide  avec  le  cylindre  de  révolution 
SA  pour  axe,  et  pour  rajon  6«™S, 
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Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  le  tétraèdre  est  seul  et  que  le  solide 
commun  au  cylindre  et  à  la  pyramide  est  enlevé.  (1886J 

277.  Un  tétraèdre  est  placé  sur  le  plan  horizontal.  Un  des  côtés  de  la  base 
ab  (a  est  à  gauche)  est  parallèle  ix  xy  et  distant  de  cette  ligne  de  3"=™ 5.  Sa 
longueur  est  de  10°™;  les  deux  autres  côtés  ont  pour  longueurs  ac=12<:™3, 
60  =  11"=™.  L'arête  Sa  =  13<:™;  l'arête  Se  =  12™ 5;  l'angle  dièdre  formé  parles 
deux  faces  aie  et  Sac  est  de  70».  Construire  ce  tétraèdre.  A  partir  du  sommet  S 
on  prend  sur  Sa  une  longueur  SO  =  5=™,  et  du  point  O  comme  centre  on  décrit 
une  sphère  passant  par  le  sommet  S.  Trouver  l'intersection  de  cette  sphère 
avec  le  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  enlevée  toute  la  portion  du  tétraèdre 
détachée  par  la  sphère.  (1"  épreuve,  1887.) 

278.  Un  tétraèdre  SABC  a  sa  base  dbo  sur  le  plan  horizontal  : 

aa'  =  S°m4,     a'6'  =  9«m9,     a&  =  ll«°'2,     6c=l4™4,     ac  =  17«™l. 

L'arête  SA,  parallèle  au  plan  vertical,  égale  13'™  6  et  fait  avec  l'arête  AB  un 
angle  de  62». 

On  demande  : 

1»  De  construire  le  tétraèdre; 

2»  De  mener  la  droite  DE  perpendiculaire  commune  aux  deux  arêtes  oppo- 
sées SA  et,  BO. 

Du  point  O,  milieu  de  DE,  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  avec  un 
rayon  égal  à  2"™  2.  Mener  à  cette  sphère  deux  plans  tangents  perpendiculaires 
à  l'arête  SC,  et  construire  les  sections  de  ces  deux  plans  avec  le  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  ne  conservera  que  la  partie  du  tétraèdre  com- 
prise entre  les  deux  plans.  (2«  épreuve,  1887.) 

279.  Un  tétraèdre  SABC,  dont  la  face  ABC  est  située  sur  le  plan  horizontal, 
est  déterminé  de  la  manière  suivante  :  le  sommet  S  a  pour  cote  7«™  et  pour 
éloignement  S™.  L'arête  SA  est  dans  un  plan  de  profil,  et  le  point  A  a  pour 
éloignemont  11«™5.  La  face  SBC  (B  à  gauche)  est  parallèle  au  plan  vertical. 
Les  faces  SAB  et  SAC  font  chacune  avec  le  plan  de  profil  qui  contient  l'arête 
SA  un  angle  de  450,  gur  l'arête  SB  on  prend,  entre  S  et  B,  un  point  D  à  2»™ 
du  sommet  S,  et  par  ce  point  D  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  SB  ; 
ce  plan  coupe  SC  en  E  et  SA  en  F. 

1»  Construire  les  projections  du  triangle  DEF. 

2»  On  considère  la  sphère  qui  a  DE  pour  diamètre.  Représenter  le  solide 
commun  à  cette  sphère  et  au  tétraèdre.  (1888.) 

280.  On  donne  un  plan  PaP'  dont  les  traces  font  avec  xy  (x  ë.  gauche,  y  à 
droite)  deux  angles  T?ay  et  P'ay  égaux  chacun  à  45»;  sur  la  trace  horizontale 
un  point  A,  dont  l'éloignement  est  4"™,  et  sur  la  trace  verticale  un  point  B, 
dont  la  cote  est  6"» 2.  La  droite  AB  est  le  côté  d'un  carré  situé  dans  le  plan 
PaP',  à  droite  de  AB  ;  ce  carré  est  la  base  d'un  cube  situé  au-dessus  du  plan 
donné. 

Déterminer  l'intersection  du  cube  avec  le  cylindre  droit  ayant  pour  trace 
verticale  un  cercle  de  6""  5  de  rayon,  situé  au-  dessus  de  xy,  et  tangent  à  cette 
llgrne  au  point  a',  projection  verticale  du  point  A. 

Représenter  la  partie  du  solide  cubique  comprise  dans  le  cylindre.  (1889.) 

281.  Un  cône  de  révolution  a  pour  base,  sur  le  plan  horizontal,  un  cercle  0 
de  SO™™  de  rayon,  tangent  à  la  ligne  de  terre,  et  il  a  une  hauteur  de  112"™. 
On  mène  :  1»  par  le  milieu  A  de  la  génératrice  de  front  (celle  de  gauche),  le 
plan  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  opposée  ;  2»  la 
normale  au  cône  en  A  qui  rencontre  le  plan  horizontal  en  B,  les  tangentes  BC 
et  BD  au  cercle  0,  et  enfin  les  plans  ABC  et  ABD. 
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On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  Rolide  commun  au  cône 
au   tétraèdre   qne  forment  le  plan   horizontal  et   les   trois  plans    précédent 
(1890.) 

282.  Un  tétraèdre  SABC,  dont  l'angle  trlèdrc   S  est  trirectangle ,  a  sa  baj[ 
ABC  sur  le  plan  horizontal.  AB  est  sur  la  ligne  de  terre  (A  vers  la  gauche)  i 
:i  pour  longueur  140°™'.  La  projection  horizontale  du  sommet  S  est  un  point 
dont  les  distances  aux  points  A  et  B  sont  :  As  :=  105™»  et  Bs  =  49™'". 

Construire  ce  tétraèdre,  puis  son  intersection  avec  la  sphère  ayant  S  poi0 
centre  et  passant  par  le  centre  de  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  partie  du  volume  du  tétraèd^ 
extérieure  à  la  sphère  S.  (1891.) 

283.  Un  tétraèdre   SABC  repose  par  sa  base   ABC  sur  le  plan  horizonti 
l'angle   trièdre   S   est  trirectangle  ;   les  côtés  de  la  base  sont  AB  =  209' 
BC  =  19.3™m  et  AC  =  149"'"'.  aB  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  (A  à  di-oli 
et  à  une  distance  de  cette  ligne  de  22"°™. 

Construire  l'intersection  de  ce  tétraèdre  et  de  la  sphère  qui  passe  par  k 
point  S  et  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC. 

Pour  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  le  solide  commnn  à  la  sphère  et  m 
tétraèdi-e.  (1892.) 


FIN 
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